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SAiNNlA  (A.)  e  D'OViDIO  (E.),  Professori  nelle  Université  di  Napoli  e  Torino. 
-  Elemekti  di  Geometria.  3*  edizione,  corretta  e  modificata.  —  Napoli, 
B.  Pellerano,  1876.  i  vol.  petit  in-8°,  xvii-SSg  pages,  892  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  6  fr. 

MORENO  (G.),  Professore  nel  CoUegio  militare  e  nelF  Istituto  tecnico  di  Na- 
poH-  —  Elexenti  di  Geometria.  4*  edizione,  con  37a  figure  inlercalale 
nel  testo.  —  Napoli,  B.  Pellerano,  1877.  1  vol.  petit  in-8*,  43i  pages.  Prix  : 
4  fr.  5o. 

FAIFOFER  (A.),  Prof,  nel  Liceo  Marco  Foscarini.  —  Elementi  m  Geometria. 
Venezia,  tipografia  Emiliana,  1878.  i  vol.  petit  in-8*,  5o4  pages,  environ 
340  figures  dans  le  texte. 

L'apparition  presque  simultanée  de  ces  trois  Ouvrages  est  une 
preuve  des  soins  qu'apportent  de  nos  jours  les  professeurs  italiens 
au  perfectionnement  des  méthodes  d'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  On  sait  que  les  règlements  de  l'instruction  publique, 
«u  Italie,  ont  prescrit    comme   modèle  de    cet  enseignement  les 
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Eléments  d'Euclidc,  en  laissant  d'ailleurs  aux  professeurs  la 
liberté  de  modifier  très-largement  les  détails.  Cette  sage  mesure, 
en  même  temps  qu'elle  a  préservé  les  auteurs  italiens  des  change- 
ments ultra-radicaux  que  l'on  rencontre  dans  certains  Traités  pu- 
bliés dans  d'autres  pays,  a  forcé  les  maîtres  à  se  retremper  dans 
l'étude  du  chef-d'œuvre  de  la  logique  antique,  le  guide  le  plus  sûr 
vers  les  principes  modernes  de  la  Philosophie  mathématique,  dont 
les  altérations  apportées  par  les  successeurs  d'Euclide  à  son  admi- 
rable rigueur  nous  avaient  notablement  écartés.  Il  nous  semble 
toutefois  que  le  rôle  des  méthodes  euclidiennes  ne  doit  être  considéré 
ici  que  comme  transitoire,  et  que,  une  fois  ramenée  au  vrai  point  de 
départ,  la  Science  devra  élargir  peu  à  peu  le  cadre  étroit  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  tout  en  conservant  précieusement  les  habitudes 
de  rigueur  qu'elle  aura  contractées,  et  qui  ne  sont  nullement  in- 
compatibles avçc  les  méthodes  modernes. 

Le  premier  des  trois  Traités  dont  nous  voulons  parler  est  une 
nouvelle  édition  du  Livre  que  nous  signalions  il  y  a  huit  ans  (  *  )  à 
l'attention  des  professeurs.  L'auteur  a  conservé  le  plan  général  de 
l'ancienne  édition  ^  mais  il  a  développé  notablement  certaines  par- 
ties, celles  surtout  qui  touchent  aux  principes  fondamentaux. 
U Introduction,  au  lieu  de  six  pages,  en  occupe  maintenant  seize. 
Nous  ne  saurions  garantir  que  tous  les  nouveaux  développements 
fussent  également  nécessaires  dans  un  Livre  destiné  à  l'enseigne- 
ment élémentaire,  où  il  ne  faut  pas  trop  multiplier  les  énoncés. 
Quand  le  temps  est  venu  d'initier  les  élèves  à  des  considérations 
plus  élevées,  la  forme  euclidienne,  universellement  bannie  des 
autres  sciences,  et  qui  a  son  dernier  refuge  dans  les  Traités  de 
Géométrie,  nous  semble  tout  à  fait  impropre  au  développement  des 
idées  modernes. 

Nous  aurions  encore  quelques  critiques  de  langage  à  adresser 
aux  premières  lignes  de  cette  Introduction .  La  définition  de  l'axiome 
comme  une  vérité  évidente  ne  nous  satisfait  pas,  V évidence  ne 
pouvant  être,  dans  les  sciences  abstraites,  qu'un  souvenir  d'expé- 
riences plus  ou  moins  répétées,  et  par  suite  un  moyen  d'induction, 
et  non  un  caractère  de  certitude.  Le  mot  hypothèse  présenterait 


(•)  Bulletin,  !'•  sériCi  t,  I,  p.  359,  ®*  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série, 
t.  X,  p.  389. 
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moins  d'équivoque.  Un  théorème  est  une  conséquence  des  hypo- 
thèses admises,  et  la  démonstration  a  pour  but,  non  de  rendre  le 
théorème  évident  (il  est  souvent  par  lui-même  plus  évident  que 
les  hypothèses  d*où  il  résulte),  mais  de  faire  ressortir  ses  liaisons 
avec  les  hypothèses  et  avec  les  autres  théorèmes.  Le  mot  postulat 
(  aiTTjtia  )  a  été  détourné  depuis  longtemps  du  sens  que  lui  attri- 
buait Euclide,  et,  malgré  l'autorité  des  manuscrits  et  des  éditeurs, 
nous  avons  peine  à  croire  que  T auteur  des  Eléments  ait  entendu 
parla  autre  chose  que  la  demande  des  moyens  de  tracer  un  cercle 
oaone  droite  et  de  prolonger  celle-ci. 

La  possibilité  de  diviser  en  deux  parties  égales  soit  l'angle  des 
deux  directions  opposées  d'une  même  droite,  soit  un  angle  quel- 
conque, soit  une  droite  quelconque,  résulte  d*une  proposition 
générale  qui  se  démontre  à  l'aide  du  principe  des  limites,  pour 
toute  grandeur  qui  n'est  susceptible  de  varier  que  dans  deux  sens 
déterminés  et  opposés.  Plus  d'un  lecteur  sera  surpris  de  trouver  à 
la  page  33  du  Volume  la  démonstration  de  l'existence  d'un  point 
milieu  unique  d'une  droite  donnée. 

Les  auteurs  ont  conserve,  en  la  développant  même  en  quelques 
points,  la  théorie  euclidienne  des  proportions.  Nous  ne  pouvons 
que  répéter  à  ce  sujet  ce  que  nous  disions  il  y  a  sept  ans  :  cette 
théorie  est  un  chef-d'œuvre  que  Ton  ne  pouvait  trop  étudier  à  une 
époque  où  les  moyens  plus  rapides  n'étaient  pas  connus.  Aujour- 
d'hui nous  considérerions  le  temps  comme  mieux  employé  si  on  le 
consacrait  à  acquérir  l'intelligence  complète  de  la  méthode  des 
limites,  chose  indispensable  dès  que  l'on  veut  pousser  ses  études 
mathématiques  au  delà  des  quatre  règles.  Cette  prédilection  des 
auteurs  pour  la  méthode  d'Euclidc  a,  en  outre,  l'inconvénient  de 
rompre  l'unité  de  leur  Ouvrage,  dont  une  partie  se  trouve  écrite  dans 
I esprit  des  anciens,  l'autre  dans  l'esprit  des  modernes. 

Si  nous  maintenons  les  critiques  que  nous  avions  formulées  au- 
^fois  tant  sur  ce  point  que  sur  d'autres  moins  importants,  nous 
maintenons  aussi  les  éloges  que  nous  avions  donnés  au  travail 
consciencieux  des  deux  savants  professeurs,  et  nous  en  recomman- 
derons vivement  la  lecture  aux  élèves  et  aux  maîtres,  mais  surtout 
î  ces  derniers,  qui  y  trouveront  de  grandes  ressources  pour  perfec- 
tionner et  varier  leur  enseignement. 
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Le  Livre  de  M.  Moreno  offre  un  caractère  plus  élémentaire  que 
le  précédent,  et  naturellement  les  développements  touchant  à  la 
philosophie  de  la  Science  n*y  tiennent  que  bien  peu  de  place.  Nous 
pensons  que  Tauteur  ferait  bien,  dans  sa  prochaine  édition,  de 
rayer  du  nombre  des  axiomes  cette  tautologie  que  «  le  tout  est 
égal  à  la  somme  de  ses  parties  ». 

Le  plan  de  TOuvrage  est  à  peu  près  le  même  que  celui  qu'ont 
suivi  MM.  Sannia  et  d'Ovidio.  11  se  divise  en  deux  Parties  :  Plani- 
métrie  et  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  Parties  se  divise  elle-même 
en  quatre  Livres,  ayant  pour  titres  respectifs  :  I.  La  ligne  droite.  — 
II.  Le  cercle.  — 111.  Relations  métriques  entre  les  éléments  des 
figures.  —  IV.  Mesure  des  figures.  —  V.  La  droite  et  le  plan.  — 
VI.  Surfaces  courbes.  — Vil.  Relations  métriques  entre  les  éléments 
des  figures.  —  VllI.  Mesure  des  figures. 

Il  y  a  de  plus  deux  Appendices,  l'un  à  la  suite  de  la  Planimétrie, 
traitant  des  maxima  et  des  minima,  l'autre  à  la  fin  de  la  Stéréo- 
métrie, traitant  de  la  similitude.  L'Ouvrage  est  terminé  par  une 
((  Note  sur  quelques  propositions  admises  dans  ces  éléments  ». 
Chacun  des  huit  Livres  est  suivi  d'un  recueil  d'Exercices.  La  notion 
de  la  longueur  d'une  ligne  courbe  ne  nous  parait  pas  établie  avec 
toute  la  rigueur  désirable. 

Nous  dirons,  pour  conclure,  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de 
M.  Moreno  est  une  excellente  préparation  à  celle  du  Traité  de 
MM.  Sannia  et  d'Ovidio,  et  qu'il  contient  déjà  à  lui  seul  toutes  les 
propositions  nécessaires  pour  aborder  les  parties  plus  élevées  des 
Mathématique^ . 


Le  traité  de  M.  Faîfofer,  dont  il  nous  reste  à  parler,  s'écarte 
beaucoup  plus  que  les  deux  précédents  de  la  forme  euclidienne, 
sans  pour  cela  que  la  rigueur  euclidienne  y  fasse  défaut.  Le  mode 
d'exposition  est  moins  dogmatique  et  se  rapproche  plus  de  la  ten- 
dance analytique  de  la  Science  actuelle. 

On  y  remarquera,  par  rapport  à  Tordre  habituel,  quelques 
transpositions  qui,  au  premier  abord,  pourront  ne  pas  sembler  na- 
turelles-, ainsi  le  Chapitre  qui  traite  des  parallèles  ne  commence 
qu'à  la  page  102.   Maïs  on  peut  expliquer  cette  détermination  de 
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l'auteur  par  le  désir  d'exposer  d*abord  toute  la  partie  de  la  Géo- 
métrie plane  qui  ne  repose  pas  sur  Taxiome  des  parallèles. 

La  Géométrie  de  l'espace  est  un  peu  sacrifiée;  il  n'est  pas  ques» 
tion  de  la  théorie  des  triangles  sphériques,  qui  aurait  pu  être  traitée, 
sans  augmentation  sensible  de  l'étendue  du  Livre,  en  même  temps 
que  celle  des  angles  trièdres,  qui  n'en  est  qu'une  forme  diflerente. 

Voici  un  aperçu  de  la  division  de  l'Ouvrage  : 

Des  vingt-trois  Chapitres  dont  il  se  compose,  les  treize  premiers 
sont  consacrés  à  la  Planimétrie,  les  dix  autres  à  la  Stéréométrie. 

Planimétrie,  —  I.  Notions  fondamentales.  L'auteur  y  développe 
les  propriétés  les  plus  simples  de  la  droite  et  du  cercle,  de  manière 
à  permettre  au  lecteur  de  résoudre  par  la  règle  et  le  compas  les 
problèmes  fondamentaux.  —  II,  Angles  et  triangles.  —  III.  Du 
cercle.  —  IV.  Droites  parallèles.  —  V.  Parallélogrammes.  — 
M.  Equivalence  des  polygones.  —  VIL  Aires  des  polygones.  — 
Vin.  Angles  dans  le  cercle.  — IX.  Polygones  réguliers.  — X.  Rec- 
tification et  quadrature  approximatives  du  cercle.  —  XI.  Propor- 
tion, proportionnalité.  —  XIL  Segments  proportionnels. — XIII.  Si- 
militude des  figures. 

Stéréométrie.  —  XIV.  Plan  et  droite  perpendiculaires.  — 
XV.  Dièdre.  —  XVI.  Trièdre.  —  XVII.  Parallélisme  des  droites 
et  des  plans.  —  XVIII.  Prisme.  —  XIX.  Pyramide.  —  XX.  Po- 
lyèdres semblables.  —  XXI.  Volumes  des  polyèdres.  —  XXII.  Cy- 
lindre et  cône.  —  XXIII.  Sphère. 

J.  H. 


Dra  F.-J.  STUDNICKY  ZUladové  VY?5§i  matiiematiky.  —  Dil  pnnl.  0  poîitu 
differencialnim.  S  èetnymi  dfevotisky.  Druhé,  vaInS  zmènéné  vydanî.  —  V 
Praze,  1878  (•). 

M.  Studnicka,  professeur  à  l'Université  de  Prague,  avait  déjà 
publié  sous  le  même  titre,  dans  les  années  1 867-1 871,  un  Cours 


(')  SrcDîiiàiA  (D*  F.  J.).  Éléments  de  Mathématiques  supérieures.  Tome  1  :  Calcul 
^firentiel.  Atcc  de  nombreuses  figures  sur  bois.  Deuxième  éditioiii  notablement  re- 
■*»iéc.  Pra^e,  1878.  i  toI.  in-8,  280  p. 
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d'Analyse  supérieure  en  trois  volumes,  dont  la  nouvelle  édition, 
qui  commence  à  paraître,  démontre  suffisamment  le  succès.  N'ayant 
connu  que  trop  tard  cet  Ouvrage  pour  le  signaler  dans  le  Bulletin 
à  Tépoque  de  la  première  publication,  nous  rendrons  compte  des 
Volumes  de  la  seconde  édition  à  mesure  qu'ils  jnous  parviendront. 

Bien  que  l'auteur  ait  pris  à  tache  de  resserrer  son  exposition 
dans  la  moindre  étendue  possible,  le  mince  volume  que  nous  avons 
entre  les  mains  n'en  contient  pas  moins  une  grande  richesse  de 
matériaux.  L'auteur  y  fait  un  heureux  usage  des  déterminants,  qui 
ont  été  pour  lui  l'objet  de  nombreux  travaux.  Il  est  entré,  pour 
cette  nouvelle  édition,  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Baltzer,  et  l'on 
trouve,  en  notes  au  bas  des  pages,  quelques  utiles  renseignements 
historiques. 

Le  titre  même  indique  que  l'auteur  adopte  la  division  habituelle 
du  Calcul  infinitésimal.  Le  premier  Volume,  consacré  au  Calcul 
différentiel,  se  compose  de  trois  Livres,  précédés  d'une  Introduc- 
tion qui  traite  des  fonctions  en  général,  de  leurs  diverses  natures, 
de  leur  continuité  ou  de  leur  discontinuité,  de  leur  représentation 
graphique,  de  la  mesure  de  la  rapidité  de  leur  variation  (dérivée, 
différentielle),  de  la  signification  géométrique  de  la  dérivée  et  du 
but  général  de  la  haute  Analyse. 

Le  Livre  I  a  pour  objet  la  différentiation  et  les  dérivées  en  général. 
Il  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  De  la  dérivée  première.  —  Différentiation  des  fonctions 
simples.  Fonctions  inverses,  fonctions  composées  ;  différentielles 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  -,  fonctions  im- 
plicites, fonctions  de  fonctions. 

B.  Des  déri\fées  d'ordres  supérieurs,  —  Après  avoir  un  peu 
sommairement  établi  la  représentation  des  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs au  moyen  des  différentielles  de  même  ordre,  l'auteur  passe  à 
la  détermination  directe  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonc- 
tions, tant  simples  que  composées,  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
explicites  ou  implicites. 

C.  Changement  de  variables,  —  L'auteur  traite  les  divers  cas, 
et  termine  par  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbi- 
traires au  moyen  de  la  différentiation. 
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D.  Des  relations  entre  les  fonctions  priniiti\^es  et  leurs  déri- 
vées.—  Expression  de  raccroîssement  de  la  fonction  à  Taide  d'une 
valeur  moyenne  de  la  dérivée  première  et  à  Taide  des  dérivées  su- 
périeures. Séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

Le  Livre  II  contient  les  applications  du  Calcul  différentiel  à  la 
résolution  des  problèmes  d'Algèbre  supérieure. 

A.  Détermination  des  vraies  valeurs  des  expressions  de  forme 
indéterminée, 

B.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  —  L'auteur  prend  pour  base  le  développement  par  la 
série  de  Taylor,  ce  qui  exclut  le  cas  où  la  dérivée  devient  infinie. 

C.  Développement  des  fonctions  en  série.  —  Méthode  des  coef- 
ilcients  indéterminés.  Application  des  séries  de  Taylor  et  de  Mac- 
laurin. Nombres  de  BernouUi.  Série  de  Bernoulli. 

D.  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Le  Livre  III  a  pour  titre  :  «  Application  du  Calcul  différentiel  à 
la  solution  des  problèmes  de  Géométrie  supérieure.  » 

A.  Sur  les  courbes  dans  le  plan.  —  Tracé  des  courbes  planes. 
Différentielles  de  Tare  et  de  Taire  ;  on  pourrait  désirer  ici  quelques 
développements  sur  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
Tangentes,  normales,  asymptotes,  contacts  de  divers  ordres,  cour- 
bure. Usage  des  coordonnées  polaires.  Points  singuliers. 

B.  Sur  les  courbes  dans  l'espace.  —  Tangentes  et  plans  nor- 
maux. Contact  des  courbes  dans  l'espace.  Rayons  et  centres  de 
courbure.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces,  plan  et  spbère  os- 
culateurs.  Double  courbure. 

C.  Des  surfaces.  —  Plan  tangent,  normale.  Positions  relatives 
du  plan  tangent  et  de  la  surface.  Contact  des  surfaces.  Mesure  de  la 
courbure.  Sections  principales.  Lignes  de  courbure. 

D.  Des  lieux  géométriques.  —  Courbes  enveloppes.  Dévelop- 
pées. Surfaces  enveloppes. 
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Grâce  à  la  clarté  avec  laquelle  est  présentée  la  suite  des  formules 
daus  les  diverses  Parties  de  ce  Traité,  il  pourra  être  consulté  avec 
grand  profit  par  les  personnes  mêmes  qui  ne  sont  pas  familières 
avec  la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit.  J.  H. 


TABLES  DE  LOGARITHMES  à  12  décimales  jusqu'à  434  milliards,  avec  preuves, 
par  A.  Namur,  secrétaire  de  TÉcole  moyenne  de  l'Élat,  à  Thuin-sur-Sambre, 
précédées  d'une  Introduction  théorique  et  d'une  Notice  sur  l'usage  des  Tables, 
par  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  publiées  par  l'Académie 
royale  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez;  Paris,  Gauthier-Villars,  1877.  stG- 
xiY  pages  de  texte,  x  de  tables.  Édition  abrégée  :  xvi  pages  de  texte,  x  de 
Tables. 

L'Introduction  théorique  aux  Tables  de  M.  A.  Namur  est  de 
l'auteur  de  ce  compte  rendu  -,  la  Notice  sur  l'usage  des  Tables  est 
de  M.  Namur,  mais  elle  a  été  rédigée  aussi  par  M.  Mansion  ^  les 
Tables  sont  exclusivement  l'œuvre  de  M.  Namur.  Il  y  a  une  édi- 
tion où  manque  l'Introduction  théorique.  —  I.  Introduction  théo- 
rique. 1.  Notice  historique  sur  les  grandes  Tables  de  logarithmes. 
Nécessité  de  Tables  auxiliaires  qui  permettent  de  calculer  rapide- 
ment les  logarithmes  de  tous  les  nombres  à  10  décimales  au  moins. 
Tables  de  Callet,  de  Pineto,  de  Thoman^  leurs  inconvénients. 
2.  Formules  fondamentales. 

2  2 

«  tt'  ^/  / \3  ^^       ^  ^  ^ 

démontrées  géométriquement  au  moyen  des  propriétés  de  Thyper- 
bole.  3.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  établit  sans  peine  le  théo- 
rème suivant  :  «  Pour  la  série  des  994  nombres  inférieurs  à  un  million 
de  fois  le  module  M  des  logarithmes  de  Brîggs,  les  dillérences  loga- 
rithmiques commencent  par  1000,  looi  ou  1002,  et,  par  consé- 
quent, l'interpolation  logarithmique  se  fait  plus  facilement  qu'en 
aucun  autre  endroit  des  Tables.  Pour  la  série  des  870  logarithmes 
à  6  décimales  immédiatement  supérieurs,  de  millionième  eu  mil- 
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lionième,  à  celui  de  M,  les  diiTérences  antilogarithmiques  com- 
mencent par  les  chiffres  looo,  looi,  iooq,  d*où  une  conséquence 
analogue.  »  4.  En  multipliant  un  nombre  quelconque  par  un  ou 
deux  facteurs  convenablement  choisis,  on  parvient  à  le  ramener 
dans  le  voisinage  de  i  ooo  ooo  M,  et,  par  suite,  à  rendre  la  recherche 
de  son  logarithme  aussi  aisée  que  possible.  On  choisit  les  facteurs 
de  manière  que  le  travail  du  calculateur  soit  aussi  grandement 
simplifié.  Remarque  analogue  pour  le  calcul  des  antilogarithmes. 
3.  L'erreur  maximum  théorique  possible  que  comporte  la  méthode 
de  M.  Namur  est  de  i3  unités  du  treizième  ordre  décimal.  — 
II.  Les  Tables  de  M.  ISamur  pour  la  recherche  des  logarithmes 
comprennent  :  i^  les  logarithmes  des  nombres  de  433  3oo  à  434  3oo 
à  12  décimales  avec  les  différences  ;  2?  les  logarithmes  des  nombres 
de  looo  à  iioo  à  i5  décimales  :  en  multipliant  un  nombre  dont 
les  quatre  premiers  chiffres  forment  un  autre  nombre  compris 
entre  3943  et  4343  par  l'un  des  nombres  de  cette  Table,  il  est 
ramené  entre  les  limites  de  la  Table  principale;  3°  les  logarithmes 
des  nombres  de  lo  à  99  et  de  10  -  à  19-9  d'unité  eu  unité,  à  i5  déci- 
males :  en  multipliant  un  nombre  quelconque  par  Tun  de  ceux  de 
cette  Table,  il  est  ramené  à  avoir  ses  quatre  premiers  chiffres 
entre  SgBS  et  4333.  — Les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  dont  nous 
venons  de  parler  sont  disposées  de  manière  à  servir  également 
poor  la  recherche  des  antîlogarithmes.  La  Table  principale  pour 
la  recherche  de  ceux-ci  permet  de  trouver  à  douze  ûgures  le  nombre 
correspondant  à  un  logarithme  dont  les  cinq  premières  figures 
forment  un  nombre  compris  entre  63778  (mantisse  de  logM)  et 
63866.  Les  Tables  et  les  calculs  de  M.  Namur  sont  très-ingénieu- 
sement disposés.  N'oublions  pas  de  signaler  une  particularité  im- 
portante :  les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  sont  faites  de  telle 
sorte  que  l'on  peut  trouver  de  deux  manières  différentes  les 
logarithmes  ou  les  antilogarithmes  ^  le  calculateur  peut  donc  se 
mettre  en  garde  contre  ses  propres  méprises.  P.  M. 
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SUR  LES  SURFACES  HOMOFOCALES  DU  SECOND  ORDRE 

Par  m.  LAGUERRE. 

1 .  Étant  données  trois  droites  A,  B  et  B',  menons,  par  un  point  a 
pris  arbitrairement  sur  la  première,  une  droite  qui  rencontre  res- 
pectivement B  et  B'  aux  points  b  et  V,  La  droite  aii' décrit,  lorsque 
le.point  a  se  déplace  sur  A,  une  surlace  du  second  ordre,  et  le  con- 
jugué harmonique  du  point  a,  par  rapport  au  segment  bV^  décrit 
une  génératrice  de  cette  surface.  Je  dirai  que  cette  génératrice  est 
la  polaire  de  la  droite  A  relatii^ement  aux  droites  B  et  B'. 

Dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathénia- 
tique  (*  ),  j'ai  énoncé  et  démontré,  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie pure,  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  sj  sterne  (2)  de  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  et  une  droite  Jixe  D,  si  par  D  on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  quelconque  2  du  système  et  si  l'on  prend  la  polaire 
de  D  relatii^ement  aux  normales  menées  à  S  aux  deux  points  de 
contact,  cette  polaire  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du 
système  que  l'on  considère. 

On  peut  dire  que  cette  polaire  est  l'adjointe  de  D  relativement 
au  système  liomofocal  (S),  et  il  est  facile  de  construire  l'adjointe 
d*une  droite  quelconque  quand  on  connaît  une  des  focales  du  sys- 
tème. Que  Ton  mène  en  eilet,  par  la  droite  donnée  D,  des  plans 
rencontrant  le  plan  de  la  focale  suivant  des  tangentes  à  cette  courbe 
et  que,  par  les  points  de  contact,  on  mène  des  perpendiculaires  à 
ces  plans,  la  droite  adjointe  de  D  sera  la  polaire  de  D  relativement 
à  ces  perpendiculaires. 

2.  La  proposition  qui  précède  me  parait  assez  intéressante  pour 


(*)  Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  et  nux  surfaces  alijè- 
briques  {Bulletin  de  la  Soc.  Math.,  l.  III,  p.  179). 
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(ju  il  soit  désirable  d'en  avoir  une  démonstration  analytique  ^  il  est 
(lu  reste  utile,  dans  diverses  recherches  relatives  aux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  de  posséder  les  équations  de  l'adjointe  d'une  droite 

donnée. 
Soient  donc 

L      ""     M     ""     JN 

les  équations  d'une  droite  D  et 

I  équation  d'une  surface  quelconque  S  du  système  homofocal  con- 
sidéré. 

Menons  par  D  deux  plans  tangents  à  cette  surface,  et  appelons 
Tet'P  les  deux  points  de  contact.  En  désignant  par  x,  j^,  z  les 
coordonnées  d'un  quelconque  de  ces  points,  on  a  les  relations 

et 

rL       rM       sN 

qui  expriment  que  le  plan  tangent  au  point  ( x,  y^  z)  contient  la 
droite  D*,  en  désignant  par  t  une  quantité  indéterminée,  posons 
fu  outre 

.r        r       z 

Les  trois  équations  précédentes,  étant  résolues  par  rapport  h  .r, 
V  et  z,  donnent  les  formules  suivantes  : 

.r        M— N -f-/(Np  — My) 


A 

Oi 

r 
B"" 

N 

-L-^ 

r[hy- 

-Na) 

9 

t^ 

L 

—  M-h 

/(Ma- 

- 1  .^ 
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où  ot)  représente  le  déterminant  (  *) 

«       13       y 

L     M     N 
I       I       I 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  devant  satisfaire  à  W 
tion  (i),  on  aura,  en  posant,  pour  abréger, 

r/=z2A(M—;N)(N^  — My),     et     r  z=lA[^p —  Uy]\ 
l'équation  suivante,  qui  détermine  la  quantité  t  : 


(2) 


p  '\-  27^  -4-  rr*  =:  o. 


Si  donc  on  désigne  par  (f  et  t"  les  racines  de  cette  équatio; 
coordonnées  du  point  T  sont  données  par  les  formules 


(3) 


A 

l_ 
fi 

\   C 


M  — NH-r'fN;3— My] 


(ù 

N- 

-L-f-r'(Ly- 

-Na) 

b) 

? 

L- 

-M  4-^' (Ma 

—  n;3] 

b) 


et  celles  du  point  T"  par  les  formules 


(3') 


r" 

M       N-4-f"(N.S       My^ 

A 

—  '                                            > 

ru 

r" 

N       L-f-f^'fLy       Na) 

B 

(U 

z'^ 

L  — M^-f'^fMa  — N(3^, 

&) 


3.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  S'  de  la  non 


(*)  Je  suppose  nécessairement  ce  déterminant  différent  de  zéro;  pour  une 
donnée  ne  passant  pas  par  l'origine,  on  peut  toujours  du  reste,  en  choisissant 
nablement  les  directions  positives  des  axes,  faire  en  sorte  que  sa  valeur  ne  1 
nulle. 


t; 
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la  surface  menée  au  point  T' sont  données  par  les  formules 

.=y(.  +  0,    r=y{'^Çj    et    ^  =  ^'(.+  0» 

OÙ  p'  désigne  un  paramètre  arbitraire;  de  même,  en  désignant 
par  p' un  autre  paramètre  arbitraire,  les  coordonnées  d^un  point 
quelconque  S''^  de  la  normale  menée  en  T''  sont  données  par  les  for- 
mules 

.  =  y(.-.L),     ^=.'(1-.^)     et     .  =  3"(.+  0. 

Considérons  sur  la  droite  S' S"  deux  points  \'  et  V"  divisant  har- 
moniquement  les  segments  S' S''';  X  désignant  un  paramètre  arbi- 
iraire,  les  coordonnées  de  ces  points  sont  respectivement  déter- 
minées par  les  formules  suivantes  : 


.r 


(-0 


-f-  A.r 


f» 


I 


■(-0 


A> 


.// 


I  -+-  A 


3'(l-i-^]    -f-U" 


Cl 


-■H) 


fr 


Y  = 


/(.  +  i)->..r- 


'{•^Ç) 


1  —  A 


l-H 


i) 


i-h 


Q 


H- 


A  / 


H- 


*) 


I-+- 


Q 


I  —  A 


J'exprime  que  le  point  V  est  situé  sur  la  droite  D,  ce  qui  donne 

'w  relations 


x^  -'' 


Ap 


// 


M.  des  Sciences  mathém,,  J*  Série,  t.  III.  (  JanTÎer  1879.) 


=  1-^1 


9. 
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et 

V.r'.r"  ,V-'''^''        -V'"'        -..V'"'  ,^ 

Les  deux  points  T'  et  T"  étant  sur  la  surface  2,  oir  a 


et  les  relations  précédentes  deviennent 
d*où  Ton  déduit 

-1 


X  X 


Y  •'•'  Y  -^  '     Y  -^  "^ 


/  Y  -^      V  •'  •' 


et 


X     X 


r  .r 


Si  Ton  porte  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4') 
aura,  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  X,  les  coordonnée 
point  V  qui  décrit  la  polaire  cherchée;  mais,  avant  de  faire  < 
substitution,  il  est  d'abord  nécessaire  d'introduire  les  quantités 
définissent  la  droite  D. 

4.  Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

P.-2(M  — N)*,   Q— 2(M-N)(N,6-M7),  et   R  =  l{N?  —  ^ 
on  obtient  facilement  les  expressions  suivantes  : 

y  --T  = ^^-^ 1      et      1  —  >  -—  =  ■ —- 
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OiiendéduJl 


2j  A«2^Â«^  ~2^  "AT  ■" 


> 


el.  par  suite. 


•'"^ Ï!PR~"Qïl  ' '*  ^  '.Q''+  R'"-  ^P  +  Q('' -t-  '")  +  R''*"]!; 

si  l'on  pose 


iï 


flou 


!«:>  valeurs  précédentes  deviennent 

Portons  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4')  5  en  y 
remplaçant  également  a*',  j',  z\  o^\  ;)"  et  2"  par  leurs  valeurs,  en 
faisant  quelques  réductions  faciles  et  en  remarquant  qu'en  vertu  de 

l'équation  (  1  ) 

e^t''^-^'^     et      z'/''^^, 

r  r 

on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  donnent,  en  fonction  d*un 
paramètre  arbitraire  /i,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  A  adjointe  à  la  droite  D  : 

(M  _N^(Pr— Q7>  -f.fNj'B  — MyKQ/^  — P7) 


M 


-hf*|A(Np— My) PR  — Q^ J 

Vwzr ,••.«.••••..• ....^ 

X»»I= • •••• • 

9.. 
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Les  valeurs  dej  w  el  de  ztù  se  déduisant  de  celle  de  j?c«)  par  d 
simples  permutations  de  lettres,  je  me  dispense  de  les  transcrire  ic: 

5.  Pour  démontrer  maintenant  la  proposition  que  j*aî  rappelé 
au  commencement  de  cette  Note,  il  sufiit  de  faire  voir  que  les  équ« 
lions  que  je  viens  d'obtenir  restent  les  mêmes  quand,  au  lieu  d 
considérer  la  surface  définie  par  l'équation  (i),  on  considère  un 
surface  quelconque  du  système,  c'est-à-dire  quand  on  change  res 
pectivement  A,  B  et  C  en  A  -|-  p,  B  -j-  p  et  C  -h  ^c,  p  désignant  un 
constante  arbitraire. 

Or,  des  valeurs  données  ci-dessus  de  />,  q  et  r  il  résulte  aise 
ment  que,  quand  on  eflectue  le  changement  dont  je  viens  de  parl(*i 
/>,  q  et  /•  deviennent  respectivement  />  -h  pP,  </  -h  pQ  et  /*  -h  p  R,  ^ 
il  est  facile  de  vérifier  que  les  valeurs  de  x,  r  et  z  données  par  N 
formules  (6)  ne  sont  pas  changées. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

6.  On  peut  chercher  quelles  sont  les  droites  de  Tespace  qui  sox 
perpendiculaires.!  leurs  adjointes.  Si  Ton  remarque  que  les  cosini. 
directeurs  de  la  droite  adjointe  à  D  sont  proportionnels  aux  eoefï 
cients  de  /x  dans  les  valeurs  dexro,  r  w  et  -s  w,  on  voit  que  les  droite 
cherchées  sont  définies  par  la  relation 

^AL(N.S-My)-p^ 

X  [(Q.-- Qî)^  L(M  -  N)  +  (Ry,  -  Qç)  ^L(Np  -  Mv)]  =c: 
relation  qui  se  réduit  évidemment  à 

2AL(N;S  — M7;r=:0; 

elle  exprime,  on  le  voit  aisément^  que  la  droite  donnée  est  perpen 
diculaire  relativement  à  une  des  surfaces  du  système. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  son  adjointe^  elle  est  égale 
ment  perpendiculaire  à  sa  polaire  relatis^enient  à  luie  quelconqu 
des  surfaces  du  système  (S). 

7.  Supposons  que  la  droite  D  soit  une  génératrice  d'une  de 
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sorfaces  du  système,  par  exemple  de  la   surface  déterminée  par 
réqaation  (i).  L'équation  (2)  est  alors  identiquement  satisfaite,  et 

l'on  a 

Les  équations  de  la  droite  adjointe  A  deviennent  alors 

multipliant  surcessi\ement  ces  trois  équations  par  a,  ^,  y  et  faisant 
la  soiiimc,  on  en  déduit,  en  remarquant  que 

I  équation  suivante  : 

A  ^  B  ^  C  ""    • 

C'est  évidemment  Téquation  du  plan  polaire,  par  rapport  à  Z,  du 
point  12,  ,3,  7),  de  la  droite  D,  et  ce  plan  contient  Tadjointe  A. 
Comme  le  point  (  a,  (5,  y)  est  un  point  quelconque  de  la  droite  D, 
ilenrésulteque  Aest  Tenveloppe  des  plans  polaires,  par  rapport 
à  S,  des  divers  points  de  D,  et,  comme  D  est  sur  la  surface,  c'est  la 
droite  D  elle-même. 

Donc: 

Si  une  droite  est  une  génératrice  d' une  quelconque  des  surfaces 
dusjstème  (2),  cette  droite  se  confond  ax^ec  son  adjointe, 

8.  Par  une  droite  D  menons  les  plans  tangents  à  une  surface  du 
système  et  les  normales  aux  points  de  contact.  Ces  deux  droites 
étant  perpendiculaires  à  D,  la  droite  qui  les  rencontre  et  leur  est 
perpendiculaire  est  parallèle  à  D^  par  suite,  le  point  milieu  du 
segment  compris  entre  les  pieds  de  cette  perpendiculaire  se  trouve 
SOT  la  droite  adjointe  A. 

Donc  : 

5i»  par  une  droite  quelconque  D,  on  mène  les  plans  tangents 
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à  une  surface  quelconque  du  système,  puis  les    normales 
points  de  contact  ;  si,  en  outre,  on  construit  la  droite  qui  renc 
ces  deux  normales  et  leur  est  perpendiculaire,  le  lieu  du 
milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  pieds  de  la  pt 
diculaire  est  ta  droite  adjointe  de  D. 

Il  y  a  généralement  deux  surfaces  du  système  qui  touche 
soient  2  Tune  d'entre  elles  et  2'  une  surface  homofocale  q 
diflere  inGniment  peu.  Les  normales  menées  aux  points  de 
tact  des  plans  menés  par  C  tangentiellement  à  £'  sont  inGn 
voisines,  et  le  point  milieu  du  segment  dont  je  viens  de  pai 
confond  à  la  limite  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section 
du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  2  et  ayant  ses  génén 
parallèles  à  D,  ce  centre  de  courbure  correspondant  au  po 
contact  de  D  avec  la  surface. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soient  2  et  2,,  les  deux  surfaces  du  système  qui  touchi 
droite!)^  m  et  m^  les  points  de  contact;  soit,  de  plus,  K  le 
de  courbure,  au  point  m,  de  la  section  droite  du  cjlindi 
conscrit  à  Y»  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D-^  s 
même  Ko  le  centre  de  courbure,  au  point  mo,  de  la  section 
du  cylindre  circonscrit  à  2o  et  ayant  également  ses  génén 
parallèles  à  D  :  la  droite  qui  joint  les  points  K  et  Ko  est  Vac 
deD. 

9.  Jusqu'ici  Ja  surface  2,  déterminée  par  Téquation  (i),  c 
les  éléments  figurent  dans  les  formules  (6),  est  une  surface 
conque  du  système.  Supposons  maintenant  qu'elle  soit  tang 
la  droite  D^  Téquation  (2)  devant  alors  avoir  deux  racines 
on  peut  poser 

p  —  G\     q~Gll     et     r=U\ 

et  les  formules  (6)  deviennent 

xw  =  A[(M  —  N]  -h  fx  (N  S  —  My  ]] 
,,,,;  -^"'^-'';^"-'""[|PH-QG--..,QH- 


Zfa  z 
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Ces  formules  peuvent  encore  se  simplifier  si  Ton  suppose  que  le 
point  (flt,  jS,  y),  dont  la  position  sur  la  droite  D  est  jusqu'à  présent 
indéterminée^  est  précisément  le  point  de  contact  m  de  cette  droite 


avec  I. 


L'équation  (a)  se  réduit  alors  à 


ell'on  en  déduit 


[G-^H/)*=^o, 


«V) 


z=  M  _  N  — 


'^^'^L 


.Sr., 


Mv),     r:^N-.L-:j;{Lv-N«), 


u 


c 


N-^(M«-LS) 


Au  moyen  de  ces  relations,  les  équations  (7)  prennent  la  form*^ 

suivante  : 


j"  —  a  )  6J 


8  . 


=  A(N3-Mv)Q-^^)_^ 


a  Hw[PH  — QGh- u(QH  — RG)] 


PR  — Q^ 


y—  j  I  w 


,»-•/)«  ^ 


10.  Sî,  entre  les  équations  précédentes,  on  élimine  les  quantités 

,   G  ,           H6,rPH-QG-h.a(QH-RGl]  ,.         „,         . 

w,7j-fuet ' DP  __  m  "*   ^^^  obtient  1  équation 

qui  suit  : 


PR  — Q« 


« 


.r-a      AiNS  — Mv)      - 


r  —  ?    BLv  —  -\«) 


■  J 


B 

V 


=r  o. 


3~V     C(M«-Lr3)      ^ 


Cesi  1  équation  d'un  plan  contenant  l'adjointe  ù  et  passant  par 

'c  point  7/1^  comme  -  >  ~  et  ;  sont  respectivement  proportionnels 

ABC 

*ux  cosinus  directeurs  de  la  normale  menée  en  m  à  la  surface  S,  on 

voit  que  ce  plan  contient  cette  normale. 

D'ailleurs,lesquantitésA(N(3— M7),B(L7— Na),C(Ma— L(5) 

*?Uûi  respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la 
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laDgcDie  conjuguée  de  la  droite  D,  ce  plan  contient  également  cet=^^te 
tangente  conjuguée. 
Donc  : 

Soit  2  une  surface  du  système  touchant  une  droite!}  au  point 
le  plan,  mené  par  le  point  m  normalement  à  cette  surface 
passant  par  la  tangente  conjuguée  de  D,  contient  l'adjointe  A 
la  droite  D. 

En  considérant  la  seconde  surface  du  système  qui  touche  D,  o 
obtiendrait  également  un  second  plan  contenant  A;  cette  droii 
sera  donc  ainsi  complètement  déterminée. 

11.  En  désignant  comme  ci-dessus  par  So  1^  seconde  surfac 
du  système  qui  touche  la  droite  D  et  par  m^  leur  point  de  contact 
considérons  le  plan  mené  en  m  tangentiellement  à  la  surface  2 
ce  plan  contient  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  X*,  i 
résulte  d'ailleurs  d'une  proposition  bien  connue  qu'il  contient  1 
normale  menée  en  /r/o  à  la  surface  2o* 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  les  deux  surfaces  S  et  S©  du  système  qw 
touchent  respectis^ement  une  droite  donnée  D  aux  points  m  et  m© 
51  l'on  construit  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  la  sur 
face  2,  cette  tangente  rencontre  en  un  point  Ko  la  normale  menéer 
en  m^  à  la  surface  S©.  Le  point  K©  est  le  centre  de  courbure  relatif 
au  point  m©  de  la  section  droite  du  cylindre  circonscrit  à  S©  et 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D. 

12.  La  considération  de  la  droite  adjointe  permet  de  résoudre 
facilement  diverses  questions  relatives  à  la  courbure  d'une  surface 
du  second  ordre  dont  on  connaît  la  focale.  Imaginons  en  eflet  un 
cylindre  circonscrit  à  une  surface  donnée  S,  et  soit  mT  une  des 
génératrices  de  ce  cylindre  touchant  la  surface  au  point  m  ^  con- 
struisons la  droite  adjointe  de  MT,  et  désignons  respectivement  par 
T^  et  par  K  les  points  où  cette  droite  perce  le  plan  tangent  en  m  et 
la  normale  en  ce  point.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  mT'  est  la 
tangente  conjuguée  de  /wT  et  que  K  est  le  centre  de  courbure  de  la 
section  droite  du  cylindre. 
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13.  Les  formules  (8)  donnent  aisëment  les  coordonnées  du 
point  K,  la  droite  mK  étant  en  effet  perpendiculaire  au  plan 
tangent  mené  en  m  à  la  surface  Z,  ses  coordonnées  s'obtiendront  en 

faisant  |x  =  —  —•  En  les  désignant  donc  par  Ç,  u  et  ^,  on  aura 

.a  PH«— •iQGH-+-RG* 

t^-«)=Â  — pïrTQi — ' 

^       3  PH'— ^QGH-A-RG» 
'        B  PK  — Q* 

_        ,7  PH<— ?.QGH-f-RG« 
^~C  PR  — Q* 

Soient,  comme  ci-dessus,  Zo  I^  seconde  surface  du  système  qui 
louche  D,  et  p  la  quantité  dont  diflèrent  les  carrés  des  axes  de  £  et 
les  carrés  des  axes  de  2o- 

L'équation 

(G'— pP;-f-2(GH  — /)Q)r-+^(H«— /)R)r»=o 

<it'vani  avoir  ses  racines  égales,  on  a 

PH*— 2QGH-4-RG'' 
^~  PR  —  Q«  ' 

«•'lies  formules  précédentes  deviennent 

.3 


d'où 


Si  donc  on  désigne  par  Rie  rayon  de  courbure  mK  du  cylindre 
circonscrit  à  Z  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  par  i  la 
<iistance  du  centre  des  surfaces  du  système  au  plan  tangent  à  ce 
cylindre  le  long  de  D,  on  a  la  relation  R*  :=  p^d^,  d'où 

R  =  po\ 

De  même,  si  l'on  considérait  le  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
^•et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  en  désignant  par  Ro  son 
Won  de  courbure  le  long  de  Tarètc  D  et  par  J©  la  distance  du  centre 
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au  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  cette  arête,  on  aurait  la  re- 
lation 

Rq  =  —  P^O* 

Des  relations  précédentes  on  déduit  en  particidier  réquation 


R  _  Ro 


qu'il  est  aisé  de  vériCer. 


DEUX  PIÈGES  PEU  CONNUES  DE  LA  CORRESPONDANCE  D'EULER 
(LETTRE  D'ERIK  PONTOPPIDAN  A  L.  EULER,  ET  RÉPONSE  D'EULER); 

commuïiioi'ées 

Par  m.  BIRGER  HANSTED, 
Candidat  en  Philosophie,  à  Copenhague. 

Les  deux  Lettres  que  j*ai  l'honneur  de  communiquer  aux  lec- 
teurs du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomi(]U^ 
se  trouvent  dans  un  Essaj  sur  la  Jioui^eauté  du  monde  publie  a 
Copenhague,  1755,  parle  D'"ErikPontoppidan.  J'ai  cru  que  la  Lettre 
d'Euler  méritait  d'être  sauvée  de  Toubli,  qui  serait  son  sort  c^^ 
tain  si  elle  restait  cachée  dans  un  livre  danois  peu  connu  ou  p^^ 
mieux  dire  inconnu  hors  des  frontières  du  Danemark.  Cette  Lel-^^ 
si  franche,  si  sincère,  caractérise  à  merveille  l'illustre  Euler^ 
plus,  je  crois  que  sa  teneur  peut  la  recommander  aux  lecteur^ 
nos  jours.   Le  savant  danois  D*"  Erik  Pontoppidan,  théologl-^ 
naturaliste,   historien  et  scrutateur  infatigable  de  la  nature, 
doué  d'une  rare  faculté  d'observation,  de  connaissances  très-ét^ 
dues  et  d'une  activité  qui  ne  se  lassa  jamais.  Le  but  de  sa  vie 
alors  de  faire  concorder  le  livre  de  la  nature  avec  l'Ecriture  sain^ 
Eu  s'occupant  de  ramasser  des  arguments  en  faveur  de  son   \C^ 
que  le  monde,  œuvre  du  souverain  Seigneur,  n'existe  pas  de  to^ 
éternité,  mais,  d'accord  avec  les  renseignements  de  Moïse,  ne  d^ 
que  de  6000    ans,   pensée   qu'il    a  développée  dans    son   Es5<^ 
sur  la  nouveauté  du  monde,   il  songea  à  s'adresser  au  profc^ 
seur  Euler,  à  Berlin,  croyant  avoir  trouvé  une  diminution  de 
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durée  de  l'année  comme  suite  nécessaire  de  la  contraction  de  Tor- 
bite  de  la  Terre.  Saisi  de  cette  pensée,  il  écrit,  après  quelques  hé- 
sitations, directement  à  Euler  pour  le  prier  de  lui  donner  des 
explications  {^voir  Lettre  I).  La  réponse  d*Euler  [voir  Lettre  II), 
lui  donnant  les  explications  souhaitées,  est  assez  remarquable 
pour  mériter  d'être  connue  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
ôludes  et  aux  découvertes  des  siècles  passés.  Voici  les  deux  Lettres  : 
Lettre  I,  datée  de  Bergen,  en  Norvège,  le  26  de  mars  1704^  du 
D'Erik  Pontoppidan,  à  M.  Euler,  et  Lettre  II,  datée  de  Berlin,  ce 
Il  de  mai  1754,  réponse  de  M.  Euler  au  D'  Erik  Pontop- 
pidan : 

I. 

«   Monsieur, 

w  Vous  vous  étonnerez  sans  doute  à  la  vue  de  ces  lignes,  dont 
I  auteur  ne  présume  pas  avoir  l'honneur  de  vous  être  connu.  Aussi 
ai-jebicn  balancé  dans  mon  esprit  le  pour  et  le  contre  avant  que 
de  vous  incommoder  par  là,  eu  surtout  égard  à  la  distance  des 
lieux,  sans  laquelle  j*aurois,   il  y  a  longtemps,  recherché  l'hon- 
neur et  le   plaisir  de  votre  commerce.   Vous  jugerez  aisément, 
Monsieur,  que  ce  désir  m'est  venu  de  la  lecture  de  vos  Ouvrages, 
(jui  n'ont  pas  manqué  d'inspirer  à  nioy,  comme  à  tout  le  monde, 
beaucoup  de  respect  pour  vos  talens  admirables  et  admirez  en  ef- 
fet par  toute  l'Europe.  Venons-en  au  fait,  sans  complimens  su- 
perflus, qui  ne  me  sont  pas  fort  naturels.   C'est  dans  le  premier 
tome  d'un   livre    appelé   :    Plijsikalische  Belustlgitrigen  et  dans 
ie  Magazine  fie  Londres  que  j'ai  lu  une  Lettre  de  votre  main, 
adressée  à  M.  Wetstein,  sur  l'approche  continuelle  de  notre  globe 
vers  le  Soleil  comme  vers  son  centre.  Ce  problème  m'a  paru  très- 
intéressant  et  très-digne  de  toute  la  recherche  possible,  afin  d'être 
mis  en  tout  son  jour,  par  conséquent  un  peu  plus  détaillé  que  je 
ne  le  trouve  dans  ladite  Lettre.  La  raison  particulière  qui  me  fait 
souhaiter    cela  pour  l'instruction  du  public,    curieux   sous  nos 
jours  plus  que  jamais,  c'est  que  je  travaille  à  un  Essay  sur  la 
nouveauté'  du  monde,  pour   l'opposer  à  Messieurs   les   matéria- 
listes et  autres  incrédules  de  ce  siècle,  auxquels  on  n'appliqueroit 
pas  mal  les  paroles  de  saint  Pierre  (IP  Epître,  C  III, v.  5).  Or  jevois 
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avec  plaisir,  Monsieur,  qu'à  la  Gn  de  votre  Lettre  vous  tirez  du 
principe  en  question  la  juste  conséquence  que  notre  globe  va 
finir  un  jour  sa  carrière  et  achever  sa  destination  présente.  Tout 
cela  cadre  admirablement  bien  avec  mes  pensées  et  je  souhaitcrois 
qu*il  n'y  eut  rien  à  dire  contre  cette  position.  Cependant,  puisque 
je  me  sens  la  vue  trop  courte  dans  ces  sortes  de  sujets,  il  faut  de 
nécessité  que  je  vous  incommode  par  quelques  questions,  super- 
flues sans  doute,  si  j'étois  plus  versé  dans  TÂstronomie. 

»  En  premier  lieu,  je  me  donne  la  liberté  de  vous  demander  par 
quelle  raison  vous  alléguez  la  matière  subtile  qui  remplît  notre 
tourbillon  (ne  fut-ce  que  la  matière  de  la  lumière)  comme  un 
moyen  qui  pousse  notre  globe  de  plus  en  plus  vers  son  centre? 
Car  si  c'est  la  matière  lumineuse  qui  ne  cesse  d'émaner  du  Soleil , 
ne  semble-t-elle  pas  devoir  produire  un  ellet  contraire  en  repous- 
sant notre  globe  rencontré  en  son  chemin,  plutôt  que  de  l'attirer .^ 

»  En  second  lieu,  cette  matière  lumineuse,  supposé  qu'elle  parte 
incessamment  du  Soleil,  ne  devroit-elle  pas  s'attacher  ou  se  fixer 
quelque  part  aux  planètes,  ou  bien  rendre  notre  tourbillon  plus 
lumineux  et  plus  brillant  vers  la  fin  des  siècles  que  dans  leur  com- 
mencement? 

))  Troisièmement,  ne  devroit-elle  pas,  par  la  même  raison, 
causer  au  corps  du  Soleil  un  préjudice  considérable,  en  lui  otant 
continuellement  quelque  chose  de  son  volume? 

»  Quatrièmement,  s'il  y  a  eu  un  temps  dans  lequel  notre  globe 
se  trouva  plus  éloigné  du  Soleil,  ne  s'ensuit-il  pas  que  les  hivers 
de  ce  temps-là  ont  plus  de  froid  comme  les  étés  moins  de  chaleur, 
et  les  habitans  faits  pour  notre  globe  ont-ils  pu  s'accommoder  de 
cela? 

»  En  cinquième  lieu,  ne  pourroit-on  pas  écarter  ces  inconvé- 
niens  par  la  supposition  que  le  corps  duSoleil,  amoindri  par  l'éma- 
nation de  la  matière  lumineuse,  avoit  été,  du  commencement,  plus 
vaste  et  ne  s'étoit  diminué  qu'à  proportion  de  l'approche  du  globe 
et  des  autres  planètes?  Position  qui,  si  elle  seroit  fondée,  servî- 
roit  à  glorifier  infiniment  la  sagesse  économique  du  grand  Exé- 
cuteur. 

»  Enfin,  le  raccourcissement  de  l'année  qui  entre  dans  votre 
système  est- il  bien  assuré,  et  quelle  est  la  dillérence  d'un  siècle  à 
un  autre  ?  Asis,  roy  de;  Thèbes,  n'a-t-îl  pas  mesuré  l'année  solaire 
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tout  comme  nous  la  mesurons  aajourd*liuy,  en  y  ajoutant  les  cinq 
jours  qui  lui  manquoient  auparavant  faute  de  calculs  ? 

»  Voilà,  Monsieur,  mes  six  questions  qui,  pour  être  un  peu 
épineuses  à  moy,  n'en  seront  pas  de  même  à  un  esprit  fait  comme 
le  vôtre  pour  l'illustration  de  ce  siècle.  Si  je  considère  ce  dernier 
sous  l'image  de  notre  tourbillon,  je  vous  place  dans  son  centre 
comme  le  soleil  de  notre  âge.  Sur  ce  fondement,  je  vous  demande 
poar  réponse  quelques  rayons  jettes  dans  un  grand  éloignement  et 
d'autant  plus  bienvenus.  Il  ne  me  reste  que  de  vous  donner  à  bon 
Dieu  et  de  vous  souhaiter  le  comble  de  ses  grâces  et  bénédictions, 
éuut  d'un  cœur  respectueux  autant  qu'un  inconnu  peut  l'être, 


»  Monsieur,  etc. 


•  De  Bergen,  en  Norw.,  ce  36  mars  1754.  *> 


n. 

«    MoiVSIELR, 

«  Tout  sensible  que  je  sois  à  l'honneur  de  votre  Lettre,  je  m'es- 
timerois  bien  heureux  si  mes  recherches  peuvent  jamais  contri- 
buer quelque  chose  à  confondre  la  malice  des  esprits  forts.  Je 
tToyoîs  que  l'approche  successive  des  planètes  vers  le  Soleil  four- 
nissoit  une  preuve  convainquante,  tant  que  le  système  du  monde, 
^1  qu'il  est  aujourd'huy,  n'ayt  existé  depuis  toute  l'éternité,  ni 
qu'il  sauroit  subsister  éternellement.  Or,  pour  prouver  ce  senti- 
wient  a  priori  et  pour  développer  en  même  temps  les  questions 
dont  vous  avez  bien  voulu  m'honorer,  je  prendrai  la  liberté  de 
vous  proposer.  Monsieur,  les  remarques  suivantes. 

»  1.  Je  dis  donc  que  l'espace  du  monde  ne  sauroit  être  vuide  de 
toute  matière,  comme  il  seroit  nécessaire  si  les  planètes  dévoient 
décrire  leurs  orbites  conformément  aux  règles  établies  par  Kepler 
^'t  soutenues  par  le  grand  Newton,  qui  a  été  obligé  de  supposer 
l'espace  du  monde  entièrement  vuide  pour  que  les  planètes,  dans 
leur  mouvement,  n'y  rencontrent  aucune  résistance,  ayant  bien 
reconnu  qu'une  résistance  devoit   nécessairement  troubler   leur 
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mouvement.  Or,  quoique  Newton  ait  soutenu  vuîcfc  l'espace  i 
ciel,  je  dis  que  ce  sentiment  ne  sauroit  tHre  admis  et  qu'il  est  lo 
jours  détruit  par  la  théorie  de  la  lumière,  de  quelque  manié 
qu*on  Tenvisage.  Car,  si,  comme  le  veut  Newton  luy  même,  la  1 
mière  est  dardée  du  Soleil,  avec  cette  terrible  vitesse  qui  luy  fs 
parcourir  l'intervalle  entre  le  Soleil  et  la  Terre  en  moins  de  huit  n 
nutes,  tout  Tespace  doit  être  absolument  rempli  de  la  matière 
la  lumière.  Mais,  croyant  avoir  suffisamment  réfuté  cette  hypothe 
de  Témanation  actuelle  de  la  lumière  des  corps  lumineux,  on  « 
réduit  par  des  raisons  les  plus  fortes  à  soutenir  que  la  lumière 
répand  par  l'espace  du  ciel,  de  la  manière  que  le  son  est  répan* 
par  Touïe.  II  faut  donc  que  l'espace  du  ciel  soit  rempli  d'un  flui 
extrêmement  élastique  et  rare  pour  transmettre  les  rayons  de 
lumière.  Voilà  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'univers  rem| 
d'une  matière  subtile  qui  ne  sauroit  manquer  d'influer  sur 
mouvement  des  planètes.  Cet  effet  peut  être  double,  car  d'abor 
en  tant  que  ce  fluide  est  matière,  il  faut  que  les  corps  qui  s 
meuvent  rencontrent  quelque  résistance  qui  tende  à  dîminui 
leur  vitesse,  et,  en  tant  que  cette  matière  est  en  mouvement,  el 
choquera  les  planètes  selon  la  direction.  Et  c'est  sur  quoi  rou 
votre  première  question,  que  par  le  mouvement  de  la  lumière,  1 
planètes  devroient  être  de  plus  en  plus  éloignées  du  Soleil.  Cela  a 
riveroit,  sans  doute,  si  les  planètes  n'étoient  pas  conlinuelleme 
attirées  par  la  gravité,  vers  le  Soleil.  Mais,  quelle  que  soit  la  eau 
de  la  gravité,  il  suffit  de  savoir  que  la  force  est  la  raison  renve 
sée  des  quarrés  de  la  distance  au  Soleil.  Or,  la  dernière  force» 
la  lumière,  en  cas  qu'elle  choquât  sur  les  planètes  en  les  rcpou 
sant  du  Soleil,  devroît  suivre  la  même  raison,  vu  que  la  force  < 
la  lumière  diminue  aussi  en  raison  du  quarré  des  distances  .• 
Soleil^  elle  ne  feroit  donc  que  diminuer  tant  soit  peu  la  force  de 
gravité,  et  il  en  seroit  de  même  que  si  les  planètes  seroient  attiré 
vers  le  Soleil  par  une  force  un  peu  moindre,  mais  qui  suivre 
également  la  même  raison  à  l'égard  de  la  distance.  Or,  si  les  pi 
nètes  n'éprouvoyent  qu'une  telle  force  qui  les  poussât  au  Solei 
elles  devroient  toujours  décrire  des  ellipses  autour  du  Soleil, 
leur  grandeur  devroit  toujours  demeurer  la  même  éternellemen 
Ainsi,  quoique  la  lumière  agisse  par  impulsion  sur  les  planètes  < 
les  repoussant  au  Soleil,  cela  ne  sauroit  altérer  la  grandeur  c 
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l'orbite  de  chacune.  Mais  Tautre  efTei  de  cette  matière  subtile/  qui 
résulte  de  la  résistance,  doit  nécessairement  tant  soit  peu  retar- 
der le  mouvement^  ou  bien,  après  que  la  planète  auraj  parcouru 
un  certain  arc,  sa  vitesse  sera  un  peu  moindre  que  si  elle  n*avoit 
pas  éprouvé  cette  résistance.  Or,  dès  que  le  mouvement  d'une  pla- 
nèle  est  devenu  plus  lent  que  la  conservation  de  son  orbite  Texige, 
Uforcedela  gravité  l'emporte,  et  la  planète  doit  s'approcher  da- 
vantage du  Soleil.  Cela  est  évident  de  là  que,  si  le  mouvement  d'une 
planète  éloit  entièrement  détruit,  elle  tooiberoit  directement  dans 
le  Soleil.  U  est  donc  certain  qu'à  cause  d'un  fluide  dont  le  ciel 
est  rempli,  de  quelque  nature  qu'il  soit,  les  orbites  des  planètes 
doivcHt  insensiblement  être  rétrécies,  quelque  violente  que  puisse 
d*ailleui*s  être  la  force  repoussante  de  la  lumière. 

B  i.  Pour  la  seconde  question,  comme  l'hypothèse  de  l'émana- 
tion actuelle  de  la  lumière  du  Soleil  est  insoutenable,  et  que  la  lu- 
mière est  plus  tôt  de  la  même  manière  répandue  par  l'éther,  que 
le  son  par  l'air,  aussi  peu  qu'un  bruit  passé  augmente  un  son  pré- 
sent, la  lumière  du  temps  passé  pourra  augmenter  celle  d'aujour- 
d'hui. Aussi  voit-on  que,  dès  qu'on  rend  une  chambre  obscure, 
la  lumière  qui  étoit  entrée  auparavant  s'éteint  subitement. 

')  3.  Â  la  troisième  question,  il  n'y  a  point  de  doute  que,  si  la 
lumière  étoit  une  émanation  réelle  du  Soleil,  son  corps  en  devroit 
souffrir  une  perte  très-considérable.  Si  nous  considérons  la  rapi- 
dité que  ce  courant  continuel,  qui  remplit  tout  l'univers,  devroit 
avoir,  quelque  subtile  que  nous  concevions  la  matière  de  la  lu- 
mière, je  doute  fort  que  le  Soleil  pourroit  subsister  seulement  une 
heure.  Mais  dans  l'autre  système,  où  la  propagation  de  la  lumière 
est  semblable  à  celle  du  son,  le  Soleil  ne  perdra  pas  plus  en  nous 
éclairant  qu'une  cloche  en  sonnant. 

>'  4.  La  quatrième  question  n'a  aucun  doute,  car,  comme  il  est 
certain  que  nul  homme  ni  nulle  créature  semblable  aux  nôtres  ne 
sauroit  subsister  dans  Saturne-,  ainsi,  si  la  Terre  avoit  été  jamais 
aussi  éloignée  du  Soleil  que  Saturne  l'est  aujourd'hui,  elle  auroit 
été  absolument  inhabitable  aux  créatures  qui  l'occupent  à  présent. 
Donc,  quoique  le  monde  ait  existé  depuis  toul<*   éternité  (ce  qui 
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conlredit  déjà  au  rétrécissement  successif  des  orbites)  et  quel' 
bite  de  la  Terre  soit  enfin  parvenue  à  l'étendue  qu'elle  occupe 
tueilement,  il  faudroit  absolument   que  dans   un  certain  teic 
toutes  les  créatures  y  fussent  produites  par  un  vray  miracle. 

))  5.  Comme  je  crois  l'hypothèse  de  l'émanation  actuelle  de 
lumière  insoutenable,  cette  question  n'a  point  de  difficulté. 

»  6.  La  dernière  question  est  la  plus  importante.  Il  s'agit 
savoir  si  l'on  peut  s'assurer  par  les  observations  d'un  racoi 
cissement  des  années,  ce  qui  seroit  une  suite  nécessaire  de  la  ce 
traction  de  l'orbite  de  la  Terre.  J'ay  cru  que  cela  pou  voit  è 
prouvé  par  les  observations  rapportées  par  Ptolomée,  et  la  longue 
de  l'année  qu'il  met  de  365  jours  5  heures  55  minutes,  tandis  qu'e 
n'est  aujourd'hui  que  de  365  jours  5  heures  et  48  minutes,  sembl 
favoriser  mon  sentiment.  Mais,  après  un  examen  plus  mur, 
trouve  que  Ptolomée  s'est  trompé  dans  son  année  et  qu'elle  n'a  j 
été  plus  longue  alors  qu'aujourd'hui.  Mais  il  est  certain  que 
mouvement  de  la  Lune  est  aujourd'hui  un  peu  plus  vif  qu'il  n'ét 
autrefois,  ce  qui  me  parait  suffisant  pour  mon  sentiment.  C 
puisque  nous  mesurons  les  années  par  le  nombre  des  jours,  (j 
nous  assure  que  les  jours  sont  aujourd'huy  aussi  longs  qu'autrefoi 
En  cas  que  les  jours  soyent  devenus  un  peu  plus  courts,  les  ans 
seroient  aussi,  quoiqu'ils  continssent  le  même  nombre  de  jours. 

»  J'ay  l'honneur  d'être  avec  un  très-profond  respect, 

»  Monsieur,  etc. 

M  Berlin,  ce  ii  de  may  1754*  » 
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WHTSTEIN  (D''  Arroin).  —  Zur  Gbschiciite  des  MalK^SsCI^^È^I^Koblems  . 

-Nordlingen,  Beck'sche  fiuchhandiung,  1878;  27  pages,  2  PI. 

Lauteur  a  déjà  fait  paraître,  en  1871,  une  intércssautc  histoire 
(luproblcme  de  MalTatti,  (jui  traitait  déjà  assez  complètement  le 
sujet.  Toutefois,  à  cette  époque,  il  lui  avait  été  impossible  de  con- 
sulter une  certaine  partie  des  sources  originales,  et  comme,  en 
outre,  dans  ces  dernières  années,  de  nombreux  documents  nouveaux 
se  sont  ajoutés  aux  anciens,  l'auteur  a  eu  raison  d'ajoutc^r  à  son 
travail  le  présent  Appendice. 

La  première  Partie  contient  exclusivement  des  compléments  à 
ses  anciens  travaux;  il  y  est  question  des  solutions  analytiques  du 
problème  par  Leclimùtz,  Âdams,  Cayiey,  et  de  la  démonstration 
géométrique  que  Hart  a  donnée  de  la  célèbre  construction  de 
Sleiner.  Viennent  ensuite  les  travaux  eilectués  dans  les  sept  der- 
nières années  :  on  doit  mentionner  ici  la  manière  dont  Mertens  a 
traité  le  problème  dans  le  cas  des  triangles  sphériques  ^  deux  solu- 
tions algébrico-géométriques  par  Simons  et  Catalan;  une  seconde 
étude  de  Mertens,  qui  introduit  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  les 
([uantités  imaginaires;  enfin  un  ensemble  de  recherches  synthé- 
tiques, se  rattachant  immédiatement  aux  méthodes  de  Steiner,  et 
auxquelles  Tauteur  consacre  un  paragraphe  spécial.  Cette  revue 
^mmence  par  la  démonstration  de  Mendthal,  puis  elle  passe  à 
celle  de  Schroeter,  qui,  selon  M.  Wittstein,  <(  répond  seule  à  Tin- 
lention  de  Steiner  »,  et  que,  pour  cette  raison,  il  expose  avec  grands 
<létails;  il  termine  par  les  démonstrations  analogues  de  Godt  et 
dAOblter,  où  il  est  fait  un  usage  répété  de  la  transformation  par 
rayons  réciproques.  Une  biographie  sommaire  de  Malfatti  sert  à 
arrondir  cette  esquisse,  écrite  d*un  style  qui  seul  la  recherche. 

Le  nom  de  Lcchmùtz  se  trouvant  assez  souvent  cité  dans  ce 
passage  et  ailleurs,  nous  croyons  devoir  faire  observer,  pour  ne  pas 
laisser  accréditer  une  méprise,  que,  dans  le  Traité  publié  par 
belimus,  alors  professeur  à  Berlin  (Die  reine  Matheinaiik  und  die 
"^chanischenTf^issenschaften,  Berlin,  i845),  on  trouve,  pages  lafi- 
*^9i  *iûc  solution  trigonométrique  de  notre  problème,  que  railleur 

Buii.  des  Sciencrs  mathém.^  1*  Série,  t.  III.  (Fovrior  1879.)  ^ 
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fait  suivre  de  ces  mots  :  u  Celle  solulioii  a  élé  déjà  roiiiniuniqu.  <« 
par  Tauteur,  en  1820,  au  professeur  (iergonne,  pour  ùlre  inséi — • 
dans  SCS  annales.  A  l'impression,  le  nom  de  l'auteur  a  été  trar  ^: 
formé  en  Lechmûtz.   »  S.  Giwtheb. 


BILLWILLER  (R.).  —  Ueber  Astrologie.  Vorlrag  gehalten  von  Robert  Bi 
wiLLBR,  Chef  der  schweiz.  meteorol.  Centralslation  in  Zurich.  —  Bas 
Schweighauser*sche  Buchhandlung,  1878;  33  pages. 

Que  non-seulement  Thistoire  générale  de  la  civilisation,  m.-^ 
encore  spécialement  Thistoire  des  sciences  mathématiques,  ^ 
puisse  en  aucune  façon  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  supers  C^ 
tion  astrologique  des  anciens  temps  si  Ton  veut  que  certai 
questions  importantes  ne  restent  pas  à  jamais  sans  réponse,  c 
ce  qu'aucun  historien  ne  peut  méconnaître.  Nous  savons  donc  ^* 
à  M.  Billwiller  d'avoir,  par  la  publication  en  brochure  de  sa  con^^ 
renctc  populaire,  contribué  à  attirer  l'intérêt  général  sur  ce  poir^ 
e|uî  n'est  pas  encore,  h  beaucoup  près,  apprécié  à  sa  juste  valen.'* 
Après  avoir  exposé,  dans  une  courte  Introduction,  la  tendance  C^ 
son  discours,  il  nous  dépeint  le  double  caractère  de  la  science  d^ 
astres  dans  Tantiquité  :  d'un  côté,  c'était  une  science  pliysiqu:^ 
(principalement  météorologique)  dont  le  but  était  relativeme^^ 
raisonnable^  d'autre  part,  c'était  une  doctrine  purement  arbitrais 
(l'Astrologie  judiciaire)  lorsqu'elle  se  mêlait  de  faire  des  prédîctiorr' 
sur  le  sort  des  hommes  et  des  F^tats.  M.  Billwiller,  tout  en  recor — 
naissant  Ptolémée  comme  l'auteur  des  Apparentiœ  stellar 
défend  énergiquement  cet  astronome  contre  l'imputation  d'av 
écrit  Je  TcTpâCiêXoç^  ses  conjectures  sur  le  véritable  auteur  de  • 
méfait  littéraire  paraissent  dig^nes  d'attention.  Passant  aux  Arabe— 
M.  Billwiller  développe  les  règles  systématisées  par  les  sages 
celte  nation  pour  rétablissement  des  horoscopes,  et,  à  cette  occasion 
il  apporte  aussi  quelques  éclaircissements  intéressants  sur  ^ 
JVallensUnn  de  Schiller.  Il  précise  ensuite  le  caractère  de  l'Astr-^ 
logiedu  moyen  âge,  avec  son  influence  sur  la  Chimie  et  la  Mtklc^ 
rine,  et  enlin  il  expose  les  conceptions  géométrico-astrologîqu^ 
créées  par  le  génie  original  de  Kepler,  et  à  ^importanc(^desqueU^^ 
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ilR'nd  pleine  justice.  c(  Si  de  nos  jours  »,  dît-il  (p.  29),  a  dans  la 
Psychologie  spéculative,  dans  celle  d'Erdmann  par  exemple,  nous 
rencontrons  encore  Texpression  de  ffenius  terrester,  nous  ne  de- 
vrons pas  trop  chercher  chicane  à  l'idée  de  Kepler,  quand,  à  une 
époque  remplie  de  mysticisme,  il  parle  de  Tàme  de  la  Terre.  » 
Nous  irons  plus  loin  :  nous  prétendons,  d'accord  avec  Texcellent 
L'ssai  de  Forster,  Johann  Kepler  und  die  Harmonie  der  Sphâren, 
que  le  grand  astronome  ne  doit  ùtre  aucunement  séparé  de  l'iugé- 
Dieux  astrologue,  et  qu'au  contraire  l'un  entraîne  l'autre. 

S.  GiJNTHEn. 


AlUPEEl^b  (K.-A.),  npo(})eccoi»'b  qiicTOii  MaTCMaTHKii  bt»  Xapb- 
KOBCKoafb  yHHBCPcnTeTa.  —  O  reoMCTpiniecKiix'b  cooTBliTcrrBi;ixi» 
Bi>  npiiMtiHeHÎii  Ki>  Bonpocy  o  nocTPoeniii  Kpnnbix-b  ^iiiiiri  (*). 

(Traduit  par  M.  Potocki.) 

Le  but  de  fauteur  est  d'étudier  le  prohième  de  la  construction 
(ics courbes  géométriques,  en  connaissant  un  nombre  sufTisant  de 
leurs  points.  On  trace  les  sections  coniques  h  l'aide  de  deux 
faisceaux,  entre  les  rayons  desquels  existe  une  dépendance  pro- 
jeclive  ou  uniforme.  La  question  posée  par  l'auteur  est  :  «  Quelle 
modiGcation  faut-il  faire  subir  à  la  méthode  du  tracé  des  sections 
coniques  pour  obtenir  un  procédé  plus  général  pour  tracer  les 
courbes  d'ordre  supérieur?  » 

Selon  l'auteur,  deux  transformations  sont  possibles  : 

1°  Ou  peut  modifier  les  éléments  de  formation,  c'est-à-dire 
remplacer  les  faisceaux  de  droites  par  des  formes  géométriques 
plus  compliquées ,  et  laisser  sans  changement  les  relations  projcc- 
tives existant  entre  les  faisceaux; 

1^  Tout  en  considérant  les  faisceaux  de  droites,  généraliser 
leur  mode  de  dépendance. 


(')A!iDiiÉiEF  (K.-A.),  professeur  de   Mathématiques  pures  à  ri^niversité  «le  Kliar- 
^of,  Dft  affinités  géométriques  appliquées  au  problème  de  la  construrtion  ftrs  courbes. 

{^fnmeMam.  CâbpHitICb,  t.  IX,  iGO  pajres,  gr.  ia-8";  i«7«);. 

3. 
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Dans  l<;  promicT  cMvS,  les  courbes  d'ordre  supérieur  seront  foi 
méos  à  raidcî  des  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  dont  1< 
éléments  sont  liés  par  Taflinité  lioniograpliique. 

La  question  a  été  déjà  traitée  à  ce  point  de  vue  (*). 

Quant  n  la  généralisation  du  second  genre,  tout  en  étant  simpi 
et  naturelle  au  point  de  vue  analytique,  elle  présente  de  grande 
difficultés  au  point  de  vue  géométrique.  En  eilet,  si  une  court 
d'ordre  supérieur  est  engendrée  par  l'intersection  des  rayons  coi 
respondants  des  deux  faisceaux  rectilignes  liés  par  une  afEnil 
«l'ordre  supérieur  (multiforme),  on  devrait  arriver  à  une  construc 
tion  qui,  pour  chaque  rayon  d'un  faisceau,  détermine  les  rayon 
correspondants  de  l'autre.  La  difiiculté  existe  dans  l'établissemen 
de  celte  construction,  et  c'est  à  cette  difficulté  qu'on  doit  attribue 
l<î  fait  que  la  généralisation  du' dernier  genre  n'a  pas  conquis  jus 
qu'à  présent  dans  la  Science  le  rang  atteint  par  celle  du  premiei 
genre. 

Pour  résoudre  le  problème  de  construction  des  courbes  pai 
points,  problème  que  Chaslcs  appelle  le  problème  Jondamental  de 
la  throrie  des  courbes  géométriques  (2),  l'auteur  considère  comme 
le  plus  commode  de  définir  les  courbes  géométriques  comme 
<»ngendrées  par  deux  faisceaux  rectilignes  dont  les  éléments  son 
liés  par  une  aflinité  multiforme. 

Dans  ce  cas,  le  problème  de  la  construction  des  courbes  géo'ïï 
triques  d'après  la  connaissance  d'un  nombre  sufGsant  de  1er 
points  est  ramené  à  la  construction  des  éléments  correspond 
de  deux  faisceaux  rectilignes  étant  entre  eux  dans  une  affi 
multiforme,  et  en  connaissant  un  nombre  suflGsant  de  cou 
de  ces  éléments.  Au  lieu  d'un  problème  particulier  de  la  consti-"^ 
lion  des  courbes,  on  arrive  ainsi  au  problème  plus  général  d^^ 
théorie  géométrique  des  affinités  d'ordre  supérieur. 

Ce  problème  forme  le  principal  objet  du   travail  analysé.  L'  — 


(*)  Cremotia,  Itttroduzîone  ad  una  teoria  gtometrica  délie  curve  piane,  Bolo  ^ 
iStia,  S  10. 

De  JoïioriÊRES,  Essais  sur  la  génération  des  courbes  géométriques. 

Hartekderger,  Ueber  die  Erzeugung  geometrischer  Cnrven.  {Journal  de  Cr^^ 
t.  58). 

(*)  CilASLKs,  Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  n^ 
points.  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences^  t.  XXXVI). 
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leur  considère  le  principe  des  affinités  comme  le  principe  iondamen- 
laldela  Géométrie  moderne.  Dans  la  Géométrie  syutliélique,  tout 
îjenred'aftinité  ne  peut  être  considéré  comme  déterminé  que  lorsque 
la  construction  qui  le  produit  est  connue. 

Si  à  chaque  élément  d'une  forme  correspondent  plusieurs  élé- 
ments d'une  autre,  une  telle  affinité  s'appelle  multiforme.  Le  do- 
maine des  affinités  multiformes  présente  encore  un  vaste  champ  à 
l'exploration.  Le  professeur  Ecn.  Weyr  donne,  dans  son  Ouvrage 
intilulé  :  Tlieorie  der  mehrdeuligen  geometrischen  Elementar- 
^ebilde,  une  définition  géométrique  précise  de  l'affinité  mono- 
biforme.  En  iSjJ,  M.  Andréief,  dans  un  Ouvrage  :  De  la  forma- 
lion  géométrique  des  courbes  planes,  donna  le  premier  essai  d'une 
représentation  géométrique  de  l'affinité  biforme  réciproque  sous 
une  forme  tout  à  fait  générale. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  l'auteur  cherche  à  développer  les  prin- 
cipes géométriques  généraux  pour  obtenir,  à  l'aide  des  construc- 
tions, les  affinités  multiformes  telles  que  le  nombre  d'éléments  de 
chaque  forme,  correspondants  à  un  élément  quelconque  d'une  autre 
forme,  n'y  dépasse  pas  quatre.  Il  parvient  ainsi  à  construire  sur  un 
plan  les  courbes  géométriques  générales  jusqu'au  cinquième  ordre, 
y  compris  plusieurs  groupes  de  courbes,  dont  certaines  propriétés 
particulières  appartiennent  aux  courbes  d'ordres  plus  élevés.  Dans 
toute  son  exposition,  l'auteur  suppose  connues  les  définitions  géo- 
métriques et  les  propriétés  principales  dtîs  affinités  collînéaîres  et 
corrélatives. 

Le  deuxième  Chapitre  est  intilulé  :  AJfinité  biforme  rcci~ 
proifue  des  faisceaux  et  construction  des  courbes  des  troisième  et 
quatrième  ordres.  Dans  ce  Chapitre,  l'auti^ur  étudie  la  construo 
tion  à  Taide  de  laquelle  on  peut  déterminer,  pour  chaque  rayon 
d'un  faisceau,  deux  rayons  correspondants  d'un  autre  faisceau. 
L'auteur  établit,  entre  l'affinité  de  deux  faisceaux  réciproquement 
biformes,  déterminés  par  huit  couples  de  rayons,  une  dépendance 
déterminée  par  l'affinité  corrélative  de  deux  plans.  En  applicjuant 
l'affinité  biforme  à  la  construction  des  courbes,  il  résout  le  pro- 
blème relatif  à  la  dépendance  de  Tordre  de  la  courbe  engendrée 
et  des  caractéristiques  numériques  de  la  multiplicité  des  affinités 
entre  les  faisceaux  qui  l'engendrent,  ici  l'auteur  cite  le  lliéorèiue 
connu  : 


3t)  PREMIÈRE  PARTIE. 

Deux  jaisceaux  de  droites  liés  entre  eux  par  une  dépendance 
multiforme  telle,  quà  chaque  rayon  du  premier  correspondent 
m'  rayons  du  second,  et  réciproquement  à  chaque  rayon  du  se- 
cond faisceau  correspondent  m  rayons  du  premier,  engendrent 
une  courbe  d'ordre  m' -{-m;  les  centres  de  cette  courbe  ren- 
ferment des  points  multiples  dont  les  multiplicités  sont  respecti- 
vement égales  à  m  et  m', 

La  connaissance  de  la  construction  des  rayons  correspondants 
de  deux  faisceaux  liés  par  l'affinité  réciproquement  biforine  per- 
met à  l'auteur  de  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

I**  Construire  une  courbe  du  quatrième  ordre  en  connaissant 
dix  de  ses  points,  dont  deux  doubles  ; 

2**  Construire  une  courbe  du  troisième  ordre,  en  connaissant 
neuf  de  ses  points. 

Le  troisième  Chapitre  a  pour  objet  l'exposition  géométrique  des 
transformations  dites  de  Cremona  et  de  leurs  applications. 

Après  avoir  donné  une  définition  géométrique  de  la  correspon- 
dance quadratique,  c'est-à-dire  de  la  transformation  du  deuxième 
degré  de  Cremona,  et  avoir  exposé  ses  propriétés  fondamentales, 
l'auteur  donne  un  aperçu  historique  sur  le  développement  graduel 
de  la  théorie  des  transformations  au  point  de  vuep\}rement  géomé- 
trique. Il  indique  l'affinité  établie  pour  la  première  fois  par  Steî- 
ner(')  ou  la  projection  gauche  de  Transon('),  et  les  définitions 
géométriques  de  cette  affinité  données  par  Seydewîtz('),  Reye(*), 
Darboux(*),  Uirst(«),  etc. 


(*)  Steinkb,  Srstematische  Entivicklung  dfr  Abhiingigkeit  geomelrischer  Gestalteit 
'von  einander.  Rerliii,  p.  3ji;  iSSq. 

(•)  TnANSON,  De  la  projection  gauche.  {Nouvelles  Annalei  de  Mathém,^  l.  IV,  p.  285- 
393,  i863,  et  t.  V,  p.  G3-70;  18G6). 

(*)  Seydewitz,  Dnrstellung  dcr  geometrischen  Vcrwandtchaften,  {Grunert's  yirchiv, 
t.  VII,  p.  ii3-i/|8). 

(*)  Rkye,  Gconietrische  Ferwaiidtschajt  zweiten  Grades.  {Zeitschrift  fàr  Math,  iind 
Ph.y  l.  XI,  p.  280-3 10;  18G6). 

(')  Daiiboix,  Sur  un  mode  de  transformation  des  Jigurcs,  (Huit,  de  la  S€*c,  Ph.^ 
t.  XI,  p.  72-80;  1808). 

(•)  UinsT,  On  tlic  qua.lric  conversion  of  plane  curves,  (^Proceedings  of  the  Rojal 
Soc;  18G.Î). 
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Les  transformations  de  Cremona  d  ordres  supérieurs  se  pvv- 
sentent  comme  dérivant  de  la  répétition  de  la  dépendanec  quadra<^ 
liqne.  La  possibilité  d'obtenir  par  ce  procédé  toutes  les  transfor- 
malious  de  Cremona  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 
:\(jllier(*)  et  Rosanes  (^),  qui  Tout  fait  indépendamment  l'un  de 
l'autre.  Â  propos  des  transformations  de  Cremona,  on  remarque 
que  la  construction  donnée  par  Saltel  ('}  pour  établir  le  principe 
appelé  par  lui  arguesien  n'est  autre  chose  que  la  transformation 
(la troisième  degré  de  Cremona.  On  donne  ensuite  la  généralisa*^ 
lion  de  cette  construction,  déjà  indiquée  par  Saltel. 

Parmi  les  applications  géométriques,  la  plus  remarquable  est  celle 
qui  esl  relative  à  la  construction  des  courbes  rationnelles  ou  unicui- 
sales.  L'auteur  démontre  que,  si  une  courbe  de  ce  genre  est  déter- 
mioêe  par  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  ses  points, 
parmi  lesquels  se  trouvent  tous  les  points  multiples  donnés  avec 
leur  degré  de  multiplicité,  tous  les  autres  points  de  cette  courbe 
|)euvent  être  obtenus  à  l'aide  d'une  règle. 

Une  autre  application  consiste  dans  la   recherche  des  points 
^rintersection  de  deux  coniques  sans  tracer  ces  courbes.  L'auteur 
donne  deux  procédés  pour  la  solution  de  ce  problème.  Par  le  pre- 
mier, la  construction  s'eilectue  à  l'aide  d'une  règle  et  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  et  dé  troisième  classe,  située  dans  le  plan  d'une 
tuaniérequelconcjue.  Le  second  consiste  dans  l'emploi  de  la  règle,  du 
compas  et  d'une  section  conique  située  dans  le  plan  d'une  manière 
quelconque,  mais  autre  que  la  circonférence  ou  deux  droites. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auteur  examine  les  systèmes  H- 
ïiéaires  des  coniques.  Le  plus  simple  de  ces  systèmes  est  un  faisceau. 
^icnt  après  le  réseau,  c'est-à-dire  un  système  linéaire  contenant 
Un  nombre  doublement  infini  de  courbes.  L'auteur  appelle  reseau 
^lu  deuxième  genre  un  système  linéaire  contenant  un  nombre 
triplement  infini  de  courbes.  De  la  même  manière  on  formerait 
ies  réseaux  de  troisième,  quatrième  genre,  etc. 


\')  NOtub»,  ifathematische  yinna/en,  t.  III  ;  1870. 

(*)  RouNES,  Ueber  diejrnigen  rationalen  Substitut ioiieNf  welche  rînr  rationah  T/m- 
^^ning  zttiauen.  (Journal  de  CreUe,  t.  LXXIII,  p.  97-110;  1871.) 

'\)  ^kLva.fSur  l'appiicaeion  de  la  transformation  argnrsienne,  etc.  {Mémoires  cow 
'^wrwôf/  autres  Mémoires  publiés  par  V Académie  Royale  de  liel^if/ucy  t.  XXII  j  1872). 

SiLTD.,  Mémoire  sur  le  principe  arguesien  unicursal.  {Ibid.  t.  XXIII;  1873). 
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Après  avoir  donné  une  déiinition  géométrique  rigoureuse  d 
réseaux  et  indiqué  leurs  propriétés  fondamentales,  Tauteur  réso 
quelques  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'une  conique,  av 
la  condition  que  cette  conique  appartienne  à  un  ou  à  plusieu 
réseaux  déterminés.  Vient  après  Tétude  des  affinités  entre  les  r 
seaux  de  sections  coniques.  En  premier  lieu,  Tauteur  examine  1 
affinités  collinéaires,  et  il  démontre  qu'une  telle  affinité  entre  dei 
réseaux  de  même  espèce  peut  être  entièrement  déterminée  à  Tai 
d'un  nombre  suffisant  de  couples  de  courbes  et  indique  la  coi 
struction  qui  permet  de  trouver,  pour  chaque  conique  d'un  résea 
une  conique  correspondante  de  l'autre. 

Après  avoir  remarqué  que  chaque  réseau  est  un  système  ai 
quel  le  principe  de  dualité  s'applique,  l'auteur  passe  à  l'affini 
réciproque  entre  les  réseaux.  Dans  ce  cas,  à  chaque  point  situé  s 
un  plan  de  l'un  des  réseaux  correspond  une  conique  située  da 
le  plan  de  l'autre.  Deux  points  dont  chacun  se  trouve  sur  ui 
conique  correspondante  à  l'autre  s'appellent  conjugués, 

S'étant  assuré  d'abord  que  l'affinité  réciproque  de  deux  réseai 
de  coniques  peut  être  déterminée  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant 
couples  d'éléments  réciproquement  correspondants,  l'auteur  d 
montre  encore  que  chaque  couple  de  ces  éléments  peut  être  rei 
placé  par  un  nombre  suffisant  de  couples  de  points  conjugués, 
là  résulte  la  possibilité  de  déterminer  l'affinité  réciproque  des  i 
seaux    simplement  à   l'aide  d'un  nombre  suffisant  de  couples 
points  conjugués. 

Le  cinquième  Chapitre  est  intitulé  :  Affinité  réciproque  t 
forme  et  tétraforme  de  faisceaux^  construction  de  courbes  < 
gendrées  par  deux  faisceaux  liés  par  V affinité  de  ce  genre. 

Ce  Chapitre  est  principalement  consacré  à  la  construction  < 
courbes  géométriques.  A  l'aide  d'une  construction  très-simp 
l'auteur  est  parvenu  à  lier  l'affinité  réciproque  de  réseaux  a^ 
l'affinité  entre  deux  faisceaux  rectilignes,  telle  qu'à  chaque  ra^ 
d'un  faisceau  correspondent  au  plus  quatre  rayons  de  l'autre, 
manière  que  ces  deux  espèces  d'affinités  s'établissent  Tune  ] 
l'autre. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  rayons  corn 
pondants  de  deux  faisceaux  relies  par  l'affinité  nommée  toul 
l'heure  est  une  courbe  géométrique  d'un  ordre  qui  n'est  pas  5 
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d'une  fonction  rationnelle  de  2  et  de  yR(z)  ,  rautenr  di 
intégrales  des  trois  espèces  et  établit  leur  forme,  puis  moi 
ment  une  intégrale  hyperclliptique  peut  être  déterminé 
conditions  relatives  à  la  discontinuité  et  aux  périodes, 
passe  ensuite  à  la  réduction  de  l'intégrale  hyperclliptique 
aux  intégrales  des  trois  types  normaux, étudie  les  coefficiei 
intégrales  dans  les  formules  de  réduction,  établit  les  rclatic 
les  périodes  de  deux  intégrales  hypcrellip tiques  appartei 
même  irratlonnalité,  démontre  le  théorème  d'Abel,  trait 
blême  de  la  transformation  dans  sa  généralité.  Enfin,  les  c 
niers  Chapitres  sont  consacrés,  l'un  aux  intégrales  hyperel 
qui  se  réduisent  aux  fonctions  algébriques  et  aux  transe 
élémentaires,  l'autre  à  la  multiplication  et  à  la  division 
grales  hyperelliptiques. 
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QUELQUES  FORMULES  FONDAMENTALES  POUR  L*ËTUDE  DES  Éi 
DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  DU  PREMIER  ORDRE  ET  D1 
DEGRÉ    ENTRE   DEUX  VARIABLES  ET  A  INTÉGRALE  GÉNÉRA 

BRIQUE  (*); 

Par  F.  CASORATÎ, 

Professeur  à  l'Université  de  Pavte. 

(TRADCIT   par   B.    DEIITDLr.) 

i .  Représentons  par  «,  i,  o  trois  fonctions  des  variable 
considérons  la  résultanti;  de  Télinilnation  de  la  constante  s 
Û  entre 

(l)  aa^-h  iba-h  c=zo 

et  la  diiTérentielIe 

daCi^ -f-  iLdùfi  -f-  fie  ==  o. 


(*)  Alcune formole  fondantcntali per  lo  studio  délie  eqnazioni  al^chrivo't 
dt  primo  ordine  e  secondo  grado  tra  duc  Vetriabili  ad  intv^rah  f^encnil' 
(Note  lue  dans  la  séance  du  lo  dcccnil>re  187 /j  de  V Institut  royal  tom^ 
Note  sera  suivie  d'applicalions. 
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d'Ile  résullanlc  t*st       • 

.2)            {cda  —  atL'Y  ^ 

^[adb  —  bda)[bdc  —  cdb  \  —  0. 

Posons 

abc 

.  ^     /.  1 

da     db      de 

a.      b.     r. 

3i  g- 

b        C 

,        X 

du     du      du 

da      db      de 
t)i'      di'      dv 

,     k' 

a^     b^     r, 
a^      b^     cv 
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le  dernier  déterminant  est  le  déterminant  à  éléments  réciproques, 
00,  en  d'autres  termes,  celui  du  système  adjoint  an  système  des 
éléments  de  Ar. 
U  valeur  de^  permet  de  mettre  (3)  sous  la  forme  importante 

2,)  [dsY^[^g\dadc-^[db)-\  =  o. 

On  a  donc  pour  la  résultante  les  deux  expressions  suivantes  en 

,2j)        [h^tlu  —  b^dpy —  ^[e,du  —  r„  d(f)  [a, du  —  a^ dtf)  =  o, 

Par  suite,  en  représentant  la  résultante  par 

.^i]  \du^-\-  'zBdudv  -h  Cdi'^z=o, 

i»ii  obtient  pour  A,  B,  C  les  deux  systèmes  d'expressions 


■.2,) 


1 


A  — 


bub^ 


//' 


H 


iffp  e^ 


4 


n 


""  W«/        "^^L^"  au  [du)  j 

(da  de  da   de 

du  di'  dr    du 

^\dvj         ^"^  Idv   dv 


B  ^^  ^Ç  ^? 
du  dv 


da   de 
dv    du 

dh  dl> 
~  du  t)>' 

(ôbyi 

dl- 

• 
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Cherchons  le  rapport  du  déterminant 

A    B 


(5)  G  = 


B     C 


et  de  g:.  On  tire  des  formules  (4) 

et  des  formules  (3),  d'après  une  propriété  des  déterminants  à  él< 
ments  réciproques, 

--—  ^izb^c^^  b^  Cu  =  kOy 

(6)  1^   —  z=z  c^a^—  c,au=  fiù, 

— —  =aub,  —  a,  t»,  zir  kc; 
àc. 

le  rapport  cherché   est    donc   exprimé   par   la    formule   remar- 
quable (  *  ) 

(7)  7  =  4*'. 

s 

On  peut  introduire  g  et  ses  dérivées  dans  le  déterminant  Ar.  11 
résidte  de  cette  opération  trois  formules  que  Ton  obtient  en  expri- 
mant les  valeurs  des  inconnues  c,  — ai,  a  tirées  du  système  des 
équations  algébriques  linéaires 

ca      — :xbb      -h  ac      =  ^g, 

da  ôb  de        ôg 

(o)  \      Ou  ou  ou        ou 

da  ,  db  de        ôg 

e- 2b—  -ha—  =  ^i 

Ov  Ov  Ov         Ov 


(*)  Cette  formule,  que  j'ai  trouvée  en  1869  en  faisant  des  recherches  que  je  n'ai 
pu  reprendre  avant  cette  année,  a  été  trouvée  aussi  par  M.  Catalan,  sous  la  forme 

.■-UC.lP-4Q,(Sg-ïg)-, 

en  faisant  a  =  i,  dans  l'élimination  qu'il  a  eu  à  faire  de  la  constante  arbitraire  c 
entre  l'équation  c*H-Pc-hQ=:o  et  sa  différentielle  immédiate  {Comptes  rendus  de 
l* Académie  des  Sciences  du  4  juillet  1870). 
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V» 


vl  qui  sont 


ck  = 


—  2  bk  = 


ak  = 


^8 
dg 

du 

a 

ôa 
du 

ôa 

a 

da 
du 

da 


b 

db 
du 

db 
dp 

dg 
du 

àj_ 

b 

db 
du 

db 


c 
de 

du 

de 
ai' 

C 

du 

de 
Ôi- 

dg 
du 

dg 


dv      di*      dv 

2.  Toutes  les  formules  ci-dessus  subsistent,  quelle  que  soit  la 
nature  des  fonctions  a,  b^  c,  mais  elles  acquièrent  une  plus  grande 
importance  quand  on  suppose  que  les  fonctions  a,  i,  c  sont  algé- 
briques, rationnelles,  entières.  Dans  cette  hypothèse,  il  faut  remar- 
quer d'abord,  parmi  les  conséquences  de  ces  formules,  celles  que 
Ion  rencontre  en  comparant  entre  eux  les  deux  discriminants  et 
le  déterminant  A*. 

l-n  facteur  qui  entre  m  fois  dans  g  entre  au  moins  m  —  i  fois 
dansk.  En  effet,  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  facteur 
premier  ç  de  ce  facteur  et  qui  y  entre  r  fois  :  il  entre  rm —  i  fois 
dans  chaque  élément  d'une  colonne  du  second  membre  de  chacune 
des  formules  (9),  et,  par  suite,  le  facteur  (f  entrera  rm —  i  fois 
dans  chaque  premier  membre,  c'est-.i-dîrc  dans  A".  Dans  le  cas  où. 
une  puissance  ç^  de  ce  facteur  diviserait  simultanément  a,  i,  c, 
le  facteur  ç'*"*  se  trouverait  dans  les  deux  autres  colonnes  des 
seconds  membres;  on  voit  donc  que  cf  doit  entrer  au  moins 
/•m-f-|yi — a^m  —  i  fois  dans  A,  puisque  ç'"'""*,  9**"* ,  y**  et  y 
entrent  respectivement  dans  les  trois  colonnes  et  dans  la  première 
ligne. 

Mais  de  ce  que  des  facteurs  entrent  dans  A  on  ne  peut  pas  con- 
clure qu'ils  entrent  aussi  dans  g,  ^En  prenant,  par  exemple,  une 
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roiictîon   n  coiilciiant  •:j''+*  ri  une  fonction  b  non  divisible] 
on  aura  (f^  dans  Â',  et  ^  ne  sera  pas  divisible  par  9. 

En  comparant  g  et  Â*,  on  peut  prendre  ba  —  c-  ou  cb  —  < 


lieu  de  ac  —  b^  comme  valeur  de  g. 


Puisque  A"  entre  deux  fois  dans  (i,  il  résulte  du  théorème  ci 
sus  que  k  divise  le  déterminant 


(.0) 


K  = 


A 

B 

C 

r)A 

du 

âC 

au 

du 

Ou 

dK 

OU 

()C 

i)v 

ai' 

ôv 

En  désignant  respectivement  par 


nu     m\     m" 


les  degrés  de  multiplicité  d'un  facteur  premier  dans 


la  relation  (7)  donne 


^1     ^»     G, 


m  -f  nm  =.  m' ^ 


et  de  cette  relation,  combinée  avec  le  théorème  concernant  g 
on  déduit  les  inégal iti'S 


(12) 


3/»'  ^ni"  —  I ,     //i'^ >  3 /w  —  2,     /w' ^ /w  —  I . 


Parmi  les  propositions  ainsi  écrites,  il  faut  maintenant  rt 
quer  particulièrement  les  suivantes  :  Tout  facteur  premier  s 
de  G  est  facteur  simple  de  g  et  ne  divise  pas  A*  5  tout  facteur 
mier  multiple  de  G  est  aussi  facteur  de  k. 

3.  Supposons  maintenant  que  (1)  soit  l'intégrale  généra 
Téquation  différentielle 


(i3) 


oLflu^  -h  'xpdudv  -^  'fdi^z=L  o. 


où  a,  p,  y  représentent  des  fonctions  rationnelles  entières  de 
En  rapprochant  cette  équation  de  (  23  ),  on  trouve 


(•4) 


A  =  ea,f    B  =  '/p,     C  =  97, 


d'où 


•l'i) 


et 
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a 

h 

c 

S 

ôa 

ôb 

ÔC 

{ar  - 

1 

Ou 

ou 

Ou 

^  ô'(«7  - 

Ôa 

ôb 

ÔC 

ÔP 

ÔP 

ôv 

A 

B 

C 

a 

P        y 

Ou 

ou 

ou 

—  B' 

du 

ôp  Ôy 
ou     du 

ÔA 
ôv 

ÔB 

ôv 

ÔC 
ôv 

ôp     ôy 

ôv       ôv 

1/ 


-P'). 


Dorénavant  nous  supposerons  toujours  que  les  fonctions  a,  |3,  7 
wni  premières  entre  elles.  Il  résulte  de  là  que  le  facteur  rationnel  6 
Joit  t'tre  entier. 

En  désignant  par  a  le  discriminant  de  (i3),  c'est-à-dire  en  po- 
sant 

«     p 

P     7 


d'où 


fS  =r 


G  =  ô»(j, 


nous  écrirons  (  7  )  ou  (i5)  comme  il  suit 


,18 


4g^x»=o»(T. 


II  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  facteur  premier  de  6  doit 
f^lrefacteiw  de  k.  L'égalité 

•9       0;arftf»+  ipdudv  -h  ydv^)z=  {figY-^  ^g[t/afic  ^  [^by]  • 

prouve  qu*ix/i  facteur  qui  entre  une  seule  fois  dans  g  ne  divise 
/w0;  car,  s'il  en  était  autrement,  il  devrait  diviser  dg  ou  les  deux 
premières  dérivées  partielles  de  g^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  des  facteurs  multiples  de  g.  Pour  ceux-ci,  au  contraire, 
»  égalité  ci-dessus  montre  i^xxun  facteur  qui  entre  plusieurs  fois 
dans  ^  entre  au  moiiLS  autant  de  fois  dans  B, 

En  comparant  c  et  g^  Téquation  (18)  nous  montre  que  tout  fac- 
f^itr  premier  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  impair 
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de  fois  ou  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  pair  S 
fois;  ainsi,  en  particulier,  les  facteurs  qui  entrent  un  nombr 
impair  de  fois  sont  les  mêmes  pour  les  deux  discriminants,  Nou 
noterons  aussi,  par  rapport  à  o-  et  A:,  que  tout  facteur  qui  enlr 
plusieurs  fois  dans  a  entre  aussi  dans  h\ 


NOUVELLE  THÉORIE  DES  SOLUTIONS  SINGUUËRES 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

ET  DU  SECOND  DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIABLES  ; 

Par  m.  F.  CASORATI. 

(Communication  faite  à  TAcadémie  royale  des  Lincei,  le  5  mars  1876)  (')• 

(traduit  par  m.  e.  dewclf.) 

Les  théories  des  équations  différentielles  généralement  connu, 
jusqu'à  ce  jour  sont  toutes  plus  ou  moins  incomplètes  et  mên 
en  partie  inexactes,  ainsi  que  Ta  fait  remarquer  aussi  M.  Darboi 
a  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  il  y  a  quelques  années  (* 
Cette  nouvelle  théorie  ne  paraîtra  donc  pas  inopportune,  si,  comi] 
je  le  pense,  elle  résout  complètement  et  exactement  les  queslio 
qui  se  présentent  ordinairement  au  sujet  de  ces  solutions.  Cel 
Communication  ne  vise  que  la  classe  la  plus  simple  des  équalio 
susceptibles  de  solutions  singulières^  mais  cette  classe  a  pareil 
mèmç  une  très-grande  importance  dans  l'Analyse  pure  et  dans  s 
applications,  et,  en  outre,  on  reconnaîtra  dans  cette  Communie 
tion  une  bonne  partie  des  idées  qui  doivent  servir  à  l'étude  é 
autres  classes. 

Les  propositions  que  nous  ne  ferons  qu'énoncer  se  démontre 
brièvement  en  s'appuyant  sur  la  Note  :  Quelques  formules  fo 


(*)  Nuova  teoria  délie  soluzioni  singolari  délie  equazioiti  differenziali  di  pr 
ordinc  e  seconda  grado  tra  dite  i*ariabilt.  Comniiinicazione  dcl  prof,  F.  Casorati,  ( 
alla  Rcalc  Accademia  dei  Lincei,  il  5  marzo  1876. 

(')  Sur  la  sur/ace  des  centres  de  courbure  des  surfaces  algébriques.  (Comptes  rei 
du  30  juin  1870). —  Réponse  aux  observations  de  M.  Catalan.  {Comptes  rendus 
20  juillet  1870), 
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damentales  dans    l'étude   des    équations    différentielles    algé- 

hriijues,  etc. 


Soit 


li 


I. 


0i[u^9)du}  -h  vtP[u^v]dmh  -+-  y  (i/,  v)dv'^  =  o 


réqaation  différentielle  dont  il  s'agit,  où  a[u^if)^^[u^^)^y[u^v) 
représentent  des  fonctions  de  u  et  t^,  rationnelles,  entières  et  pre- 
mières  entre  elles.  Supposons  que  cette  équation  soit  irréductible, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  se  décompose  pas  en  deux  équations  diffé- 
rentielles aussi  rationnelles  en  u,  v^  du^  dv*^  et  qu'elle  admette  une 
primitive  complète  algébrique;  cette  primitive  pourra  se  mettre 
soos  la  forme 

i!  a{«,c')a«  H-  2^(ii,t')n  -f-c(i/,c)  =  0, 

oua(u,i/),  i(ii,i'),  c[u^v^)  représentent  des  fonctions  de  m, irra- 
tionnelles, entières  et  premières  entre  elles,  et  où  12  est  la  constante 
arbitraire. 

£n  éliminant  XI  entre  cette  primitive  et  sa  différentielle  immé- 
diate 

déi .  u'  H-  idb  .  n  -h  rfc  =  o, 

on  trouve  la  résultante 


■3'. 


a 

2.0 

V 

0 

0 

a 

7.h 

c 

fia 

^db 

de 

0 

0 

da 

0.db 

de 

=  0, 


'|ui  doit  être  le  produit  de  (i)  par  une  fonction 

rationnelle  entière,  qui  peut  être  une  constante. 

Si  une  fonction  4>(a,i')  rationnelle  entière  en  m,  i*  et  non  décom- 
posableen  facteurs  aussi  rationnels,  égalée  h  zéro,  donne  une  équa- 
tion de  laquelle  il  résulte  que  (3)  est  satisfaite  sans  que  (1)  le  soit, 
••etle  fonction  doit  être  un  facteur  de  6,  et,  si  l'on  veut,  on  pourra 
<lu^  que  Véquation  4>  =  o  est  une  solution  de  (3),  mais  impropre, 
Ine  solution  de  cette  équation  ne  devant  être  dite  propre  que 

^^Idti Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  4 
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quand  elle  est  aussi  une  primitive  de  (i),  Téquation  (i)  ne  peut  s 
réduire  à  une  identité  qu'en  ayant  recours  à  la  différentielle  de  h 
primitive. 

Dans  une  équation  rationnelle  entière  E(w,r)  =  oqui  se  pré- 
sente comme  solution  d'une  équation  différentielle,  il  est  impor 
tant  de  distinguer  les  diverses  équations  rationnelles  entières  (1& 
degrés  les  plus  bas  dans  lesquelles  elle  peut  se  décomposer.  Quel- 
ques-unes de  ces  équations  pourront  ne  pas  satisfaire  à  Téquatiai 
différentielle^  chacune  des  autres  donnera  une  solution  simple,  S 
ces  dernières  sont  S I  (i/,i')  =o,  S2(w,^')  =  o,  . . .,  l'équation  E  =  < 
pourra  être  dite  solution  composée  de  ces  solutions  simples. 

Nous  nommerons  particulière,  suivant  l'usage  général,  une  so- 
lution ou  primitive  ou  intégrale  de  (  i  )  quand  elle  se  confond  avec 
une  équation  déduite  de  (2),  en  y  mettant  pour  Q  un  nombre  par- 
ticulier, ou  quand  elle  est  un  facteur  de  cette  équation,  et  singu- 
lière toute  autre  solution. 

Dans  les  anciennes  théories  des  solutions  singulières,  on  affir- 
mait, d'une  manière  plus  ou  moins  différente,  que  l'on  pouvaîi 
obtenir  ces  solutions  en  égalant  à  zéro  l'un  ou  l'autre  des  discri- 
minants 


a 


7 


§ 


a 

h 


sans  tenir  un  compte  suffisant  du  rapport  entre  ces  deux  discn 
minants,  et  sans  faire  une  distinction  sufGsamment  détaillée  en^* 
les  différents  facteurs  en  lesquels  ils  peuvent  se  décomposer.  Cet-' 
distinction  est  indispensable,  car  ces  facteurs  se  comportent  div*^ 
sèment,  suivant  leurs  divers  degrés  de  multiplicité  dans  les  deux  à^ 
criminants,  ce  que  les  raisonnements  les  plus  usités  jusqu'ici  ^ 
faisaient  même  pas  soupçonner. 
D'après  la  relation 


/=: 


0"     - 

4^%-. 

éter 

'minant 

a 

h        c 

€la 

dh      de 

du 

du      du 

da 

dh      de 

dv 

dv       dv 
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il  est  inaDifeste  que  les  facteurs  rationnels  et  premiers,  ou  indé- 
composables, qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  a,  entrent 
aussi  un  nombre  impair  de  fois  dans  g.  En  tenant  compte  de  cette 
observation,  nous  distinguerons  les  facteurs  en  sept  espèces,  et  en 
désignant  respectivement  par  p^  y,  r,  a,  x,  y^  z  un  facteur  quel- 
conque de  chaque  espèce,  nous  exprimerons  la  composition  de  g 
et  ?  comme  il  suit  : 

!g  -z^p  . . .  7  . . .  /^i*-*  . . .  .v*"  * . . .  .r*^ . . ,  y^ , . .  z*% 

À,  fi,  >,  jD,  Ç,  13,  Ç,  Cl)  représentant  des  nombres  entiers  plus  grands 
(juezéro.  Et  Ton  entend  qu'il  peut  exister  plusieurs  facteurs  de 
chaque  espèce,  par  exemple  Xf,  Xj,  ...  avec  les  exposants  a£i, 
ajj, ....  L'exposant  o  de  x  veut  dire  que  cette  espèce  de  facteurs 
manque  toujours  dans  or,  et,  s'il  n'y  en  avait  pas  non  plus  dans  g^ 
userait  une  constante. 

Voici  maintenant  le  résumé  de  la  manière  dont  chacune  de  ces 
espèces  de  facteurs  se  comporte  par  rapport  à  (i).  JNous  indique- 
rons aussi  quels  facteurs  divisent  le  multiplicateur  9,  c'est-à-dire 
donnent  (en  les  égalant  à  zéro)  des  solutions  de  (3)  qui  sont  im- 
propres si  elles  ne  satisfont  pas  à  (i),  et  quels  facteurs  divisent  le 
<léterminant  A. 

!•  Les /acteurs  p  donnent  toutes  les  solutions  singulières  et  ne 
donnent  qu  elles.  Ils  n'entrent  ni  dans  6  ni  dans  k, 

2"  Les /acteurs  q  donnent  toujours  des  solutions  particulières . 
Ils  n  entrent  pas  dans  0,  ils  entrent  dans  k. 

3®  Les  facteurs  r  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  9  et  dans  k. 

4°  Les/acteurs  s  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 
^uand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans  0 
^^dans  k. 

5®  Les  /acteurs  x  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
^<ww  6  et  dans  k. 

6**  Les  facteurs  y  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions  ; 
fcUcs  (juils  peui^ent  donner  sont  particulières.  Ils  n  entrent  pas 
dons  9,  ils  entrent  dans  k. 

Les  facteurs  z  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 

4- 


J 
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quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans   ^ 
et  dans  k. 

Quoique  les  propositions  qui  constituent  la  partie  puremcu  ^ 
analytique  de  notre  théorie  des  solutions  singulières  pour  les  équa  -^ 
tiens  de  la  classe  (i)  se  trouvent  toutes  dans  le  résumé  précédent  ^ 
nous  pensons  qu'il  ne  sera  pas  superflu  de  les  énoncer  de  la  ma-^^ 
nière  suivante  : 

Théorème.  —  Les  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zércr 
les  différents  facteurs  premiers  qui  entrent  une  seule  fois  dans 
les  deux  discriminants  des  équations  différentielle  et  intégrale 
sont  toutes  des  primitii^es  singulières,  et  il  nj  en  a  pas  d  ^autres. 

Ce  théorème  ne  donne  que  la  solution  d*un  des  piK)blèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie,  celui  qui  consiste  à  déduire  les  primitives 
singulières  de  la  primitive  complète.  La  solution  du  second  pro- 
blème, celui  de  déduire  ces  primitives  de  Téquation  diflérentielle, 
découle  de  cet  autre  théorème  : 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  du  discri- 
minant de  r équation  différentielle,  ceux  qui  égalés  à  zéro  satis- 
font à  l'équation  elle-même  en  donnent  toutes  les  prinutiues  sin- 
gulières, et  ils  ne  donnent  qu  elles. 

Il  s'agit  toujours,  bien  entendu,  de  Téquation  diflerentielle  du 
second  degré. 

Théorème.  —  Tout  facteur  premier  et  simple  de  g  donne  une 
primitive  de  (i). 

Théorème.  —  Un  facteur  multiple  de  g  ne  donne,  en  général, 
qu'une  solution  impropre  de  ["d),  et,  quand  il  donne  une  solution 
propre,  elle  est  particulière. 

Théorème.  —  Parmi  lesfacteurs  premiers  et  simples  de  g^  ceux 
qui  sont  multiples  dans  a  donnent  des  primitives  particulières 
de  [i)^  et,  réciproquement,  ceux  qui  donnent  des  primàii^es  par- 
ticulières de  (i)  sont  multiples  dans  a. 

Pour  G  isolément  : 

Théorème.  —  S'il  j  a  des  solutions  de  {^\)  qui  correspondent  à 
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des  facteurs  de  a,  elles  sont  singulières  quand  elles  correspondent 
à  des  facteurs  simples,  particulières  quand  elles  correspondent  à 
des  facteurs  multiples. 

Pour  h  : 

Théokeme.  —  Les  facteurs  de  g  et  de  a  qui  donnent  des  solutions 
singulières  ne  dii^isent  pas  k,  tandis  que  tous  les  autres  facteurs 

le  divisent. 


U. 


Quittons  maintenant  le  champ  de  l'Analyse  pure  et  entrons 
dans  celui  de  la  Géométrie,  pour  clierclier,  en  nous  appuyant  sur 
les  propriétés  exposées,  quelle  est  la  signiGcation  que  prennent  les 
divers  facteurs  des  deux  discriminants  dans  l'interprétation  géomé- 
trique ordinaire  des  équations  diilérentielle  et  intégrale. 

Cette  interprétation  consiste  à  considérer  (2)  comme  Téquation 
en  coordonnées  cartésiennes  i/,  i^  d'une  famille  de  lignes  L  dans 
on  plan,  chacune  d'elles  correspondant  à  une  valeur  particulière 
deû.  Par  tout  point  (lioy  ^0)  du  plan  passent  deux  individus  L| 
et Lj  de  celte  famille;  ce  sont  les  deux  lignes  qui  correspondent 
aux  valeurs  £2|  et  122  cle  û  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

et  dont  les  tangentes  ou  directions  [du\dv^)^  et  [duldv)2  en  ce 
point  sont  données  par  l'équation 

Pour  tout  point  du  lieu  g  =  o^  les  racines  ûi  et  Û2  sont  égales  entre 
elles,  et,  par  suite,  les  lignes  L<,  L2  se  confondent;  pour  tout  point 
du  lieu  a=  o,  les  deux  tangentes  se  confondent. 

£n  supposant  que  les  coefGcients  des  fonctions  a,  &,  c,  et  par 
soiteceux  des  fonctions  a,  p,  7,  soient  réels,  les  régions  du  plan 
ou  il  existe  des  lignes  réelles  de  la  famille  (2)  sont  celles  dont  les 
points [u^^Vç)  donnent  des  racines  réelles  aux  équations  (6)  et  (7), 
c est-à-dire  celles  pour  lesquelles  g=o^  cx^o.  Lorsque,  dans  le 
mouvement  du  point  [uq^^o),  ces  discriminants  passent  de  valeurs 
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négatives  à  des  valeurs  positives,  les  racines  de  ces  équation 
cessent  d*étre  réelles.  Les  équations  des  confins  entre  les  région 
de  réalité  et  celles  de  non-réalité  s'obtiennent  en  égalant  a  zéro  le 
facteurs  qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  g^  ou,  ce  qu 
revient  au  môme,  dans  o*. 

En  tenant  présentes  à  Tcsprit  ces  conclusions  et  les  proposition 
du  résumé  y  il  est  assez  facile  de  trouver  la  signiGcation  de  chacun 
des  équations  ^  =  o,  . . . ,  ^  =  o,  ...,-2  =  0,  .... 

1°  Imaginons  que  le  point  (wo^^'o)  partant  de  l'intérieur  des  ré 
gions  de  réalité  parvienne  en  un  point  quelconque  d'une  lign 
p  z=  o.  Les  racines  0|  et  O2  deviennent  égales,  et  les  individus  L 
et  L2  viennent  se  confondre  en  un  seul  individu  L,  qui  touchera  ei 
ce  point  le  confin  p  =  ode  réalité,  mais  sans  le  traverser  et  san 
pouvoir  se  confondre  avec  lui,  car  p  =  o  n'est  jamais  un  individ 
ou  une  partie  d'individu  de  la  famille  (2).  Donc,  p=  o  est  l'ert 
weloppe  de  toutes  les  séries  de  lignes  L  ou  de  quelques-unes  à 
ces  séries. 

7?  Au  contraire,  toute  ligne  de  l'espèce  y  =  o  étant  intégral 
particulière,  c'est-à-dire  une  ligne  ou  portion  de  ligne  L,  si  \^pov 
courant  [uq^Vq)  parvient  à  une  ligne  y  =  o,  les  deux  branclu 
courantes,  c'est-à-dire  les  branches  de  Li  et  L2  qui  passent  p« 
("oî^'o)  viennent  se  confondre  en  une  même  branche  de  L|  =  1 
qui  sera  la  lisjne  g  =  o  elle-même.  Cette  ligne,  étant  aussi  v 
conGn  de  réalité,  peut  être  considérée  comme  une  vraie  limi 
vers  laquelle  tendent  les  branches  courantes  quand  (1/0,^0)  ^^1 
vers  ce  confîn. 

Exemple  : 

[vdu  —  (w  -h  '?.v]f/i'y  -f-  l6i^*^//  -h»')  ffv'  =0,      ^=  i6[//  -f-  «')r^, 
(a-^r')2 -4-r(//-|-p)  —  o,     g^  =  !'(// -4-»'),      Xizzat'S      0=i, 

La  ligne  p  =  u  -\-  v  =  0  enveloppe  réellement  toutes  les  L  corrc 
pondant  à  des  valeurs  négatives  Se  12.  La  ligne  q  =  if=  o  est  u 
portion  de  celle  en  laquelle  se  confondent  Li  etL2  quand  (uo,!- 
atteint  v  =z  o, 

3°  Quand  (uq^v^q)  parvient  à  une  ligne  /•  =  o,  les  branches  co 
ranlcs  deviennent  des  branches  de  la  ligne  unique  L,  en  laquelle 
confondent  Li  et  L2,  branches  qui  se  toucheront  sur  r  =  o,  m^ 
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dans  les  régions  de  réalité,  les  branches  courantes  deviennent  des 
branches  d'une  seule  L  ;  elles  ne  se  touchent  pas  entre  elles,  puisque 
s  ne  s'annule  pas.  Celte  L  aura  là  un  nœud^  mais,  dans  les  régions 
de  non-réalité,  le  nœud  est  remplacé  par  un  point  isolé.  En  somme, 
.r  =  o  est  le  lieu  des  nœuds  ou  des  points  isoles  des  L. 

Exemple  : 

(lH- «')*  H- i»!/*  =  O,      g  =  vu^^      A  =z  —  2MP,      6  =  1/'. 

Toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  O  a  un  nœud 
dans  la  portion  de  droite  x  =  a  =  o  contenue  dans  la  région  ^  <  o  ^ 
toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  négative  de  fî  a  un  point  isolé 
dans  l'autre  portion  de  cette  droite.  Quant  à  la  ligne  ^  =  i/=  o, 
elle  fait  partie  de  la  L  correspondant  à  0,  =  Qj  =  o  et  est  asym- 
ptote des  branches  de  L  qui  tendent  vers  elle  quand  (uq^^o)  ^'^^ 
approche. 

6°  Quand  (lio^^o)  parvient  en  un  point ^d'une  ligne  j"  =  o  dans 
l'intérieur  de  la  région  de  réalité,  les  branches  courantes  ne  cessent 
pas  d'appartenir  à  deux  individus  différents  L|  et  La,  mais  leurs 
directionsj^  coïncident.  Donc,  si  l'équation  diflérentielle  n'est  pas 
satisfaite,  j^  =  o  set'a  le  lieu  des  contacts  entre  les  L.  Quand,  au 
contraire,  y  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle  et  est,  par  suite, 
elle-même  une  branche  de  la  famille  (2),  les  branches  courantes 
non-seulement  se  touchent,  mais  elles  se  confondent  entièrement 
avecj^=  o,  une  seule  d'entre  elles  ne  pouvant  en  rester  distincte. 
Laj^  =  o  appartiendra  à  deux  L  différentes. 

Exemple  de  j^  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

( ï «^*  -k  I ) du^  -h  ( tt'  -f-  «^*  4-  2 ttP  -+-  2 ) r/« rfi»  4-  (2 !/•  -f-  i]dv*:=  o, 

(7=  ^(p  — //)«(4—  M»  —  i«  — 6£/i), 
il*  -4-(l/  -f-t^)il-+-I  —  tt«'=0,       g^=rl(4  —  ««  —  ,;«  — 6/<*0> 

Les  L  sont  des  hyperboles  équilatères,  dont  l'axe  transverse  est 
sur  la  droite  j'=  t' —  «  =  o,  qui  se  touchent  ^u\  sommets  dont 
cette  droite  est  le  lieu.  Elles  sont  enveloppées  par 

p  =  ^  —  U'  —  «''  —  6wf  r=z  o. 
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Exemple  iej  =  o  satisfaisant  à  Téquatioii  diflTéreiitielle  :     • 

•»  — 8ff-}-  8ii')rrf/i'  -f-  2(1*  —  4"  —  ^u^)udufiv  ■+-  u^dv*  =  o, 

'T=i6u^[uv  —  [1-4-  "*)'], 

11-  -+-  211*11  -h  MP —  21/*  —  1=0, 

^  =  i/i' —  (1  4- tt*)*,      X=2tt*,      0  =  1. 

La  droite j^  =  m  =  o  appartient  aux  deux  L  qui  correspondent  aux 
valeurs— I  et -I-  i  defl.  Quanta  la  ligne/;  =  nu —  (i  —  u*Y  =  0, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
liïes  de  fî. 

7°  Enfin,  quand  (lio^^o)  parvient  à  une  r=:o,  les  branches 
courantes  deviennent  des  branches  de  la  L  où  viennent  coïncider 
entre  elles  L|  et  Lj,  et,  puisque  les  tangentes  à  ces  branches  vien- 
nent aussi  se  confondre,  nous  concluons  que  z  =  o  est  le  lieu  des 
contacts  entre  deux  branches  d'une  même  L.  Par  suite,  si  Tequa- 
lion  différentielle  est  satisfaite,  la  z  =  o  sera  une  ligne  où  les  deux 
branches  dont  nous  venons  de  parler,  non-seulement  se  touchent, 
musse  confondent. 

exemple  de  r  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  Téquation  différentielle  : 

(U-htt)*  —  P*  — <•>=  o,     ^=--  (1  -hi'jt^, 
/•=:^(4-+-5i').'',       0  =  -  v\ 

Les  L  sont  les  lieux  que  peut  successivement  occuper  une  de  ces 
courbes  courant  parallèlement  à  Taxe  des  u.  Pour  £2  =  0,  la  L  est 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  i^  et  a  la  forme  d'une  boucle 

qui  s'élargit  depuis  v^  =>  i  jusqu'à  i' =  —  ^>  puis   se  resserre  et 

lorme  à  Torigîne  la  singularité  que  M.  Cayley  nomme  tacnœud  et 
qm  s'étend  enfin  en  deux  branches  infinies  dans  la  région  i^^o'. 
V^and  L  se  déplace,  le  tacnœud  décrit  la  droite  z  =  i^  =  o,  et  le 
point  du  minimum  v  =  —  i  décrit  Tenveloppe  ^  =  1  -|-  i'  =  o  •,  les 
P^iiitsdeii  maximum  et  minimum  décrivent  la  droite 

j  =  4  -*-  5^  =  o» 
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sur  laquelle  se  touchent,  par  conséquent,  les  diverses  positions  d'^ 
la  ligne  mobile. 

Exemple  de  ;;  =  o  satisfaisant  à  l'équation  difTérentielle  : 

v^du^  -\-  4 uvdudv  -I-  4  «  (  "  -4-  i  )  ^♦'^  =^  o,      <t  i=  4  '*♦''» 

il'  H-  iva  -4-  (»«  ( tt  -f- 1)  =  o,      gz=z  m'*,      ^  =  —  r*,      ô  =  v*. 

La  droite  z  =  v  =  o  fait  partie  de  la  ligne  v^[u-^\)=^o  o\^ 
pour  Û|  =  122  =  o?  L<  et  L2  viennent  se  confondre. 

Ce  qui  précède  jelte  aussi  une  grande  lumière  sur  les  propriété:^ 
de  la  jacobienne  A'  =  o;  mais,  pour  ne  pas  dépasser  les  limita 
d*une  simple  Communication,  nous  laisserons  de  côté,  pour. le  mo  ^ 
ment,  les  observations  relatives  à  ce  lieu.  Nous  ne  dirons  rier 
non  plus  du  lieu  d  =  o,  et,  à  plus  forte  raison,  des  autres  partie 
cularités  intéressantes  dont  le  nombre  et  la  variété,  comme  on  Ic^ 
voit  immédiatement,  se  multiplient  à  mesure  que  Ton  approfondie 
le  sujet  en  subdivisant  les  singularités.  Nous  ajouterons  cependant- 
quelques  remarques  très-courtes  sur  les  Notes  de  M.  Darboux  citées 
plus  haut,  sans  vouloir  en  diminuer  la  valeur,  que  nous  estimons 
très-grande^  nous  voulons  rendre  encore  plus  manifeste  combien 
M.  Darboux  a  eu  raison  de  donner  Téveil  sur  la  prétendue  exacti- 
tude des  théories  des  solutions  singulières. 

La  condition  (3)  de  la  page  267  [Comptes  rendus  du  a5  juillet 
1870)  est  satisfaite  par  les  équations  de  Tespèce /;  =  o,  comme 
cela  se  voit  sur-le-champ  \  elle  ne  Test  pas  par  celles  des  espèces 

r  =  o,  a:  =  o.  Les  dérivées  de  R,  c'est-à-dire  — -»  -r  »  s'annulent,  en 

'  ilu    av  ' 

même  temps,  avec  des  facteurs  des  espèces  y,  s^jr^  z.  Par  suite,  la 

distinction  des  cas  faite  aux  n^'  1 ,  2,  3  de  la  page  a68  doit  être 

complétée  suivant  notre  analyse.  Le  cas  des  points  cuspidaux  coi- 

respond  seulement  aux  facteurs  des  espèces  /*,  s. 

Ce  qui  est  écrit  dans  les  lignes  8-1 4  exige  une  correction  «  Notre 
analyse  fait  voir  que  même  dans  cette  condition  les  enveloppes 
peuvent  faire  défaut  ;  nous  avons  voulu  donner  un  exemple  de  cela 
dans  les  deuxième,  troisième  et  cinquième  cas  particuliers. 

Enfin,  relativement  à  ce  qui  est  dit  de  la  courbe  (R)  ou  o*  dans 
les  lignes  5-8  de  la  page  270,  nous  réclamons  la  nécessité  de  dis- 
tinguer les  parties  de  (R)  qui  correspondent  aux  facteurs  qui  en- 
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irent  dans  R  un  nombre  impair  de  fois  des  autres  parties  qui  ne 
constituent  pas  des  confins  de  réalité  des  lignes  données  par  les 
primitives  particulières  (  *  ) . 


lOTE  SUR  Là  DËCOUYERTE  DES  PLANÈTES  INTRA-MERGURIELLES 
PENDANT  L'ËCLIPSE  DU  29  JUILLET  1878; 

Pau  m.  g.  RAYET. 

Les  éclipses  totales  de  Soleil  de  1868,  1869  ^^  1870  ont  jeté  une 

>/re  lumière  sur  la  constitution  physique  du  Soleil,  des  protubé- 

'^ces,  de  la  couronne  et  des  gloires  qui  paraissent  envelopper  la 

Lune  à  l'instant  de  la  totalité;  pour  ce  qui  concerne  la  constitution 

physique  du  Soleil  et  des  protubérances,  il  semble  même  qu'il  y 

ait  aujourd'hui  plus  à  attendre  d'observations  précises,  entreprises 

et  longuement  continuées  dans  des  circonstances  atmosphériques 

particulièrement  favorables,  que  de  remarques  rapides,  faites  à  la 

hâte  pendant  le  temps  toujours  très- court  de  l'obscurité  totale.  En 

ce  qui  regarde  la  couronne  et  les  gloires,  les  astronomes  sont  plus 

âoignés  d'une  solution  satisfaisante  aux    questions   posées,    et, 

pendant  longtemps  encore,  il  y  aura  intérêt  à  ne  négliger  aucune 

des  occasions  où  ces  phénomènes  lumineux  peuvent  être  étudiés. 

Les  instructions  que  M.  Harkness  avait  préparées,  au  nom  de 

1  Observatoire  naval  de  Washington  (^),  pour  l'observation  de 

1  éclipse  totale  du  29  juillet  1878,  portent  la  trace  de  ces  préoccu- 


(']  Nous  ferons  obterver  que  les  Notes  nécessairement  très-courtes  des  Comptes 
^ndui  ne  pouvaient  donner  qu'un  abrégé  de  notre  théorie.  L'auteur  ne  parait  pas 
^noaltre  le  traTail  plus  étendu  que  nous  aTons  publié  au  tome  IV  du  Bulletin,  où 
Do«i  nous  sommes  placé,  du  reste,  à  un  point  de  Tue  tout  différent  de  celui  qu'il  a 
^opté  dans  le  travail  que  nous  reproduisons.  M.  Casorati  a  traité,  et,  selon  nous, 
>v«e  beaucoup  de  succès  et  d'intérêt,  la  question  des  solutions  singulières,  en  admet- 
^Bt  que  l'on  connaît  à  la  fois  l'équation  différentielle  et  l'intégrale  générale;  pour 
^^^i  sa  contraire,  sauf  à  la  fin  du  Mémoire  précédemment  cité,  nous  avons  traité 
cette  qantion  en  supposant  que  l'on  connaît  seulement  l'équation  différentielle.  11 

\  •  *  vne  grande  différence  entre  ces  deux  manières  d'envisager  le  problème.     G.  D. 

j  ;  iMrudions  for  oàserving  the  total  Solar  Eclipse  of  Juljr  39,  1878.  1  br.  in-.'i". 

\  ^^*»l»iugu»ii,  1878. 


6o  PREMIÈRE  PARTIE. 

pations.  L'autear  s^éteud  longuement  sur  les  observations  de  Y^g 
couronne  à  faire  à  l'œil  nu  et  sur  les  procédés  propres  à  enobteiLif 
une  représentation  correcte,  sur  les  observations  photographique» 
et  aussi  sur  les  observations  spectroscopiques  ^  les  essais  doivent, 
dans  ce  cas,  être  dirigés  vers  la  recherche  de  la  couche  de  Youn^ 
(couche  dans  laquelle  le  spectre  ne  présente  aucune  ligne  ni  bril- 
lante ni  obscure)  et  vers  Tétude  du  spectre  propre  de  la  couroDoe. 

Mais  ce  qui  distingue  surtout  des  instructions  antérieures  celles 
préparées  par  l'Observatoire  de  Washington,  c'est  l'existence  d'une 
Carte  donnant  pour  les  régions  voisines  du  Soleil  la  position  de 
toutes  les  étoiles  jusqu'à  la  ^®  grandeur.  Carte  dressée  en  vue 
de  la  recherche  de  la  planète  ou  des  planètes  intra-mercurielles 
dont  l'existence  probable  avait  été  signalée  il  y  a  longtemps  déjà 
par  Le  Verrier. 

Il  semble  que  ces  planètes,  auxquelles  Le  Verrier  attribue  l'ac- 
célération du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  devraient  avoir 
été  observées  souvent  pendant  leurs  passages  devant  le  Soleil;  il 
n'en  est  rien   cependant,  et  les  observations  de  cette  nature  que 
l'on  retrouve  ça  et  là  dans  les  Recueils  astronomiques  sont  diffi* 
ciles  à  concilier  entre  elles,  inexactes  ou  même  fausses.  L'existence 
réelle  de  ces  corps  pouvait  donc,  il  y  a  quelques  mois  encore,  être 
mise  en  doute,  mais  aujourd'hui  les  observations  de  MM.  Watsoii 
et  Swift  ne  laissent  aucune  incertitude  sur  le  fait  de  l'existen^^^ 
de  deux  planètes  plus  voisines  du  Soleil  que  Mercure. 

Au  sujet  des  observations  faites  par  lui  à  Denver  (Colorado)    ^^ 
99  juillet,  M.  Watson  écrivait  d'Ann-Arbor  le  i3  août  (*)  : 

«   ...   La  lunette  dont  je  me  suis  servi  est  un  excellent  réfrs^^^ 
teur  d'Alvan  Clark,   ayant   un  objectif  de  4  pouces,  un  oculaî 
grossissant  4^  fois  et  monté  équatorialement.  L'instrument  se  tro 
vaut  dépourvu  de  cercles,  j'avais  placé  sur  ses  axes  des  disques 
bois,  recouverts  d'un  carton  et  mobiles  devant  des  repères  fixes, 
sorte  que  par  un  trait  de  crayon  il  était  possible  de  marquer  a  to 
instant  la  position  de  l'instrument.... 

»    ...    Immédiatement  après  la  totalité,  je  commençai  à  b 
layer  le  ciel   à   l'est   et  à  l'ouest  du  Soleil  jusqu'à  environ 


(')  Astronomische  Nachrichteu,  t.  XCIII,  p.  i6j  et  suiv.  (numéro  du  17  septom 
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Le  premier  balayage  fut  vers  Test.  Au  cinquième,  je  trouvai  entre 
le  Soleil  et  9  de  TEcrevisse,  et  en  outre  au  sud,  une  étoile 
de 4  7  candeur  (d'après  une  estime  faite  au  moment  même)  qui 
'  attira  immédiatement  mon  attention  en  raison  de  son  apparence 
i  générale.  J'avais  dans  la  mémoire  la  position  relative  des  étoiles 
voisines  du  Soleil  et  j'avais  placé  devant  moi,  de  manière  à  pouvoir 
jrecoarir  aisément,  la  Carte  de  la  région.  L'objet  que  j'avais  dans 
le  champ  brillait  d'une  vive  lumière  rouge  et  avait  certainement 
00  disque  plus  large  que  le  disque  factice  d'une  étoile.  Je  mar- 
quai donc  sa  position  sur  les  cercles  de  carton  et  je  notai  l'heure 
de  l'observation  ;  cet  objet  est  désigné  par  a.  Quelques  instants 
mot,  j'avais  marqué  la  position  de  la  lunette  dirigée  vers  le  Soleil. 
L'objet  ne  présentait  aucun  allongement,  comme  cela  aurait  dû 
être  si  cela  avait  été  une  comète.  Les  balayages  furent  alors  conti- 
nués, et  finalement  j'amenai  dans  le  champ  ce  que  je  supposais 
être  f  de  TEcrevisse,  quoique  l'astre  fût  plus  brillant  que  d  de  TÉ- 
crcrisse,  que  j'avais  vu  auprès  du  Soleil  au  commencement  des  re- 

Icberches  faites  pendant  la  totalité.  Je  déterminai  alors  la  position 
de  cet  astre  en  le  désignant  pari.  L'opération  était  k  peine  ter- 
minée, que  l'éclipsé  totale  prenait  fin.   » 

M.  Watson  note  alors  de  nouveau  la  position  du  Soleil  et  s 'as- 
sure que  Tins  tru  ment  n'a  pas  été  dérangé  pendant  les  observations. 

M.  Watson  indique  ensuite  comment,  de  retour  à  Ann-Ârbor,  il 
a  déterminé,  à  l'aide  de  cercles  gradués  et  avec  tout  le  soin  néces- 
saire, les  angles  dont  son  instrument  avait  dû  tourner  pour  passer 
da  Soleil  au  corps  a  et  au  corps  b.  De  ces  mesures  ainsi  que  de 
I  heure  des  pointés  il  résulte  (  *  )  que  ces  deux  astres  avaient  les 
positions  suivantes  : 

Temps  moyen.         \Vaiihin(;ton.    Objet. 

Il       m       .< 

1878.  Juillet  9X)       5 .  16. 37  a 

29        *) .  1 7 .  46  /» 

«  ItMlois  dire  »,  ajoute  M.  Watson  dans  cette  dernière  Lettre 


{*  l  ^stronomische  Nachrichten,  t.  XCIII,  p.  191  (numéro  du  27  septembre  1878). 
"~  Les  Aiiron.  Hachr,  du  2J  septembre  renfermaient  déjà  des  positions  des  corps  a 
^  ^1  moins  fxietes,  toutefois,  que  celles  renfermées  dans  le  numéro  actuel. 


a  app. 

0  app- 

Il       m      t 

8 . 27 . i4 

-+-    18.16 

8.  9.9.4 

-+-  18.   3 
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(datée  du  2  septembre),  «  que  j'ai  vu  à  la  fois  aelO  Écrevîsse  ei 
le  premier  objet  était  d'une  grandeur  entière,  ou  même  plus, 
lumineux  que  le  second....  L'objet  b  était  plus  brillant  que  a, 
puis  assurer  que  c'était  aussi  une  étoile  nouvelle.  Que  ces  < 
objets  soient  oui  ou  non  des  planètes  intra-mercurielles,  c'est  c< 
sera  décidé  plus  tard.  Mon  opinion  est  que  ce  sont  des  planèti 

Dans  une  dernière  Communication,  datée  d'Ann-Arbor,  17 
tembre  (  *  ),  M.  Watson  établit  enlin  que,  pendant  la  duré 
l'éclipsc,  aucun  coup  de  vent  n'a  pu  déranger  son  instrumeo 
que  l'éclat  de  la  planète  a  était,  le  29  juillet,  celui  d'une  ] 
étoile  de  ^^  grandeur^  quant  à  la  planète  &,  plus  brillante  quela 
mière,  son  intensité  lumineuse  était  celle  d'un  astre  de  3*  granc 

Les  Lettres  du  célèbre  astronome  d'Ann-Arbor  que  renfen 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Scieno 
Paris  (  ^)  sont,  en  général,  moins  détaillées  que  ses  Communica 
aux  Astr.  Nachr. ,-  aussi  c'est  le  journal  du  D""  Peters  que  j'ai 
devoir  suivre  dans  mon  récit. 

Quant  aux  absenrations  faites  à  Denver  par  M.  L.  Swift, 
sont  consignées  dans  une  Lettre  écrite  par  lui  de  Rochest 
5  août  (  '  )  : 

(c  J'avais  »,  dit-il,  «  une  lunette  achromatique  de  4  7  pouces 
un  oculaire  grossissant  25  fois  et  donnant  un  champ  de  i^3o'. 
viron  une  minute  après  la  totalité,  j'ai  observé  deux  étoiles, 
la  distance  au  Soleil  a  été  estimée  à  3^  vers  le  sud-oues 
disposées  suivant  une  ligne  dirigée  vers  le  Soleil  -,  ces  étoiles  et 
environ  de  5"  grandeur,  leur  éclat  dans  la  lunette  étant  analo 
celui  de  la  polaire  vue  à  l'œil  nu....  Je  les  ai  vues  trois  fois 
chaque  observation,  elles  m'ont  paru  exactement  de  la  même  | 
deur  et  toutes  deux  aussi  rouges  que  Mars.  J'ai  cherché  si 
scintillaient,  mais  elles  étaient  aussi  dépourvues  de  scintill 
que  la  planète  Saturne.  Toutes  les  deux  m'ont  paru  avoir  un 
disque  rond,  assez  semblable  à  celui  d'Uranus.   » 

Dans  un  autre  paragraphe,  M.  Swift  ajoute  que,  quoique 


(*)  Astronomisehe  JNachrichten,  t.  XCIII,  p.  aSg  (numéro  du  i4  octobre  187 
(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,   t.  LXXXVII,  ] 
376,  5i4,  553  et  786. 

(')  Astronomisehe  IVaehrichten,  t.  XCIII,  p.  i6/|  (numéro  du  2a  septembre 
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des  deux  étoiles  puisse  être  0  de  rÉcrevisse,  il  ne  serait  cependant 
pas  étonné  que  Ton  vînt  à  reconnaître  que  toutes  deux  sont  des 

planètes. 

Les  témoignages  indépendants  de  ]MM.  Watson  et  Swift,  ainsi 
que  les  détails  précis  de  leurs  observations,  ne  peuvent  laisser 
aucun  doute  sur  Texistence  de  deux  ou  au  moins  d'une  planète 
intra-mercurielle.  Mais  ces  planètes  sont-elles  celles  que  quelques 
observateurs  pensent  avoir  vu  passer  devant  le  Soleil  dans  des  an- 
nées antérieures?  C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner  et  ce  qui  a  été 
recherché  par  M.  Gaillot. 

On  sait  que,  parmi  les  passages  supposés  de  la  planète  intra-mer- 
curielle Vulcain,  Le  Verrier  avait  été  conduit  à  n'en  admettre 
comme  exacts  que  six,  et  il  avait  en  outre  montré  que  ces  six  ob- 
senrations  pouvaient  être  représentées  par  une  série  d'orbites  dif- 
férentes dont  il  retint  quatre,  comme  étant  les  plus  probables.  - 

Dans  deux  JNotes  consécutives,  à  la  date  des  5  août  et  3o  septembre, 
M.  Gaillot  établit  que  la  position  du  corps  a  de  Watson  peut  être 
représentée  par  l'orbite  I  de  Le  Verrier,  à  condition  que,  dans  les 
calculs  qui  en  déterminent  la  grandeur,  on  rejette  l'observation 
faite  par  Lumnis  en  1862.  Les  observations  représentées  sont  alors  : 

Fritsch 1802  Octobre 10,0 

Starck. 1819  Octobre 9,0 

I>e  Ciippis 1839  Octobre 2,0 

Lescarbault 1859  Mars 26,22 

WatsoQ  a 1878  Juillet 29)44 

1^  orbite  II  de  Le  Verrier  représente  à  son  tour  le  corps  b  do 
Watson  et  les  observations  suivantes  : 

Fritsch 1802  Octobre 10,0 

Starck 1^19  Octobre 9,0 

De  Cuppis 1839  Octobre 2,0 

Lumnis 1862  Mars ^99^7 

Watson/» 1878  Juillet 29,44 

^^  l'on  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  que  M.  Gaillot  déclare 
Iw-même difficile  à  admettre,  que,  parmi  les  observations  antérieures, 
plusieurs  se  rapportent  également  bien  soit  au  corps  a,  soit  au 
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corps  b.  Plusieurs  de  ces  observations  me  paraissent  donc  dcvoi 
être  regardées  comme  douteuses,  et,  si  Tcxistence  de  planètes  intra 
mercuriellcs  est  aujourd'hui  certaine,  il  faut  avouer  que  les  astra 
nomes  ne  savent  encore  rien  sur  leurs  orbites. 


»e^iB— 


SUR  LES  POLYGONES  GIRCONSCRIPTIBLES  A  UN  CERCLE; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  un  article  inséré  au  Tome  32  du /ot/r/za/  de  Crelle,  Stein« 
étudie  le  quadrilatère  circonscriptible,  et  il  fait  remarquer  qu« 
dans  la  plupart  des  Traités  de  Géométrie  élémentaire,  on  énou€ 
d'une  manière  inexacte  la  condition  pour  qu'un  quadrilatère  sq 
circbnscriptible  à  un  cercle.  Cette  condition  parait  avoir  étédonn^ 
|K)ur  la  première  fois  par  Pitot,  en  1725,  dans  les  Mémoires  r> 
V Académie  des  Science,  (p.  4^  ),  sous  la  forme  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  c 
deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cet  énoncé  est  inexact  mêw 
pour  le  quadrilatère  convexe.  Il  suflit,  pour  s'en  convaincre,  c 
jeter  les  yeux  sur  \b.  Jig,  i,  qui  représente  un  quadrilatère  cîrcoB 

Fig.  I. 


scrit  à  un  cercle,  mais  de  telle  manière  que  les  points  de  contai 
des  diirérents  cotés  et  du  cercle  soient  sur  les  prolongements  de  cr 
côtés.  On  démontrera  aisément  que  l'on  a  toujours 

AD-hDC  =  AB-+-BC; 
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mais  OD  n*a  pas,  en  général, 

AB  H-  CD  =  AD  -+-  BC. 

I^a proposition  de  Pitot  a  donc  besoin  d'une  correction,  et  Steiner 
lai  substitue  la  proposition  suivante,  qui  est  générale  et  rigou- 
reuse: 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés,  opposés  ou  adjacents  suiv^ant  les  cas,  est  égale  à  celle 
des  deux  autres  côtés. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  dans  un  quadrilatère  la 
somme  de  deux  côtés  quelconques  est  égale  à  celle  des  deux 
autres,  le  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

Steiner  ne  donne  pas  de  démonstration  complète  de  cette  double 
proposition;  il  se  contente  d'établir  la  première  partie  en  quelques 
ligues  à  la  fin  de  son  article  et  de  la  déduire  de  l'examen  de  toutes 
les  positions  possibles  de  quatre  tangentes  à  un  cercle.  Le  théorème 
complet  se  trouve  démontré  dans  l'excellent  Traité  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  de  M.  Baltzer  (t.  II,  p.  3i  ).  La  théorie  des  sec- 
tions coniques  conduit  aussi  à  une  démonstration  très-simple  de 
U  seconde  proposition,  la  seule  qui  puisse  offrir  quelque  difliculté. 

Considérons,  en  effet,  un  quadrilatère  ABCD,  et  supposons  que 
<lans  ce  quadrilatère  la  somme  de  deux  côtés  soit  égale  k  celle  des 
deux  autres.  On  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  trois  égalités 

AB  -f-  BC  =  AD  H-  DC, 
AB  —  BC  =  AD  —  DC, 
AB  —  BCi=  DC  —  AD, 

et  1  une  quelconque  d'entre  elles  exprime  qu'il  y  a  une  conique 
*jant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et  passant  par 
les  deux  autres  sommets  B  et  D  du  quadrilatère.  Menons  les  tan- 
gentes en  B  et  D  à  cette  conique.  Elles  se  coupent  en  un  point  M, 
et  l'on  sait  qu'en  ce  point  viennent  passer  une  des  bissectrices  de 
'«ngle  A  et  une  des  bissectrices  de  l'angle  C.  Le  point  M  est  donc 
'  ^ale  distance  des  quatre  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  et,  par 
eotiséquent,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  ce  quadrilatère. 
*^prè8  avoir  rappelé  tous  ces  résulats,  nous  allons  faire  connaître 

^^.  des  Sciences mathém.,  a*  Série,  t.  111.  (Février  1879.)  ^ 
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une  proposition  nouvelle  qui  nous  a  été  suggérée  par  Tétude  <le 
systèmes  articulés. 

Supposons  qu'étant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  ABCI 
on  le  déforme  de  telle  manière,  que  les  sommets  consécutifs  A,  1 
restent  tixes.  Dans  toutes  les  positions  de  ce  quadrilatère  il  y  auraui 
cercle  inscrit  :  je  dis  que  le  centre  de  ce  cercle  décrit  un  autre  cercle 

Soit  ABCD  {fig'  a)  le  quadrilatère  dans  une  de  ses  positions.  Di^ 


signons  ses  côtés  A  B,  BC,  CD,  DA  par  a,  h^  c,  r/,  et  supposons,  poiis 
fixer  les  idées,  que  Ton  ait 

Alors  le  cercle  inscrit  sera  placé  comme  l'indique  la  figure  el 
toutes  les  fois  que  le  quadrilatère  ABCD  sera  convexe,  touchera  le 
côtés  de  ce  quadrilatère  en  des  points  qui  seront  sur  les  côtés  euK 
mêmes  et  non  sur  leurs  prolongements.  Soit  O  le  centre  du  cercle 
on  sait  que  les  angles  COD,  AOB  sont  supplémentaires.  Faison 
tourner  le  triangle  OCD  dans  son  plan  autour  de  Ojusqu'à  ce  qu 
CD  vienne  s'appliquer  sur  AB;  C  viendra  en  un  point  C|  tel  que 

et  de  même  D  viendra  en  un  point  D|  tel  que 

DiH  =  DL. 
On  aura  donc 

AD,  =  HDi  -i-  AH  =  DM  H-  AM  =  r/, 
BC,  =  BH  -f-  HCi  =  BK  4-  CK  =  b, 

et,  par  conséquent,  les  points  C|  et  D|  seront  des  points  de  la  base 
AB  qui  demeureront  fixes  quand  le  quadrilatère  articulé  BCDA  se 
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déformera.  Il  est  utile  de  remarquer  que  C^  D^  soat  les  posilioiis 
que  viennent  occuper  les  sommets  C  et  D  quand  le  quadrilatère 
ABCD  se  déforme  de  telle  manière  que  tous  ses  sommets  viennent 
se  placer  en  ligne  droite. 

Ce  point  étant  admis,  nous  avons  une  propriété  géométrique  du 
centre  0  du  cercle  inscrit,  qui  permet  de  trouver  le  lieu  de  ce  point.. 
U  triangle  OC|D|  étant  égal  au  triangle  OCD,  il  en  résulte  que 
Itsdeux  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  deux  segments 
lises  AB,  C|D|  sont  supplémentaires.  On  est  donc  ramené  a  cher- 

Fig.  3. 


cher  le  lieu  des  points  O  d*où  l'on  voit  ces  deux  segments  sous  des 
^es  supplémentaires. 
L'angle  dODj  (Jig^i)  étant  supplémentaire  de  l'angle  AOB, 

00  a 


C,OD,  =  A-hB. 


Oq  peut  donc  mener  une  droite  OP  partageant  l'angle  C|  0D|  en 
deux  parties  d  OP,  PODf  respectivement  égales  aux  angles  A  et  B. 
On  aura  alors 

Ôp'=PA.PC,=  PB.PDi. 

Le  point  P  est  donc  le  point  central  de  l'involution  définie  par  les 
deux  segments  AC|,  BD|,  et  le  lieu  du  point  O  est  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  le  segment  qui  divise  harmoniqucment  les  deux  seg- 
^entsAC<,  BD|.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

£tant  donné  un  quadrilatère  ABCD  circonscriptible  à  un  cercle 
^  fjui  se  déforme  de  telle  manière  que  les  sommets  A  ef  B  de- 
^^ent  fixes,  les  grandeurs  des  côtés  étant  invariables,  le  lieu 
«u  centre  du  cercle  inscrit  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  le 
^pnent  qui  divise  harmoniquement  les  deux  diagonales  AC,  BD 
""  ^itadrilatère  quand  il  est  amené  dans  la  position  où.  il  a  ses 
l^re  sommets  en  ligne  droite. 
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La  même  méthode  de  recherche  peut  être  étendue  aux  polygonei 
d'ua  nombre  pair  quelconque  de  côtés.  Supposons  qu'un  polygoni 
de  a  71  côtés  Ai  A«,  . .  •,  At«.iAi„  soit  circonscrit  à  un  cercle,  et,  pouj 
fixer  les  idées,  admettons  qu'il  est  convexe  et  que  le  cercle  inscrii 
est  à  l'intérieur  de  ce  polygone.  Alors  la  somme  des  côtés  de  ran^ 
pair  est  égale  à  celle  des  côtés  de  rang  impair.  La  somme  des  angle: 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  ]es  côtés  de  rang  impair  est  égali 
à  ir.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ce  polygone  peut  être  déformé  di 
manière  à  rester  toujours  circonscriptible  à  un  cercle,  et  de  trouve' 
le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  lorsqu'on  suppose  que  deux  som- 
mets consécutifs,  par  exemple  Ai  et  Ai,  soient  fixes. 

Désignons  par  ai,  a*, . .  .,âs„  les  côtés  A|  At^AtAs, .  •  .,AtAA 
du  polygone,  et  soient  ^i,  t^,  •  •  •  )^sn  l^s  tangentes  menées  des  diffé- 
rents sommets  du  polygone  au  cercle  inscrit.  On  aura 

Ces  2/1  équations  se  réduisent  à  a/i  —  i ,  car,  en  les  ajoutant  de  deur 
en  deux,  on  trouve 

/^i  -h  ^j  -f-  .  .  .  H-  /jrt  =  /ï|  -f-  /I3  -i-  .  .  .  H-  ^in-i  =  rtj  -h  <Î4  H- .  .  .  -f-  rt„, 

et  ces  deux  équations  donnent  la  relation  nécessaire 

<ït  -h  .  .  .  -f-  «în- 1  =:  «j  -4-  «I  H-  .  .  .  -h  flj^, 

et  se  réduisent  à  une  seule,  contenant  les  quantités  t.  Mais,  si  le:^ 
équations  ne  définissent  pas  complètement  les  tangentes  t,  il  es* 
aisé  de  reconnaître  qu'elles  font  connaître  la  somme  de  deux  tan- 
gentes quelconques  dont  les  indices  ont  des  parités  différentes.  On 
a,  par  exemple, 

h  étant  plus  grand  que  /r,  et 

/  étant  plus  grand  que  //. 

Cela  posé,  considérons  les  triangips  ayant  pour  sommet  commun 


I 


: 
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leceDtreO  (/!^.  4)  ^u  cercle  inscrit  au  polygone  et  poar  bases  les 
côtés  de  rang  impair  Asi.i  Aw  Faisons  tourner  l'un  quelconque 
d'entre  eux  dans  son  plan  autour  du  point  O  juscju'à  ce  que 
Ati.i  Ay  vieane  se  placer  sur  le  premier  côté  A|  A,.  Alors  les  som- 


Fig.  4. 


Al    k'ik-i  B,       k'tt       4. 

i 

I      mets  viennent  occuper  des  positions  A',^_j  A'^^^  ^^  ^'^^  ^ 
^  par  conséquent, 

EoTertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  les  seconds  membres  de 
^  équations  ne  dépendent  que  des  longueurs  des  côtés,  et,  par  con- 
*^ent,  les  positions  des  points  A'*  seront  fixes  et  connues  dès  que 
*  ©n  connaîtra  les  longueurs  des  côtés  du  polygone. 

D  est  à  remarquer  que  la  ligne  Ai  Ai  A3  • .  •  A^^Ai  peut  être 
^nsidérée  comme  uu  polygone  aplati  qui  est  une  position  limite 
^  polygone  proposé  quand  celui-ci  se  déforme  et  que  ses  sommets 
tiennent  se  placer  en  ligne  droite. 

Les  angles   Aj^_jOA',^    sont   évidemment    égaux    aux    angles 
Aji.,OA,x  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  côtés  de  rang  im- 
pair du  polygone  proposé,  et  Ton  peut  dire  par  conséquent  que  le 
point  0  jouit  de  la  propriété  suivante  :  La  somme  des  angles  sous 
l^scjuels  on   voit   de  ce  point  les  n  segments  Ai  Ai,  AJAJ, ..., 
j»-i^'i»  cs^  égale  à  tt.  Je  dis  que,  réciproquement,  si  Ton  a  trouvé 
^û  point  0  jouissant  de  cette  propriété,  on  pourra  circonscrire  au 
^e  de  centre  O  tangent  à  A|  Ai  un  polygoue  dont  les  côtés  seront 


î"în' 
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En  effet,  joignons  ce  point  O  aux  points  A],  As, ... ,  A^, . . . ,  A 
nous  formons  ainsi  un  triangles  OAj  As^OA^As, . .  .^OA',^ 
La  somme  des  angles  en  O  de  ces  triangles  est  la  même  pour 
triangles  de  rang  pair  que  pour  les  triangles  de  rang  impair, 
somme  totale  de  ces  angles  est  donc  égale  à  2  7r.  Remarquons  s< 
lement  que  le  sens  des  angles  aux  sommets  Ax.j,  OAji  est  différ 
pour  des  triangles  dont  des  rangs  ont  des  parités  différentes.  P< 
supprimer  cette  distinction,  faisons  tourner  tous  les  triangles 
rang  pair  de  iSo**  autour  d'un  de  leurs  côtés  passant  en  O.  Al 
nous  aurons  une  suite  de  a /z  triangles  tels  que  :  i^  tous  les  an{ 
enO  aient  le  même  sens  de  rotation  ;  a^  que  la  somme  de  ces  anj 
soit  égale  à  â7i  ^  3^  que  les  bases  de  ces  triangles  soient  a^,  a^,  • 
a^n  et  que  les  hauteurs  soient  toutes  égales  ^  4^  que  le  premier  c 
de  chaque  triangle  soit  égal  au  second  côté  du  triangle  précède 
On  pourra  donc,  en  faisant  tourner  ces  triangles  autour  de  O  d 
leur  plan,  les  assembler  de  telle  manière  que  chaque  premier  c 
de  Tun  des  triangles  coïncide  avec  le  dernier  du  triangle  précède 
et  l'on  formera  ainsi  un  polygone  fermé  de  côtés  a^,  ^t,  • .  •, 
inscrit  à  un  cercle  de  centre  O. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion  qu'on  peut 
former  le  polygone  de  telle  manière  qu'il  ne  cesse  pas  d'être  U 
gent  à  un  cercle,  et,  pour  obtenir  le  lieu  du  centre  du  cer 
inscrit  quand  deux  sommets  consécutifs  du  polygone  restent  fîx 
nous  sommes  ramenés  à  la  question  suivante  : 

Trousser  la  courbe  lieu  des  points  d'où  l'on  voitp  segments  < 
terminés  sur  une  ligne  droite  sous  des  angles  dont  la  somme 
égale  an  ou  est  un  multiple  de  r.. 

De  telles  courbes  sont  des  cas  particuliers  de  celles  que  j'ai  ce 
sidérées  dans  mon  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  coun 
et  de  surfaces  algébriques,  page  y 4-  Voici  comment  on  jwut  c 
tenir  leur  équation. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  contient  les  segments 
pour  axe  des ^  une  perpendiculaire.  Désignons  par  a^^  jB^  les  i 
scisses  des  extrémités  du  A**™*^  segment,  et  posons,  pour  abrég 


-'  — 


3  =  .r  -+-  >  y  —  I ,      z  zzi.  .r  —  >  y  —  i 
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Si  V^estrauglc  sous  lequel  on  voit  du  point  xy  le  segment  («if^i), 
OD  troavera  facilement 

^v»vCï  __  (3~13|)(3^-«|) 

et  par  conséquent,  en  posant 

S=V,H-...  -^V^, 
f[z]=  (5— «,)... (2  — a^), 

on  aura 

^./r;_y(^)/(g'). 

Sdevantètrc  égal  a  un  multiple  de  tt,  l'équation  devient 

/(^)""/(^r 

et  elle  se  réduit  au  degré/; — 1  après  la  suppression  du  facteur 
•-z'.  Donc,  pour  «in  polygone  de  degré  a/i,  le  lieu  du  centre  du 
œrcle  inscrit  est  une  courbe  de  degré  2/1  —  a,  ce  qui  est  bien 
d accord  avec  le  résultat  obtenu  pour  le  quadrilatère. 

L^  propriétés  générales  des  cocu'bes  que  nous  rencontrons,  et 
<pi  ont  été  étudiées  dansTOuvrage  cité,  trouvent  ici  leur  application. 
tn  effet,  l'équation  de  la  courbe  cherchée  peut  aussi  s'écrire 

apposons  À  et  /x  réels  et  posons 

?•{')- — TTî — ' 


1  -f-  p 

"ous  pourrons  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 


yi(g)_y»(^') 


/ 
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toute  semblable  à  la  première.  La  courbe  proposée  [)eut  don* 
définie  de  la  même  manière  avec  une  infinité  de  systèmes  diiTé 
de  segments,  puisqu'on  peut  choisir  arbitrairement  "ket  [x.  1 
fira  que  },  et  fx  satisfassent  à  certaines  inégalités,  par  exe 
soient  très- grands  ou  très-petits,  pour  que  les  équations 

aieut  leurs  racines  réelles  comme  les  précédentes 

/(2)  =  0,       f{z)  =  0. 

Je  me  contenterai  de  ces  indications  et  je  n'examinerai  pai 
plus  les  polygones  qui  sont  circonscrits  à  des  cercles,  mais  de 
manière  que  les  points  de  contact  des  côtés  soient  sur  leurs  pr 
gements.  Les  résultats  sont  identiques  à  ceux  qui  précèdent 
signes  seuls  de  certains  côtés  sont  changés  dans  la  relation 

«I  -h  «t  4-  ...  -h  ^SH—i  =  <lj  4-  «4  -f-  .  .  .  -h a^H» 
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THER  (S.).   —  StUDIEN  ZCR  GeSCHICHTB  DER   lIATnEllATISCHEN  UND   PIIY- 

(aiscHEN  Geograpuie.  3'  fascicule.  Halle,  1878.  In-8°,  87  pages  ('). 

e  troisième  Mémoire  de  M.  Gûnlher  sur  Thistoirc  de  la  Géo- 
fhie  mathématique  et  physique  forme  le  Chapitre  IV  de  ces 
erçhes  d'érudition.  Il  traite  en  particulier  d'une  question  qui 
rencontrée  incidemment  dans  le  cours  des  précédents 
loires. 

lAp.  rV.  —  Hypothèses  anciennes  et  modernes,  relatives 
Rangement  chronique  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous 
luence  de  la  niasse  des  eaux.  (  1 29-2 1 5,  1 2  figures.  ) 

1  découverte  des  écrits  d'Archimède  avait  permis  de  concevoir 
îmenl  la  notion  du  centre  de  masse  d'un  corps  et  Texistence 
centre  de  gravité  unique  et  invariable  dans  un  système  formé 
oints  matériels  liés  entre  eux.  On  arriva  bientôt  à  reconnaître 
les  divers  phénomènes  naturels,  comme  la  chute  d'une  pierre, 
tation  de  la  surface  des  eaux  sous  l'influence  du  vent,  dépla- 
ît nécessairement  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  de  sa  posi- 
primitive  et  devaient  modifier  sa  situation  relativement  à  trois 
tixes  dans  l'espace.  Il  est  vrai  que  de  telles  influences  ne  pro- 
ent  pas  de  variations  sensibles,  mais  il  en  est  d'autres  qui 
Taient  amener  des  modiflcations  notables,  comme  le  retour  à 
îpoquiîs  glaciaires  et  à  des  changements  de  climat,  pour  l'ex- 
ition  desquels  les  premiers  géologues  n'ont  pas  hésité  à  ad- 
jre  des  variations  brusques  dans  la  position  de  Taxe  de  la 
•e,  des  éruptions  volcaniques,  la  rencontre  d'autres  corps  cé- 
îset  diverses  causes  surnaturelles.  Nous  ne  suivrons  pas  les 
oguesdans  leurs  conceptions  plus  ou  moins  justifiées,  et  il  ne 
Kjuestion  ici  que  de  la  Terre,  considérée  comme  une  sphère  et 
Me  comme  un  ellipsoïde  à  trois  axes  principaux,  dont  l'un  sera 
te  de  rotation  actuel.  Nous  allons  voir  qu'il  a  existé  de  tout 
ops  des  hommes  qui  ont  attribué  à  la  masse  liquide  une  in- 

^')^^^^BuUetin,  II,.  410  «1437. 

^'^^' d^s  Sciences  mathém.,  r  Scrip,  t.  III.  (Mars  1879.;  ^ 
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llueuce  perturbatrice  sur  la  position  du  centre  de  gra\ilé  matlu 
matique  du  globe.  Le  développement  historique  de  cette  doctrii 
fait  l'objet  de  ce  troisième  Mémoire,  dont  nous  allons  indiquer  1< 
principaux  passages. 

Le  mérite  d'avoir  exprimé  pour  la  première  fois  et  avec  toute  1 
netteté  désirable  la  sphéricité  de  la  Terre  et  d'avoir  cherché  à  t 
établir  des  preuves  appartient  au  philosophe  de  Stagyre;  mais 
est  a  observer  que  longtemps  avant  Âristotc  s'était  développ< 
une  doctrine  semblable  à  celle  que  nous  traitons,  et  qui  admettai 
comme  hypothèse  nécessaire,  que  la  Terre  est  ronde  ou  aumoii 
limitée  de  toutes  parts.  Hippocrate  a  bien  compris  que  les  inégj 
lités  de  la  surface  terrestre  n'exercent  plus  d'influence,  mais 
parait  n'avoir  pas  eu  l'idée  que  les  variations  qu'éprouve  le  nivea 
des  mers  modifient  nécessairement  le  centre  de  gravité  de  lei 
masse  près  de  la  surface  du  globe.  Cette  hypothèse  originale  sembl 
s'être  présentée  à  l'esprit  d'Hérodote.  Dans  son  Euterpe  (Livre  H] 
le  célèbre  historien  demande  la  vraie  cause  des  crues  qui  s'ol 
servent  tous  les  ans  dans  le  Nil  avec  une  si  grande  régularité.  1 
dit  qu'il  en  connaît  trois  explications  : 

Ou  bien  un  refoulement  des  eaux  par  des    coiu*ants  de  vent 


etesiens; 


Ou  bien  l'influence  de  l'Océan  qui  entoure  la  totalité  du  gloln 
et  donne  naissance  au  fleuve  du  Nil  \ 

Ou  enfin  la  fonte  de  grandes  masses  de  neige  amoncelées  ei 
Ethiopie. 

Il  examine  chacune  de  ces  hypothèses  et  en  discute  le  degré  4 
vraisemblance  et  de  probabilité. 

«  En  hiver  »,  dit-îl,  «  la  violence  des  tempêtes  rejette  le  Solei 
hors  de  son  orbite  véritable  et  le  dirige  vers  la  Libye.  Lorsque  1< 
Soleil  parcourt  ce  pays,  il  y  produit  le  même  efl'et  qu'il  a  coutum' 
de  produire  en  été  quand  il  passe  par  le  milieu  du  ciel,  c'est-à-dir 
qu'il  attire  les  vapeurs  à  lui  et  les  repousse  ensuite  vers  les  lieu 
élevés,  où  les  vents,  les  ayant  reçues,  les  dispersent  et  les  fondent 

»  Lorsque  l'hiver  est  adouci,  le  Soleil  retourne  au  milieu  à 
ciel  et  de  là  attire  également  les  vapeurs  de  tous  les  fleuves.  Jui 
qu'alors  ils  augmentent  considérablement,  à  cause  des  pluies  doi 
la  terre  est  arrosée  et  qui  forment  des  torrents  5  mais  ils  d< 
viennent  faibles  en  été,  parce  que  les  pluies  leur  manquent  et  qi 
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Je  Soleil  allire  une  partie  de  leurs  eaux.  11  n'en  est  pas  de  même 
do  Ail  :  comme  en  hiver  il  est  dépourvu  des  eaux  de  pluie,  et  que 
le  Soleil  en  élève  des  vapeurs,  c'est  avec  raison  la  seule  rivière 
dont  les  eaux  soient  beaucoup  plus  basses  en  cette  saison  qu'en 
été.  Le  Soleil  l'attire  de  même  que  tous  les  autres  fleuves,  mais 
l'hiver  il  est  le  seul  que  cet  astre  mette  a  contribution  ^  c'est  pom*- 
qaoi  je  regarde  le  Soleil  comme  la  cause  de  ces  effets. 

»  Si  Tordre  des  saisons  et  la  position  du  ciel  venaient  à  chan- 
ger, de  manière  que  le  nord  prit  la  place  du  sud,  et  le  sud  celle 
du  nord,  alors  le  Soleil,  chassé  du  milieu  du  ciel  par  Thiver,  pren- 
drait sans  doute  son  cours  par  la  partie  supérieure  de  l'Europe, 
comme  il  le  fait  aujourd'hui  par  le  haut  de  la  Libye,  et  je  pense 
qaen  traversant  ainsi  toute  l'Europe  il  agirait  sur  l'Ister  (le 
Danube)  comme  il  agit  actuellement  sur  le  JNil.   » 

Parmi  les  Ouvrages  d'Archimède,  il  en  est  un  célèbre  qui  ne  nous 
est  parvenu  que  fort  tard  et  sous  une  traduction  arabe  qui  laissait 
beaucoup  à  désirer.  Cet  Ouvrage  est  le  Livre  Des  corps  qui  sont 
portés  sur  un  fluide,  Varenius  y  a  remarqué,  le  premier,  qu'Archî- 
mède  affirme  clairement  que  la  surface  de  l'Océan  doit  être  égale- 
ment distante  d'un  point  déterminé  et  que  le  centre  de  cette  sur- 
face sphérique  doit  être  le  même  que  celui  du  globe  terrestre. 

Les  contemporains  d'Archimède  paraissent  avoir  été  moins  pé- 
nétrés de  cette  vérité.  Cependant  Strabon  adresse  de  vifs  reproches 
iEratosthène,  parce  que  ce  mathématicien  de  vocation  a  perdu  de 
vue  cette  règle  fondamentale  et  a  pensé  que  certaines  parties  de  la 
Méditerranée  ne  se  trouvent  point  au  même  niveau.  Il  parait  qu'un 
tiTellement  de  l'isthme  de  Corinthe,  exécuté  sous  Démétrius  Po- 
liorcète, avait  conduit  à  ce  résultat,  que  le  golfe  deJNaupacte  (région 
ooest  de  l'isthme)  était  k  un  niveau  inférieur  à  celui  du  golfe 
dclgine  (région  est).  11  semble  qu'Eratosthène,  qui  devinait  en 
l'oasis  d'Ammon  le  lit  d*une  ancienne  mer,  avait  conçu  la  notion 
paradoxale  de  variations  du  niveau  des  mers,  afin  de  donner  une 
base  théorique  à  des  résultats  de  recherches  géognosiques  et  pa- 
léontologiques  faites  par  lui.  En  revanche,  Strabon  a  admis  que 
lister  établit  une  communication  entre  la  mer  Noire  et  la  mer 

Adriatique^  et  il  a  ainsi  patronné  cette  malheureuse  erreur  géogra- 

pUque  du  canal  océanique,  qui  donne  aux  Cartes  du  moyen  âge 

an  aspect  si  désagréable. 
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Strabon  pouvait  donc  avec  raison  blâmer  Eratostbëne  et  Hi: 
parque  à  cause  de  leurs  méprises;  mais  nous  devons,  d'un  aut 
coté,  reconnailre  que  sa  propre  argumentation  n'était  pas  du  lo 
exacte  et  qu'elle  ne  fournissait  pas  moins  une  suite  de  sophism 
comme  origine  et  comme  résultat. 

Les  théories  des  philosophes  grecs  ne  furent  pas  essentiel lemei 
moditiées  ni  perfectionnées  par  les  naturalistes  romains.  Pline  i 
s'est  occupé  qu'incidemment  de  la  sphéricité  de  la  Terre.  U  ne 
est  pas  de  même;  de  Sénèque,  dont  les  idées  accusent  un  caractèi 
d'originalité  mieux  marqué.  Sénèque  saisit  parfaitement  l'impoi 
tance  de  l'eau  comme  mécanisme  puissant  de  la  conGguration si 
perlicielle  de  notre  planète.  Il  s'est  prononcé  avec  netteté  pour) 
théorie  de  la  constance  de  la  sphéricité  géométrique  sous  riniluenc 
des  causes  ordinaires.  Dans  les  Questions  naturelles,  il  exisi 
toute  une  série  d'explications  ayant  pour  objet  de  démontrer  com 
ment  il  peut  se  faire  que,  malgré  la  multiplicité  des  phénomène: 
la  masse  de  l'eau  des  mers  puisse  demeurer  toujours  égale  et  coi 
server  la  même  répartition. 

Séuè(jue  se  livre  toutefois  à  une  seule  digression  très-impor 
tante,  dont  Nehring  a  dépeint  le  caractère  dans  les  termes  sui 
vants  :  a  De  temps  à  autre  a  dû  certainement  arriver  une  augmei 
tation  générale  et  extraordinaire  du  niveau  de  la  mer,  résultani 
par  exemple,  de  vagues  diluviennes  qui  surviennent  avec  un 
grande  régularité  au  terme  de  longues  périodes  géologiques  c 
produisent  de  grandes  variations  dans  la  forme  superGcielle  d 
notre  planète.  »  Sénèque  fait  évidemment  allusion  à  ces  épouvan 
tables  cataclysmes  dont  les  découvertes  paléontologiques  de  Cuvic 
et  d'Agassiz  nous  ont  donné  la  preuve,  et  qui  confirment  la  varia 
tion  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous  l'influence  d'une  de 
constellations  connues,  ou,  pour  employer  uu  langage  plus  me 
derne,  le  déplacement  continu  du  centre  de  la  Terre  dans  le  coui 
des  siècles,  car,  suivant  Sénèque,  il  n'y  a  qu'un  événement  cos 
mique,  et  non  simplement  terrestre,  qui  puisse  donner  naissance 
des  conséquences  aussi  étendues.  «  Ainsi  le  monde,  à  son  origine 
contenait  également  et  le  Soleil,  et  la  Lune,  et  le  cercle  des  révc 
lutions  sidérales,  et  les  animaux  encore  à  naitre,  et  les  principe 
de  toutes  les  révolutions  du  globe.  Parmi  ces  principes  figure  I 
délqge,  qui,  comme  l'hiver  et  l'été,  n'a  lieu  qu'en  vertu  d'une  d^ 
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lois  du  nioude.  Ne  donnez  donc  pas  pour  cause  a  cette  destruction 
la  pluie  :  la  pluie  y  contribuera;  l'irruption  de  la  mer  :  cette  ir- 
ruption y  contribuera  ;  les  tremblements  de  terre  :  ces  commotions 
j  contribueront.  La  nature  s'aidera  de  tout  pour  accomplir  ses 
décrets.  » 

Les  autres  écrivains  latins  ne  donneraient  pas  beaucoup  de  ren- 
seignements. Terentius  Varro,  le  premier,  a  nettement  parlé  d'un 
aplatissement  de  la  Terre;  mais  il  est  à  croire  qu'il  ne  l'entendait 
point  dans  le  sens  que  l'on  donne  aujourd'hui  à  cette  notion  et 
iju'il  s'agissait  plutôt  d'un  renflement  équatorial  de  l'Océan,  tandis 
)ue  les  eaux  abandonneraient  en  partie  les  deux  pôles. 

L'obscure  période  de  la  Cosmographie  patristique  ne  nous  offre 
rien  d'intéressant  ni  de  précis.  11  faut  arriver  pour  cela  jusqu'à  la 
seconde  moitié  du  moyen  âge,  vers  les  xii*  et  xiu*  siècles,  époque 
à  laquelle  les  doctrines  de  la  Scolas tique  commencèrent  à  faire 
place  à  des  notions  plus  exactes. 

Dans  son  Traité  des  météores,  Albert  le  Grand  dit  qu'une  par- 
tie changeante  des  continents  disparait  sous  les  eaux  et  que  d'autres 
parties  s'élèvent  à  leur  tour.  Il  ne  s'agit  ici  évidemment  que  des 
oscillations  du  niveau  de  la  mer,  et  l'auteur  n'a  pas  songé  à  un  vé- 
ritable changement  du  centre  de  gravité  du  globe,  puisqu'il  affirme 
nettement  qu'une  dépression  de  l'eau  en  un  point  correspond  à 
uoe  intumescence  au  point  diamétralement  opposé. 

R(^er  Bacon  se  borne  à  savoir  que  l'eau  et  les  continents  ne 
orment  qu'un  tout  sphéroïdal.  Un  passage  de  ses  écrits  semble- 
■ait  devoir  donner  lieu  à  une  interprétation  spéciale,  qui  pourrait 
«pendant  ne  pas  corroborer  certain  sophisme  adopté  au  siècle  sui- 
ani.  Pierre  d'Ailly,  son  commentateur,  dit  en  elîet  que  «  Teau 
onne  un  bras  de  mer  entre  les  deux  pôles,  et  s'étend  depuis  la 
imite  de  l'Espagne  jusqu'aux  Indes,  sans  occuper  une  grande  lar- 
;eur,  de  sorte  que  le  commencement  de  l'Inde  pourrait  être  au  delà 
lu  milieu  du  cercle  équiuoxial,  sous  la  terre,  et  toucherait  certai- 
nement aux  confins  de  l'Espagne.  »  Ce  courant  à  double  sens  qu(; 
lefrait  suivre  l'eau  pourrait  bien  se  rapporter  à  un  bourrelet  de 
aialîère  fluide  s'élendaut  le  long  de  l'équateur,  sans  exercer  la 
moindre  influence  sur  la  position  du  centre  de  gravité  du  globe. 
Peut-être  s'agirait-il  encore  de  l'aplatissement,  tel  que  Varro  l'avait 
conçu. 
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•  Cutiiinciitaiit  un  passage  d'Arîstote  relatif  à  la  forme  que  Joi 
prendre  uue  masse  fluide  abandonnée  a  elle-même,  Thomas  d'Âquii 
reconnaît  que  l'eau,  à  la  surface  du  globe,  gagne  toujours  les  par 
lies  concaves,  c'est-à-dire  plus  rapprochées  du  centre.  Il  examini 
les  conséquences  de  cette  observation  et  conclut  a  la  nécessité 
d'adopter  deux  hypothèses  diflérentes  :  «  La  première  est  »,  dit-il 
((  que  l'eau  est  aussi  naturellement  pesante;  elle  s'écoule,  naltirel 
lement,  toujours  vers  la  région  plus  concave  ou  plus  basse.  Un< 
autre  hypothèse  est  que  cette  partie  plus  concave  et  plus  basse  es 
aussi  plus  voisine  du  centre  du  monde.  »  Ainsi  la  Terre  ne  pea 
être  plane.  Sa  forme  doit  être  sphérique,  et  les  divers  élément 
sont  rangés  dans  leur  ordre  normal,  suivant  des  sphères  concen 
triques,  dont  la  Terre  occupe  le  centre.  Les  autres  éléments, l'eau 
l'air  et  le  feu,  entourent  le  noyau  solide.  Nous  retrouvons  ici I 
théorie  exposée  à  propos  de  Moïse  ben  Maimoun. 

Nous  pouvons  ranger,  parmi  les  anciens  écrivains  scolastiques 
Vincent  de  Beau  vais,  dans  l'Encyclopédie  duquel  on  trouve  un 
élégante  interprétation  de  théories  exactes  des  anciennes  autoritéî 
en  même  tenips  que  les  premières  traces  d'erreurs  qui  s'accred 
tèrent  dans  la  suite. 

Hipparque  avait  déjà,  comme  on  sait,  évalué  assez  exaclemei 
l'excentricité  de  Torbite  apparente  du  Soleil,  et  tous  ses  comme! 
tateurs  avaient  adopté  ses  démonstrations  et  les  conséquences  q 
en  découlaient,  relativement  à  la  connaissance  de  la  Géograph 
Les  Grecs  ne  pressentirent  pas  en  quoi  cette  circonstance  pouv 
produire  une  influence  physique  importante;  mais  on  la  troi 
étudiée  par  les  Arabes,  qui  l'ont  intimement  rattachée  à  i'hy 
thèse  d'une  action  attractive  exercée  par  le  Soleil  et  semblabl 
celle  qu'admettait  Hérodote  pour  l'explication  des  crues  du  ? 
On  a  pu  en  voir  déjà  une  trace  dans  le  deuxième  de  ces  Mémoii 
à  propos  de  Schems  Eddin  de  Damas,  qui,  en  etiet,  s'exprime 
ces  termes  :  «  Le  Soleil  se  meut  autour  de  son  propre  centre, 
n'est  pas  le  centre  de  la  Terre,  ainsi  qu'à  son  périgée  il  s'appro 
d'une  partie  de  la  Terre,  la  partie  méridionale,  en  s'éloignai 
son  apogée  de  l'autre,  la  partie  septentrionale,  qui  devient  te 
ferme  et  élevée,  puisque  les  eaux  sont  attirées  par  le  Soleil  ver 
partie  méridionale  en  se  retirant  de  la  partie  septentrionale.  y> 
Nous  ne  faisons  que  signaler  cette  assertion  de  Schems  Edd 
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le  commentaire  de  R.  Wolf  et  un  passage  de  Kazouinî,  pour  arri- 
?er  aux  théories  de  Masudi.  Masudi  parait  avoir  été  Tun  des  pre- 
miers savants  du  moyen  âge  qui  revint  à  une  doctrine  de  Tancienne 
Géographie,  presque  oubliée  à  cette  époque.  Suivant  cette  doctrine, 
i     II  terre  ferme  ne  présenterait  pas  une  courbure  régulière  et  conti- 
j     nae,  mais  offirirait,  dans  une  direction  déterminée,  un  renflement 
i     semblable  k  celui  d'une  coupe,  d'une  cloche  ou  d'une  timbale. 
[.        Nous  avons  remarqué,  au  début  même  de  ce  Mémoire,  une  no- 
tion géographique  analogue ,  à  propos  d'un  passage  d'Hippocrate. 
D'ailleurs,  au  témoignage  d'Alexandre  de  Humboldt,  Eratosthène  et 
Poljbe  présumaient  aussi  que  la  Terre  s'élève  en  bourrelet  dans 
le  Toisinage  de  l'équateur. 

D'ignorants  commentateurs  propagèrent  encore  cette  doctrine 
parmi  les  théosophes  de  la  première  époque  byzantine.  Ce  renfle- 
ment équatorial  passa  bientôt  pour  être  la  ligne  de  séparation  entre 
les  contrées  habitables  et  la  région  mystérieuse,  inaccessible  à 
llioDune,  désignée  sous  le  nom  de  Terra  incognita. 

Un  voyageur  qui  à  cette  époque  se  rendit  célèbre  par  le  talent 
et  l'exactitude  de  ses  observations  contribua,  sans  le  vouloir,  à 
l'aflermissement  d'une  erreur  accréditée  a  priori.  C'est  ainsi  que, 
dans  la  relation  du  voyage  que  Ruysbroek  (Guil.  de  Rubruquis) 
avait  fait  à  la  résidence  du  grand  khan  de  Mongolie,  nous  trouvons 
le  passage  suivant  :  <c  A  dater  de  notre  arrivée  à  la  cour  du  khan 
suprême  Mangu,  il  n'alla  que  deux  fois  vers  les  contrées  méridio- 
nales, d'où  il  commença  à  retourner  vei*s  le  nord,  c'est-à-dire  vers 
Caracarum.  Durant  tout  ce  voyage,  j'ai  principalement  porté  mon 
attention  sur  un  fait  que  m'avait  signalé  comme  très-digne  de 
remarque  le  seigneur  Baudouin  de  Haiuaut,  avant  mon  départ  de 
Constantinople  :  c'est  que  l'on  allait  toujours  en  montant  et  jamais 
en  descendant.  Et,  en  efl^et,  tous  les  cours  d'eau  venaient  de  l'orient 
vers  l'occident,  soit  directement,  soit  indirectement,  c'est-à-dire 
obliquant  vers  le  midi  ou  vers  le  nord.  » 

Ruysbroek  ne  pouvait  se  méprendre  sur  une  observation  per- 
lonnelle,  qu'il  traduisait  fidèlement.  Mais  il  fallait  aussi  compter 
»tec  des  idées  moins  conformes  à  l'expérience,  de  véritables  pré- 
jugés, suivant  lesquels  la  terre  ferme,  au  lieu  d'être  sphéroïdique, 
surgissait  à  pic  du  sein  des  mers. 
Ainsi  que  l'a  établi  Santarem  dans  une  étude  très-consciencieuse, 
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le  mythe  d'un  paradis  sîlué  sur  uotrc  globe  avait  éprouvé  succes- 
sivement diverses  transformations.  Placé  d'abord,  par  Honoriui 
d'Aulun,  à  rextrémité  orientale  des  continents  connus,  il  étal 
devenu  ensuite  la  sainte  montagne  d'Aryn,  dans  laquelle  on  pour- 
rait bien  retrouver  un  souvenir  du  Meru  des  fables  hindoues,  pui 
la  montagne  gigantesque  dont  Cosmas  Indicopleustès  admettai 
l'existence  au  milieu  du  haut  plateau  asiatique.  Telle  a  dû  ètn 
l'origine  de  l'hypothèse  d'un  bourrelet  fluide  formant  une  mon 
tagne  semblable  sur  la  région  opposée. 

N'adoptant  pas  la  théorie  qui  avait  généralement  cours  à  cetl 
époque,  plusieurs  savants  n'hésitèrent  pas  à  affirmer  que  la  surfac 
recouverte  par  les  eaux  est  notablement  supérieure  à  celle  des  conti 
nents.  D'autres  philosophes,  comme  Albert  le  Grand,  étaient  dis 
posés  à  placer  sur  l'hémisphère  sud  des  régions  partiellement  habi 
tables,  mais  séparées  du  reste  des  continents  par  d'immenses  nappe 
d'eau.  En  un  mot,  l'ancien  Océan  d'Homère  trouvait  encore  de 
partisans^  on  lui  supposait  une  continuité  parfaite,  et,  puisque! 
sphéricité  était  modifiée  par  la  répartition  des  continents  et  de 
mers,  il  n'était  plus  nécessaire  d'admettre  l'invariabilité  dan 
l'équilibre  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  croyait  avoir  conclu,  d 
mesures  directes ,  un  continuel  accroissement  du  niveau  de  1 
Méditerranée  par  rapport  à  celui  de  l'Océan.  Saint  Ambroise  e 
saint  Basile  enseignèrent  cette  théorie,  dont  la  substance  se  trouv 
dans  les  écrits  du  cosmograplie  arabe  Edrisi. 

On  peut  résumer  ainsi  qu'il  suit  les  faits  qui  se  rapportent 
cet  ordre  d'idées,  que  l'ensemble  de  Teau  et  de  Ja  terre  réuni< 
forme  simplement  des  anneaux  sphériques  concentriques  l'un  avi 
l'autre  : 

I**  L'hypothèse  fondamentale  que  l'élément  de  l'eau,  comu 
déjà  l'indiquent  les  gouttes  qui  tombent  du  feuillage  des  arbr< 
doit  prendre  la  forme  d'une  sphère  parfaite^ 

1^  L'hypothèse,  qui  eut  cours  déjà  chez  les  Grecs  et  fut  pi 
tard  développée  par  les  Arabes,  que  les  astres  attirent  à  eux  l'c 
et  déterminent  une  précipitation  générale  à  torrents  de  cette  d< 
nière  vers  un  centre*, 

3°  L'erreur  géographique  que  la  terre  ferme  s'élève  démesui 
ment  au-dessus  de  l'enveloppe  fluide. 

Les   développements   qui   précèdent  suffisent   pour  donner 
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euve  qne,  vers  le  milieu  du  xiu"  siècle,  Tancieune  opinion  d'Aris- 
te  et  des  scolasticiens  pesait  sur  Tesprit  du  temps. 
On  a  découvert  et  publié  récemment,  d'après  les  manuscrits 
s  bibliothèques  de  Paris,  un  Ouvrage  intitulé  Li  Livres  du 
resor,  composé  par  le  Florentin  Brune tto  Latini  dans  le  cours 
'  la  seconde  moitié  du  xiii"  siècle.  L'auteiir  y  traite  la  question 
;  savoir  ce  comment  li  mondes  est  reons  et  comment  li  élément 
m  établi  ».  Sa  réponse  est  ainsi  formulée  :  a  En  ce  fu  nature 
en  porveauz  quant  elle  fist  Torbem  tout  reont;  car  nul  chose  ne 
lel  eslre  si  fermement  serrée  en  soi  meisme  comme  celé  qui  est 
onde.  Raisons  comment  :  regardez  ces  charpentiers  qui  font  ces 
niaus  et  ces  cuves  ;  car  il  ne  les  porroicnl  en  nule  manière  fermer 
i?  joindre,  se  par  reondece  non  neis  une  volte,  quant  on  la  fait  en 
ae  maison  ou  un  pont,  côvient  il  que  il  soit  fermez  par  sa  reon- 
!ce,  non  mie  par  lonc  ne  par  lé,  ne  en  nule  autre  forme.  )>  Ainsi, 
atini  a  admis  que  la  nature  prévoyante  a  donné  à  tous  les  éléments 
i  forme  ronde.  Dans  un  autre  passage,  où  il  est  question  a  des 
ûnnes  de  la  terre  et  des  aiguës»,  nous  trouvons  les  réflexions 
mantes  :  «  Sor  la  Terre,  de  cui  li  contes  a  tenu  lonc  parlement, 
it  assise  Taigue,  ce  est  la  mer  greignor  qui  est  appelée  la  mer 
'ceane,  de  cui  toutes  les  autres  mers  et  braz  des  mers  et  flueves  et 
^Dtaines  qui  sont  parmi  la  terre,  issent  et  naissent  premier  et  la 
leisme  retornent  il  a  la  fin.  » 

Les  figures  qui  accompagnent  cette  description  donnent  bien 
DUT  les  éléments  de  l'air  et  du  feu  la  forme  sphérique,  tandis  que 
i  Terre  n'all'ecte  pas  cette  forme  et  se  trouve  inégalement  recou- 
îrte  par  les  eaux  sur  la  région  équatoriale.  L*hypo thèse  du  ren- 
ement  se  trouve  donc,  sinon  exprimée i.  du  moins  admise  en 
rincipe. 

Un  autre  Italien,  Ristoro  d'Arezzo,  a  publié  en  laoa  un  Traité 
ir  la  composition  du  monde,  réédité  en  iSjg  par  E.  Narducci. 
ons  pouvons  y  remarquer  un  témoignage  en  faveur  de  la  théorie 
Imîse  au  moyen  âge,  d'après  laquelle  l'inégale  répartition  des 
ontinents  à  la  surface  du  globe  correspondait  à  Tinégale  distribu- 
ion  des  étoiles  du  firmament.  «  Selon  les  savants  »,  dit  Ristoro,  «  la 
*rre  ferme  occupe  le  quart  de  la  surface  du  globe  ^  les  trois  autres 
parties  restent  recouvertes  par  les  mers.  Les  continents  ont  émergé 
*ous  l'action  d'une  grande  force  qui  a  en  même  temps  assuré  la 
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création  des  planètes  et  des  animaux  qui  habitent  sur  la  Terre.  Les 
continents  recouvrent  principalement  la  partie  du  globe  qui  re- 
garde le  nord  et  qui  correspond  a  la  région  du  ciel  la  plus  con- 
stellée^ ils  se  trouvent  entourés  de  toutes  parts  de  nappes  d*eauqai 
forment  la  mer  Grande,  ou,  suivant  d'autres,  la  mer  Océanique.  » 

Ce  passage  exprime  nettement  Topinion  déjà  énoncée  par  Albert 
le  Grand,  à  savoir  qu^une  partie  relativement  restreinte  du  globe 
terrestre  émerge  seule  du  sein  des  eaux.  Mais  ce  que  le  célèbre 
philosophe  s'est  borné  à  constater,  Ristoro  s'est  appliqué  à  en 
chercher  la  cause  probable. 

Le  passage  suivant  de  son  Traité  oiTre  encore  un  certain  intérêt: 
«  Nous  constatons  que  la  Terre  est  arrosée  dé  ruisseaux,  de  fleuves 
et  d'eau;  celle-ci  coule  à  travers  le  sein  de  la  Terre,  puis  à  la  surface 
du  globe.  Elle  parvient  au  sommet  des  montagnes,  d'où  elle  descend 
ensuite  pour  former  les  ruisseaux,  puis  les  fleuves,  qui,  à  leur  tour, 
s'échangent  l'un  avec  l'autre,  arrosent  la  terre  et  se  jettent  dans  la 
mer.  L'eau  des  rivières  et  des  fleuves  est  douce,  tandis  que  l'eau 
de  mer  est  salée.  Enfin,  pour  achever  la  comparaison,  nous  pou- 
vons dire  que  les  fleuves  s'élèvent  de  la  mer  pour  y  retourner.  » 
Ristoro  affirme  nettement  la  prépondérance  d'énergie  du  ciel  étoOé 
dans  l'hémisphère  boréal.  Il  conclut  en  disant  que,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  toute  l'eau  s'étendrait  sur  le  monde  entier,  mais  qu'elle 
est  actuellement  retenue  par  une  force. 

La  discussion  des  hypothèses  de  Dante  est  développée  avec  beau- 
coup de  soin  dans  ce  Mémoire.  II  nous  serait  diflBcile  de  l'exposer 
sans  l'accompagner,  comme  l'a  fait  M.  Gûnthcr,  de  figures  géomé- 
triques -,  nous  nous  voyons  donc  obligé  d'indiquer  simplement  ici 
les  conclusions  de  cet  examen. 

Dante    considéra  comme  bien  démontré  qu'il  existe  entre  !«* 
continents  et  le  ciel  étoile  un  rapport  intime  qui  oflrirait  quelque 
analogie  avec  la  force  magnétique,  ^ous  ne  pouvons  entrer  ici  dan^ 
le  détail  des  intéressantes  relations  établies,  d'après  Schmidt,  entr^ 
ce  dogme  et  les  théories  admises  à  cette  époque,  relativement  ^ 
rétendue  des  continents.  Ainsi  que  l'on  peut  en  juger  par  le  pre-* 
mier  Mémoire,  toute  la  division  du  globe  terrestre,  telle  que  Dant^ 
l'a  imaginée,  aboutit  à  mettre  en  réquisition,  comme  séjour  mytho^ 
logique  des  âmes,  tout  un  hémisphère,  de  manière  qu'il  ne  rest^ 
du  royaume  terrestre  qu'une  partie  habitable  proportiouncllenieul' 


COMPTES. RENDUS  £T  ANALYSES.  83 

plos  faible.  Tout  cet  ensemble  forme  avec  les  eaux  réunies  un  seul 
corpi  qui  difiere  très^^peu  d'une  sphère  mathématique,  et,  pour 
expliquer  comment  la  Terre  se  trouve  cachée  sous  les  eaux, 
Scbmidt  résume  ainsi  qu'il  suit  les  théories  de  Dante  : 

c  La  cause  de  l'élévation  locale  des  continents  ne  peut  être  la 
Terre  même;  un  mouvement  vers  le  haut  est  contraire  à  la  pesan- 
teur, et  cette  dernière  est  une  propriété  essentielle  de  la  Terre.  De 
même,  on  ne  peut  attribuer  cette  cause  à  l'action  de  l'eau,  car,  si 
elle  recouvrait  uniformément  la  Terre,  elle  exercerait,  en  raison 
de  son  homc^énéité,  une  pression  égale  sur  tous  les  points.  Il  faut 
également  exclure  de  cette  discussion  les  sphères  emboîtées  de  l'air 
et  du  feu  qui  enveloppent  les  précédentes.  )>  Il  reste  donc  à  cher- 
cher en  dehors  de  la  nature  terrestre ,  et,  à  ce  point  de  vue,  l'au- 
teur examine  successivement  les  divers  éléments  célestes  auxquels 
on  pourrait    attribuer   l'élévation  des    continents    au-dessus   de 
rOcéan.  La  Lune  et  les  planètes  ne  sauraient  entrer  en  ligne  de 
compte,  parce  que  leurs  attractions  se  contrarient  et  devraient,  en 
tout  cas,  produire  l'élévation  de  l'eau  sur  la  terre  ferme.  La  hui- 
tième sphère  n'intervient  pas  davantage.  «  Reste  donc,  ainsi  que 
Dante  le  dit  lui-même,  le  ciel  des  fixes,  car  nous  apercevons  des 
différences  de  lumière  et  de  grandeur  des  étoiles,  soit  considérées 
isolément,  soit  groupées  en  constellations  ;  c'est  donc  bien  là  que 
doit  résider  la  cause  cherchée.  »  Et,  justement,  la  seule  zone  qui 
passe  pour  activement  coopérante  est  comprise  entre  l'équateur  et 
le  cercle  polaire  arctique,  trace  évidente  de  rétemelle  théorie  de  la 
lone  inhabitable. 

U  faut  reconnaître  que,  si  toutes  ces  explications  élargissent  le 
cercle  des  idées  du  poète  italien,  elles  n'atteignent  pas  complète^ 
ment  le  but  et  laissent  encore  place  à  bien  des  doutes.  Le  sujet,  on 
levoit,  est  difficile  à  éclaircir. 

Un  passage  de  Robert  de  Lincoln  permet  de  bien  comprendre 
Tinflaence  qui  dirigeait  les  esprits  à  cette  époque.  On  fixe  habi- 
tuellement la  mort  de  cet  homme  en  i353^  mais,  d'un  autre 
coté,  Cantor  a  récemment  prouvé  qu'en  1271  un  maître  anglais^ 
nommé  Robert,  avait  achevé  un  Livre  sur  la  sphère.  Il  nous  parait 
^nc  admissible  que  ce  dernier  Robert  soit  la  même  personne  que  le 

premier:  c'est  d'ailleurs  aussi  l'opinion  de  Santarem,  qui  le  regarde 

comme  contemporain  de  savants  qui  vivaient  du  xiii'  au  xiv"  siècle^ 
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Brunetto  Latini,  Pierre  de  Vienne,  Cecco  d'Ascoli  et  Dante.  Ma 
il  est  inutile  d*insister  davantage  sur  ce  renseignement  biogr. 
phique  plus  ou  moins  controversé.  Robert  prouve  d^abord  que 
feu  renferme  le  principe  de  Tair,  puis  il  ajoute  ceci  :  «  De  niémi 
la  superficie  comprise  entre  klm  et  la  circonférence  nkp  engeiidi 
par  sa  rotation  un  corps  dont  Teau  occupe  le  volume  et  la  situatioi 
En  outre,  le  mouvement  du  demi-cercle  nhp  engendre  une  sphèi 
située  au  milieu  des  deux  corps  précédents.  La  Terre  occupe  lève 
lume  et  la  situation  de  cette  sphère.  Mais,  pour  que  les  animav 
terrestres  fussent  à  même  de  trouver  un  séjour  et  un  support,  l'ea 
a  du  se  rassembler  dans  la  concavité  de  la  Terre  et  la  surface  d< 
continents  a  émergé  en  une  région  déterminée.  Enfin  la  Terr 
avec  les  eaux  qu'elle  renferme,  affecte  la  forme  d'une  sphèi 
unique.  »  Les  figures  qui  se  rapportent  à  cette  description  mai 
quaient  au  texte  de  M.  Gûntlier,  mais  elles  ne  sont  pas  nécessain 
pour  reconnaître  que  Robert  admettait  à  Tintérieur  du  globe  tei 
restre  une  assez  grande  proportion  de  la  masse  des  eaux.  Ce  passa^ 
pourrait  très-bien  s'expliquer  en  admettant,  dans  la  notation  d< 
Hgures,  de  légères  modifications  que  motiverait  Thypothèse  d'erreui 
commises  par  le  copiste. 

Au  surplus,  Zoeckler  a  récemment  expliqué,  d'une  manière  trè 
remarquable ,  comment  la  théologique  subtilité  de  Tidée  as» 
confuse  de  Robert  pouvait  se  concilier  avec  Thypothèse  scientifiqi 
de  l'excentricité  et  même  la  fortifier.  Parlant  de  l'archevêque  esp 
gnol  Paulus  de  Burgos,  mort  en  i435,  il  dit  ce  qui  suit:  «G 
écrivain  fît  grande  sensation  lorsqu'il  développa,  avec  une  érudilic 
mathématique  et  physique,  l'explication  de  la  manière  tout  extr; 
ordinaire  dont  Dieu  a  déclaré  [Gen,,  I,  9)  avoir  effectué  la  séfî 
ration  de  la  terre  et  des  eaux  ou  la  création  de  l'Océan.  Dieu 
rassemblé  en  un  globe  particub'er,  doué  d'un  centre  de  gravi 
distinct,  les  eaux  qui  auparavant  recouvraient  la  totalité  de 
sphère  terrestre.  Les  deux  sphères,  celle  de  la  Terre,  celle  de  l'eai 
sont  restées  depuis  excentriques  vis-à-vis  l'une  de  l'autre,  de  sor 
que  leurs  surfaces  se  recoupent  mutuellement  en  plusieurs  points. 
Cette  digression  cosmologique  a  trouvé  place  dans  un  Ouvrage  qi 
sa  tendance  agressive  dirigeait  contre  les  hypothèses  exégétiqu 
du  franciscain  Nicolas  de  Lyra,  savant  littérateur  qui,  à  plusieu 
égards,  passe  pour  précurseur  de  Luther,  s'il  en  faut  croire 
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dicton  latin  :  Si  Ljra  non  lyrasset,  Lutherus  non  saltasset.   Un 
certain  Matthias  Thorîng  ou  Dorîng  (mieux  sans  doute  Doornik 
00  Tornik),   frère  franciscain  comme  Lyra,  commença  en    i44o 
cette  campagne  contre  rarchevêque  espagnol,  dans  un  pamphlet 
intitulé  Correctorium  corruptoris  Burgensis,  Dans  cet   écrit,  il 
attaque  en  particulier  la  bizarre  hypothèse  du  globe  fluide,  et  il  la 
combat  par  des  arguments  très-serrés,  observant  par  exemple  que, 
«si Ton  admettait,  avec  l'archevêque  espagnol,  un  pareil  déplace- 
ment du  centre  de  gravité  de  cette  sphère  aqueuse,  les  éléments  de 
l'air  et  du  feu  auraient  du  nécessairement  aussi  éprouver  un  dépla- 
cement de  leur  centre,  et,  par  conséquent,  Tunivers  entier  serait 
tombé  dans  la  confusion.  Il  en  serait  de  même  du  déplacement 
supposé  du  centre  de  gravité  de  Teau,  dont  la  nature  serait  entiè- 
rement altérée  ou  plutôt  complètement  anéantie,  puisqu'elle  ne 
^aviterait  plus  vers  le  centre  de  la  Terre,  et  que,  surtout,  sa  nature 
humide  et  froide  aurait  disparu.  »  Nous  voilà  donc  encore  en  pré- 
sence du  vieux  dogme. 

Ceci  nous  amène  à  le  constater  encore  chez  un  professeur  de 
Padoae  de  la  seconde  moitié  du  xv"  siècle  :  il  s'agit  de  François 
Capuanus  de  Manfredonie.  On  doit  à  ce  savant  un  grand  nombre 
d'éditions,  enrichies  de  Commentaires,  de  TOEuvre  fondamentale 
et  erronée  de  Sacro  Bosco.  Au  Chapitre  du  docteur  anglais,  intitulé 
(Quelle  est  la  forme  du  monde?  il  ajoute  :  «  Chacun  des  trois  élé- 
ments environne  la  Terre  de  toutes  parts  ;  une  certaine  sécheresse 
delà  terre  résiste  cependant  à  l'humidité  de  l'eau  pour  sauvegarder 
l'existence  des  animaux.  » 

Un  passage  du  Commentaire  renferme  une  critique  de  la  doctrine 
de  Sacro  Bosco,  qui  attribuait  à  l'élément  de  l'eau  une  forme  régu- 
lièrement sphérique.  Le  centre  de  la  Terre  occupe  le  milieu  du 
rayon  de  la  sphère  du  monde.  Quant  à  la  surface  de  l'eau,  elle  ne 
peut  avoir  la  forme  sphérique,  parce  que  la  Géométrie  nous  ap- 
prend que  deux  sphères  concentriques  ne  peuvent  se  couper,  tandis 
^ue  Ton  sait  par  l'observation  que  les  éléments  solides  et  fluides 
se  recoupent  mutuellement.  Il  en  résulte,  dit-il,  que  l'eau  ne  peut 
iffecter  la  forme  sphérique. 
Noos  verrons  encore,  dans  la  suite,  que  la  polémique  de  Dante 

s  est  exercée  dans  deux  directions,  contre  l'hypothèse  de  l'excen- 

Incité  et  contre  le  fantôme  d'un  renflement  constitué  uniquement 
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par  rOcéan.  Les  deux  paragraphes  qui  suivent  dans  le  Mémoire  de 
M.  Gûnther  sont  consacrés  à  l'examen  de  ces  deux  théories,  dont 
la  première  paraît  devoir  occuper,  au  point  de  vue  scientiâque,  une 
place  importante.  Les  noms  de  deux  hommes  célèbres  se  rattachent 
à  cet  ordre  d'idées  :  l'un  d'eux  a  été  un  adversaire,  l'autre  un  ar- 
dent défenseur  d'une  doctrine  qui  se  rapprochait  beaucoup  de  la 
première,  sans  être  absolument  identique  avec  elle. 

Le  premier  de   ces  deux   philosophes  est  le  célèbre  Nicolas 
Copernic,  de  Thorn.  Il  examine,  dans  son  Ouvrage  sur  les  révolu- 
tions des  corps  célestes,  comment  la  Terre,  conjointement  avec  les 
eaux,  ne  forme  qu'un  seul  globe.  Ici  Copernic  dirige  une  vive  at- 
taque contre  les  péripatéticiens,  qui,  par  une  abusive  application 
d'un  fait  d'expérience,  que  l'eau  est  dix  fois  plus  légère  que  la 
terre,  veulent  qu'il  existe  une  beaucoup  plus  forte  proportion  de 
la  première  que  de  la  seconde  et  que,  par  suite,  le  centre  géomé- 
trique de  l'ensemble  occupe  une  position  différente  de  celle  do 
centre  de  gravité.  Cependant  une  simple  notion  de  Géométrie  leur 
aurait  fait  reconnaître  l'inanité  de  cette  illusion,  car,  en  l'admet- 
tant, ils  oubliaient  que  les  sphères  varient  comme  le  cube  de  leurs 
diamètres  et  que,  en  regardant  comme  exact  ce  rapport  entre  U 
matière  plus  lourde  et  la  matière  fluide,  l'hémisphère  ne  pouvait 
avoir  la  grandeur  réellement  trouvée.  En  outre,  il  ne  peut  y  avoir 
aucun  rapport  entre  les  deux  centres,  bien  qu'il  puisse  se  produire 
un  perpétuel  et  impétueux  courant  marin  et  une  irruption  de 
l'Océan  dans  les   continents.    Mais   des  renseignements  géogra- 
phiques bien  établis   ne   confirment  pas   cette  explication  :  «  1 
est  avéré  qu'entre  la  mer  Egyptienne  et  le  golfe  Arabique  (mei 
Rouge),  il  est  resté  à  peine  quinze  stades  de  largeur,  presque  ai 
milieu  de  la  Terre  entière.  »  Cependant  la  surface  continue  d 
l'Océan  est  divisée  de  tous  côtés  par  des  îles,  observation  indiqué 
parles  découvertes  des  Portugais,  plus  spécialement  par  l'existeno 
de  l'Amérique,  pays  que  son  étendue  doit  faire  assimiler  à  un  conti 
nent.  Aussi  la  Terre  n'est-elle  ni  un  disque,  ni  un  hémisphère,  d 
un  cylindre,  comme  le  croyaient  les   anciens  philosophes  grecs 
mais  bien  une  sphère  réelle  et  complètement  pleine,  en  considé 
rant   ensemble  la  terre  et  les  eaux.  «  Et  de  tout  cela,  certes,  j 
crois  pouvoir  conclure,  à  l'évidence,  que  la  terre  et  Teau  ne  pos 
sèdent  qu'un  centre  de  gravité,  et  que  la  grandeur  de  la  terre  cî 
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considérer.  Bien  qu'elle  soit  la  plus  lourde,  elle  se  remplit 
î  plusieurs  de  ses  parties  viennent  à  s'entr'ouvrir.  C'est 
)i  l'eau  est  assez  rare,  en  comparaison  de  la  terre,  bien  que, 
ituation  à  la  surface,  elle  semble  plus  abondante.  » 
lilosophe  Patrilius  a  pris  un  point  de  départ  essentielle- 
fièrent.  Il  considère,  suivant  Harms,  quatre  autres  élé- 
l'espace,  qui  embrasse  tout;  la  lumière,  qui  remplit  tout; 
qui  produit  toutes  les  choses  variables,  et  la  chaleur,  qui 
gne  la  lumière,  façonne  et  anime  tous  les  corps. 
étrange  de  le  voir  déclarer  que  les  géographes,  les  astro- 
t  les  philosophes  enseignent  que  l'eau  et  la  terre  forment 
et  même  globe.  Patritius  conteste  d'abord  que  l'eau,  aban- 
I  elle-même,  puisse  prendre  la  forme  sphérique.  Il  cherche 
mer  des  raisons  spécieuses.  Pour  lui,  la  surface  de  l'eau 
ors  plane,  et  il  s'efforce  de  développer  les  arguments  et  les 
ces  qui  doivent  réfuter  la  théorie  de  la  sphéricité  de  la 
les  mers. 

ius  s'est  inspiré  des  théories  du  philosophe  Zoroastre,  et, 
a  discuté  la  situation  de  la  Terre  dans  l'espace,  il  a  admis 
;rre  se  trouvait  au  centre  de  l'univers  et  que  l'eau  affec- 
surface  concave.  II  a  ainsi  été  amené  à  conclure  à  l'exis- 
trois  centres  au  milieu  de  la  Terre. 

nen  des  assertions  de  Patritius  forme  dans  cette  monogra- 
ujet  d'un  long  paragraphe,  dans  lequel  M.  Gûnther  a  fait 
les  origines  de  ces  théories  singulières. 
avons  acquis  la  conviction  que  la  forme  la  plus  scienti- 
ce  système  erroné,  contre  lequel  Dante  avait  dirigé  ses 
conserva  jusqu'au  milieu  du  xvi*  siècle  une  certaine  vita- 
,s  l'hypothèse,  incomparablement  plus  fantastique^  d'un 
nt  de  la  mer  pour  former  un  bourrelet  au-dessus  de  l'an- 
au,  résista  plus  longtemps  qu'on  ne  saurait  le  croire,  et  ce 
moins  que  l'auteur  de  la  découverte  de  l'Amérique  qui 
icore  appuyer  de  l'autorité  de  sa  voix  l'existence  de  cette 

lémontrer  que  Ton  atteindrait  assez  rapidement  la  limite 

de  l'Asie  par  l'occident,  Christophe  Colomb  s'appuyait 

te  sur  le  jugement  d'anciens  cosmographes  et  sur  l'admi- 

assentiment  de  Toscanelli  ;  mais  il  croyait  aussi  aux  vagues 
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témoignages  prophétiques  des  Pères  de  TEiglise  et  d'autres  écri- 
vains ecclésiastiques.  Les  fictions  moitié  religieuses,  moitié  phy- 
siques, d'une  ile  d'Antiglia,  d'une  montagne  centrale  nommée 
Aryn,  située  à  Textrème  orient,  mais  que  Ton  pouvait  supposer 
aussi  à  l'occident,  exerçaient  une  grande  influence  sur  le  cercle  de 
ses  idées.  A  propos  de  la  représentation  du  dogme  de  TAryn  ou 
coupole  du  monde,  Santarem  considère  comme  témoignages  les 
plus  adirmatifs  l'Ouvrage  astronomique  d'Aboul  Hassan  de  Marok, 
un  passage  d'Aboul  Feda  et  une  lettre  de  Christophe  Colomb  à  la 
reine  Isabelle.  Au  même  ordre  d'idées  se  rattache,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  un  certain  doute  sur  la  simple  sphéricité 
de  la  Terre,  et,  en  eflet,  dans  les  OEuvres  de  Pierre  Alphonse 
(dernières  années  du  xii*  siècle)  on  trouve  un  dialogue  entre  Moïse 
et  Pierre  l'Ancien,  dans  lequel,  l'un  d'eux  demandant  à  l'autre  de 
lui  expliquer  l'existence  de  la  ville  d'Aryn,  celui-ci  répond  par 
l'objection  suivante  :  «  Lorsque  tu  me  dis  qu'Aryn  est  située  au 
milieu  de  la  Terre,  tu  semblés  vouloir  dire  que  la  Terre  a  une  forme 
plane  ^  cependant  la  distinction  établie  au  début  entre  l'orient  et 
l'occident  prouvait  la  sphéricité  de  la  Terre,  » 

Si  incroyable  que  cela  doive  paraître,  il  est  certain  que  le  navi- 
gateur avait  encore  à  Tesprit  une  deuxième  idée  erronée.  Il  consi- 
dérait comme  autorité  sérieuse  le  livre  apocryphe  d*Esra,  moins 
par  vénération  pieuse  que  parce  qu'il  trouvait  dans  ce  livre  un  té- 
moignage en  faveur  de  l'hypothèse  qu'il  défendait  avec  tant  d'ar- 
deur :  le  renflement  de  l'Océan  do^it  il  est  question  dans  les  his- 
toires de  la  création.  Voici,  d'ailleurs,  à  quoi  se  réduisent  les  in- 
signiGants  commentaires  géographiques  des  écrivains  de  la  Bible, 
entre  autres  d'Esra,  sur  la  doctrine  d'un  bourrelet  local  formé  par 
les  eaux.  Alexandre  de  Humboldt  nous  donne  le  renseignement 
suivant,  fourni  par  Torientaliste  Rosenmûller,  qui  se  rapporte  à 
la  théorie  adoptée  par  Colomb  et  qu'il  fait  suivre  de  ces  réflexions: 
«  Les  Hébreux  ne  possédaient  et  leurs  anciens  livres  ne  renferment 
aucune  donnée  numérique  sur  l'étendue  relative  des  continents  et 
des  mers^  les  commentaires  chaldéens  et  les  écrits  talmudiquesne 
fournissent  même  aucune  réponse  à  cette  question  ;  mais  les  Juifs 
ont  adopté  la  division  de  la  surface  terrestre  en  sept  climats,  et  un 
passage  de  la  Genèse  (I,  9)  enseigne  que  les  eaux  ont  été  rassem- 
blées dans  un  lieu  unique,  ce  qui  expliquerait  pourquoi  le  Talmud 
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i  supposé  que  ce  lieu  de  rassemblement  devait  être  une  des  sept 
jones.  » 

Une  récapitulation  des  idées  que  se  représentait  Tamiral  espa- 
;noi  nous  permet  de  reconnaître  qu'il  se  considérait  comme  de- 
ant  être  naturellement  conduit  à  deux  découvertes  :  celle  de  nou- 
elles  régions  du  globe  terrestre,  et  celle  d'un  renflement  formé 
n  réalité  par  les  eaux,  s'élevant  au  milieu  des  mers.  Mais  celui  qui 
>oursuit  avec  ardeur  un  but  déterminé  donne  étourdimcnt  dans 
es  conjectures  et  finit  par  leur  attribuer  une  existence  réelle,  et, 
)oar  peu  que  le  succès  réponde  à  son  attente,  si  la  connaissance 
les  conditions  fondamentales  est  toute  superficielle,  l'imagination 
loi  donne  arbitrairement  force  de  loi.  Christophe  Colomb  ne  fit 
pas  autrement.  Lorsqu'on  eilet,  à  son  premier  voyage  (1492),  il 
reconnut  que  la  position  du  compas  ne  pouvait  s'accorder  avec 
celle  du  lieu  où  il  croyait  se  trouver  lui-même,  il  n'hésita  point  à 
admettre  que  ce  n'était  pas  l'aiguille  aimantée,  mais  bien  l'étoile 
polaire  qui  avait  dû  s'écarter  de  sa  route. 

Cette  interprétation,  plus  que  téméraire,  était  sans  doute  plutôt 
adressée  à  l'équipage  qu'à  la  propre  conviction  de  Christophe 
Colomb;  mais  elle  démontre  que  l'on  ne  craignait  nullement  de 
faire  violence  à  la  nature. 

C'est  dans  ce  sens  que  de  Humboldt  a  dit  ceci  :  ce  Sur  la  partie 
équatoriale  de  l'Allantique  se  réunissent,  dans  la  capricieuse  ima- 
gination de  Christophe  Colomb,  des  vues  plus  chimériques  sur  le 
changement  du  climat,  la  configuration  anomale  de  la  sphère 
terrestre  et  les  mouvenients  extraordinaires  des  corps  célestes.  » 
En  résumé,  cet  homme  fantastique  avait  le  cœur  et  l'esprit  suffi- 
samment prédisposés  à  ériger  en  fait  deux  découvertes  qu'il  at- 
tendait, et  elles  lui  arrivèrent  inopinément. 

Lorsque,  pour  la  première  fois  en  1498,  il  atteignit  l'Amérique 
du  Sud,  a  son  troisième  voyage,  il  observa  avec  attention  d'im- 
menses courants  qui,  en  pleine  mer,  s'opposaient  à  sa  marche  et 
accusaient  une  faible  proportion  de  sel.  Evidemment,  cette  appa- 
i*ence  ne  s'accordait  pas  beaucoup  avec  la  sphéricité  tradition- 
iidle  de  la  Terre,  contre  laquelle  on  avait  élevé  déjîi  des  doutes 
uombreux.  Sous  l'impression  de  cette  importante  observation,  il 
^vitau  souverain  de  son  pays  une  lettre  mémorable,  dans  la- 
quelle on  trouve  entre  autres  passages  le  suivant  :  «  La  côte  de 
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Paria  est  située  plus  près  de  la  voûte  du  ciel  que  l'Espagne.  La 
Terre  est  allongée  comme  une  poire  et  n'a  plus  la  forme  sphérique 
dans  le  voisinage  de  sa  tige.  »  C'est  en  ces  termes  que  Christophe 
Colomb  parle  du  delta  de  TOrénoque.  Pour  lui,  a  il  existe  dans 
l'océan  Indien,  près  de  l'équateur  et  à  la  limite  des  contrées  orien- 
tales, une  région  formant  un  bourrelet  qui  se  rapproche  le  plus 
du  ciel  ». 

On  a  exprimé  l'opinion  que  la  mappemonde  d'Andréas  Bianco 
n'est  pas  restée  sans  influence  sur  Christophe  Colomb.  Santarem, 
qui  en  a  donné  une  description  détaillée,  dit  en  effet  que  les 
quatre  fleuves  du  paradis  sortent  de  l'extrême  orient,  où  se  trouve 
l'Eden.  Si  l'on  admettait  cette  opinion,  on  devrait  encore  plutôt 
mentionner  le  planisphère  de  Jean  de  Beauvcau,  dans  lequel  l'idée, 
qui  plaisait  à  Christophe  Colomb,  de  comparer  la  Terre  à  un  fruit 
apparaît  peut-être  pour  la  première  fois.  Mais  nous  pouvons  douter 
avec  raison  qu'un  homme,  élevé  comme  lui,  non  au  milieu  de  sa- 
vants, mais  au  milieu  de  marins,  ait  trouvé  le  prétexte  de  ses 
voyages  dans  les  riches  manuscrits  des  bibliothèques. 

Nous  regarderons  Christophe  Colomb  comme  un  esprit  tout  à 
fait  original,  une  imagination  fréquemment  exaltée,  qui  ne  se  re- 
présentait pas  les  choses  exactement,  et  qui,  dans  les  nombreuses 
circonstances  extraordinaires  sous  lesquelles  elle  fut  contrainte  à 
travailler  et  à  combattre,  a  trouvé  des  excuses  suffisantes  à  ses 
extravagances. 

Â  côté  de  ces  intéressants  extraits  du  Mémoire  de  M.  Gûnther. 
il  sera  utile  de  donner  un  résumé  des  réflexions  d'Alexandre  d( 
Humboldt  sur  le  même  sujet  [voir  l'Atlas  du  Cosmos)  :  «  D' An- 
ville  a  dit  avec  esprit  que  la  plus  grande  des  erreurs  dans  la  Géo 
graphie  de  Ptolémée  (la  supposition  que  l'Asie  s'étendait  vers  Tes 
au  delà  de  i8o  degrés  de  longitude)  a  conduit  les  hommes  a  1 
plus  grande  découverte  de  terres  nouvelles. 

»  Les  grandes  découvertes  de  Thémisphère  occidental  ne  furei 
point  le  résultat  d'un  heureux  hasard.  Il  a  été  prouvé  que  c'est  e 
Portugal,  à  peu  près  en  1470,  trois  ans  avant  d'avoir  reçu  h 
conseils  de  Paolo  Toscanelli,  de  Florence,  que  Christophe  Colom 
conçut  l'idée  de  sa  première  entreprise.  Les  espérances  de  ce  grai 
homme  se  fondèrent  alors  sur  ce  qu'il  appela  des  raisons  de  Cosm( 
graphie,  sur  le  peu  de  distance  qu'il  y  a  des  côtes  occidentab 
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d'Europe  et  d'Afrique  aux  côtes  du  Catbaï  (la  Chine)  et  de  Zipan- 
^n  (le  Japon),  reconnues  pour  la  première  fois  par  le  Vénitien 
iUarcoPolo,  sur  des  opinions  d*Aristote  et  de  Sénèquc,  comme  sur 
quelques  indices  de  terres  situées  vers  l'ouest,  qu'on  avait  recueillis 
à  Porto  Santo,  à  Madère  et  aux  îles  Açores.  Lorsque  Christophe 
Colomb  découvrît  les  Antilles,  lui  et  ses  compagnons  crurent  être 
UTJTés  à  l'extrémité  orientale  du  continent  asiatique  :  c'est  pour- 
pioi  elles  furent  désignées  comme  faisant  partie  des  Indes  occiden- 
ales.  Leur  nota  à^ Antilles  est  aussi  une  réminiscence  de  TanGienne 
légende  d'Antiglia  ou  Antilia. 

»  La  découverte  du  nouveau  continent  et  les  travaux  entrepris 
pour  étendre  la  connaissance  de  sa  géographie  n'ont  pas  seule- 
ment levé  le  voile  qui  depuis  des  siècles  a  couvert  une  vaste  partie 
le  la  surface  du  globe  \  cette  découverte  et  ces  travaux  ont  aussi 
nercé  l'influence  la  plus  marquante  sur  le  perfectionnement  des 
Cartes  et  des  méthodes  géographiques  en  général,  comme  sur  les 
moyens  extraordinaires  propres  à  fixer  la  position  des  lieux.  En 
étudiant  les  progrès  de  la  civilisation,  nous  voyons  partout  la  sa- 
gacité de  l'homme  s'accroître  avec  l'étendue  du  champ  qui  s'ouvre 
à  ses  recherches.  » 

Léonard  de  Vinci  occupe  dans  cette  question,  comme  dans  toutes 
les  questions  analogues,  une  place  isolée.  Des  études  paléontolo- 
^ques,  qu'il  parait  avoir  suivies  avec  prédilection  dans  les  Apen- 
nius,  l'avaient  naturellement  porté  à  réfléchir  à  un  pareil  sujet. 
Rejetant  avec  énergie  les  absurdes  fables  qui  attribuaient  à  quelque 
force  mystérieuse  l'origine  des  coquillages  et  des  fossiles,  il  pro- 
clame les  changements  d'équilibre  de  la  Terre  sous  l'influence  des 
^ox.  Les  huîtres,  les  coquilles  qui  vivent  dans  le  limon  des  mers 
iK)as  donnent  la  preuve  de  la  variation  que  la  Terre  a  éprouvée 
pour  le  centre  des  éléments.  Une  partie  de  la  Terre  devient  plus 
légère  et  s'élève  toujours,  tandis  que  la  partie  opposée  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  central,  et  ce  qui  était  autrefois  le  fond 
des  mers  est  devenu  aujourd'hui  la  cime  des  montagnes.  Ces  expli- 
cations s'accordent  très-bien,  au  moins  tant  qu'elles  restent  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique,  avec  les  théories  adoptées  aujourd'hui 
en  Géologie  surTérosion,  le  transport  et  la  sédimentation. 
La  nom  de  Léonard  doit  surtout  compter  parmi  les  savants  qui 

ont  développé  et  vulgarisé  des  théories  exactes  sur  les  variations 

;  • 
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(lu  rapport  des  éléments  solides  et  fluides  de  la  Terre  autour  d'ur 
centre  de  gravité  commun. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  période  de  progrès.  Le 
XVII*  siècle,  auquel  les  Sciences  exactes  doivent  la  constitution 
rationnelle  et  fondamentale  de  leur  domaine,  s'est  exercé  en  gé- 
néral sur  les  questions  importantes,  pour  pouvoir  s'occuper  en- 
suite des  questions  secondaires.  Deux  hommes  profondément  ver- 
sés dans  la  connaissance  de  la  nature  ont  marqué  à  cette  époque 
par  les  intéressantes  conceptions  relatives  à  la  répartition  des  mers 
et  des  continents.  Le  premier  est  le  théologien  liottinger,  de  Zu- 
rich, mort  en  1667,  qui,  suivant  Zoeckler,  publia  un Conunentaire 
théologique  et  philosophique  de  la  Genèse  se  rapprochant  beau- 
coup de  celui  que  donna  l'Espagnol  Paul  us  de  Burgos. 

Le  second  de  ces  philosophes  ne  fut  autre  que  le  grand  Newton. 
Ainsi  que  nous  croyons  pouvoir  le  démontrer,  Isaac  Newton  a  du 
avoir  une  notion  de  la  théorie  que  Dante  avait  combattue.  Au  lieu 
de  la  discuter  davantage,  il  la  choisit,  avec  le  talent  de  son  génie, 
pour  base  solide  d'un  fait  dont  la  conGrmation  expérimentale 
devait  encore  attendre  près  d'un  siècle.  Une  proposition  du  troi- 
sième Livre  des  Principes,  relatif  au  système  du  monde,  établit 
que  les  mouvements  des  planètes  peuvent  continuer  très-longtemps 
dans  l'espace  céleste.  Comme  preuve,  il  dit  que  dans  l'atmosphère 
terrestre,  passablement  pesante  en  comparaison  du  fluide  céleste, 
le  mouvement  d'une  goutte  d'eau  n'éprouve  qu'une  résistance  ex- 
trêmement faible.  Mais  la  densité  de  la  Terre,  et  par  analogie 
aussi  la  densité  des  autres  planètes,  est  notablement  supérieure 
h  celle  de  l'eau,  de  sorte  que  la  résistance  que  rencontre  le  mouve- 
ment des  planètes  dans  le  fluide  éthéré,  dont  la  densité  est  excessi- 
vement faible,  peut  être  considérée  comme  nulle.  On  voit  que  L 
grande  diflerence  entre  les  densités  du  globe  terrestre  et  de  l'eai 
indique  le  point  de  départ  de  cette  démonstration.  On  en  juger 
par  l'extrait  suivant  de  l'Ouvrage  de  Newton  : 

«  Voici  comment  je  crois  pouvoir  établir  que  la  densité  de  1 
Terre  est  supérieure  à  celle  de  l'eau.  Si  ce  fluide  constituait  1 
globe  entier,  toutes  les  substances  plus  légères  viendraient  flotte 
à  sa  surface.  Par  conséquent,  si  Teau  recouvrait  entièrement  1 
globe  terrestre,  celui-ci,  supposé  plus  léger  que  l'eau,  émergera 
en  quelque  lieu,  et  toute  l'eau,  refluant  de  cet  endroit,  se  réunira 
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sar  la  région  opposée.  Une  comparaison  semblable  devrait  donc 
sappIiqDer  à  notre  Terre,  entourée  de  mers  sur  la  plus  grande 
firtie.  Si  la  Terre  n'était  pas  plus  pesante  que  Tcau,  elle  sortirait 
des  mers  et  flotterait  suivant  la  proportion  de  sa  densité,  tandis 
que  tonte  Teau  des  mers  s'accumulerait  sur  la  région  opposée.  C'est 
pour  la  même  raison  que  les  taches  du  Soleil  sont  plus  légères  que 
a  matière  lumineuse  de  cet  astre,  sur  laquelle  elles  flottent.  En 
wtre,  dans  la  formation  d'une  quelconque  des  planètes  par  les 
^au.  toutes  les  substances  plus  pesantes  gagnaient  la  partie  cen- 
rale,  pendant  que  la  masse  était  fluide.   Aussi  voyons-nous  la 
erre  commune  peser,  à  la  surface,  à  peu  près  deux  fois  plus  que 
'eau,  et  plus  bas,  dans  les  puits  de  mines,  on  la  trouve  trois, 
pâtre  et  même  cinq  fois  plus  pesante;  il  est  donc  à' présumer 
[oe  la  densité  à  l'intérieur  du  globe  est  cinq  ou  six  fois  plus  grande 
pie  si  le  globe  terrestre  était  entièrement  constitué  par  de  Teau.  » 
Newton  a  sans  doute  pris  pour  base  une  Ggure  semblable  à  celle 
]iienous  avons  vue  pour  Capuanus  de  Manfrcdonie.  Sa  théorie 
)eut  se  résumer  ainsi  :  si  la  Terre  était  eflcctivement  plus  légère 
[ne  Teau,  toute  l'hypothèse  du   moyen   âge    relative  à  la  situa- 
ion  excentrique  des  sphères  de  la  Terre  et  de  l'eau  serait  entiè- 
ement  jostiCée.  Mais  nous  savons,  au  contraire,  et  de  nombreux 
phénomènes  physiques  et  géographiques  nous  donnent  la  preuve 
n'il  ne  peut  être  question  d'une  semblable  disposition,  ce  qui 
étmit  l'exactitude  de  l'hypothèse  précédente  sur  la  relation  entre 
?s  densités  de  la  Terre  et  de  l'eau.  Mentionnons,  en  passant, 
I remarquable  intuition  de  Newton  sur  la  nature  des  taches  du 
ioleil,   dont    l'exactitude,     comme    l'observe    le    commentateur 
Volfers,  a  été  ainsi  confirmée  depuis  l'immense  développement 
e  la  spectroscopie. 

Certaines  réminiscences  des  théories  de  Newton  se  retrouveront 
lans  le  siècle  suivant. 

C'est  en  lySi  que  l'abbé  de  La  Caille  publia  un  premier  aperçu 
les  résultats  scientifiques  de  son  célèbre  voyage  au  Cap.  Le  pro- 
Snmme  étendu  de  ce  voyage  comprenait,  entre  autres  questions, 
'^mesure  d'un  degré  du  méridien.  L'opération  fut  faite  à  la  lati- 
lade  moyenne  de  33*^18'  et  donna  pour  longueur  du  degré 
^7^37  toises.  Nous  savons  aujourd'hui  que  le  résultat  de 
L*  Caille  était  erroné;  une  preuve  suffisante    en    a  été    donnée 
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par  d'autres  mesures  entreprises  au  sud  de  Téquateur,  celles 
Mac  Lear  dans  le  voisinage  de  cette  première  base  française.  M 
le  nom  de  La  Caille  était  une  sorte  de  garantie  de  complète  exa 
titude,  et,  au  lieu  de  révoquer  en  doute  un  pareil  résultat,  on  ci 
devoir  en  tenir  compte  et  en  chercher  l'explication  dans  une  ai 
malie  de  structure  du  globe  terrestre.  Kiiigel  a  traité  ce  sujet 
point  de  vue  mathématique,  et  a  trouvé  que  la  Terre  ferme  ne  p 
sente  pas  de  courbure  régulière  et  que  la  partie  sud  n'ofire  pas 
même  conGguration.  Il  s'agit  évidemment  d'une  dissemblai] 
entre  les  deux  hémisphères. 

La  question  fut  reprise  par  d'autres  philosophes,  et  nous  p( 
vous  citer  un  Ouvrage  qui  renferme  des  indications  très-précieus 
le  Traité  des  Sciences  exactes  de  L.  Rohl,  géomètre  du  siècle  d( 
nier.  Un  Chapitre  de  cet  Ouvrage  se  termine  par  les  conclusic 
suivantes  :  a  On  conjecturait  depuis  très-longtemps  qu'il  exist 
vers  le  pôle  sud  une  grande  étendue  de  terre  ferme,  et  l'on  cIm 
chait  la  conGrmation  expérimentale  et  théorique  d'une  hypotU 
à  laquelle  plusieurs  savants  ajoutaient  foi  et  donnaient  une  gran 
importance.  Un  corps  abandonné  à  lui-même  ne  peut  rester 
repos  tant  que  la  direction  de  la  pesanteur  ne  rencontre  pas 
ligne  qui  divise  le  poids  en  deux  parties  égales^  et,  lorsqu'on  su 
pose  réunis  deux  hémisphères  hétérogènes  de  grandeurs  égales, 
sphère  ainsi  constituée  ne  peut  rester  en  repos  que  si  les  axes 
ces  deux  hémisphères  se  rencontrent  juste  sur  la  résultante  ( 
poids,  et  le  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le  plus  lourd,  près 
plan  diamétral.  Si  maintenant  on  considère  notre  planète, 
trouve  sur  l'hémisphère  nord  plus  de  contrées  connues  que  i 
l'hémisphère  sud.  La  proportion  s'élève  au  moins  à  trois  fois 
demie  plus  de  terres  du  côté  nord  que  du  côté  sud  de  la  lif 
équatoriale.  Et  comme  la  terre,  les  pierres  et  la  plus  grande  pa] 
des  autres  substances  solides  dont  le  globe  terrestre  est  consti 
sont  beaucoup  plus  lourdes  que  l'eau,  il  semble  que  l'équili 
que  nous  observons  d'après  son  mouvement  uniforme  autour 
l'axe,  d'après  sa  situation  vis-à-vis  du  Soleil  et  son  mouvem 
autour  de  cet  astre,  ne  peut  se  maintenir,  si  nous  ne  sup 
sons  l'existence  de  grandes  étendues  de  terres  à  l'opposé,  au  f 
sud.  )> 

Toutefois,  Rohl  avoue  plus  loin  que,  si  les  voyages  de  Cook  n' 
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donné  aactine  confirmation  à  celte  hypothèse,  on  pourrait  être 
tenté  de  ne  pas  lui  attribuer  d'importance,  parce  qu'il  pourrait  se 
faire  que  rexcentricité  du  centre  de  gravité  du  globe,  attribuée  à 
l'effet  de  Tinégale  répartition  des  mers  et  des  continents,  s'expli- 
quât aussi  par  une  dislocation  interne  de  la  matière  ou  par  toute 
autre  cause  naturelle. 

On  peut  remarquer  dans  l'hypothèse  de  Rôhl  deux  ordres 
d'idées  distincts  :  d'abord,  la  considération  d'une  irrégularité  dans 
la  constitution  de  l'hémisphère  austral^  ensuite,  la  doctrine  newto- 
niennede  l'accumulation  polaire  des  eaux,  rendue  possible  par  une 
l^reté  spécifique  des  continents,  hypothèse  que  pourtant  ne  con- 
firment ni  le  raisonnement  ni  l'expérience. 

0  est  probable  que  l'erreur  de  La  Caille  n'a  pas  été  sans  influence 
fur  les  théories  géologiques  établies  par  Wrede,  car  celles-ci  re- 
connaissent pour  base  principale  la  dissemblance  observée  entre 
les  deux  hémisphères.  Suivant  le  Commentaire  de  Muncke,  «  on 
doit  considérer  comme  ingénieuse  l'hypothèse  de  Wrede,  lorsque 
ce  dernier  soulève  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  admettre  une 
excentricité  variable  du  centre  de  gravité  de  notre  globe.  S'il  en 
était  ainsi,  on  constaterait  facilement  que  la  masse  des  eaux  pour- 
rait alors  occuper  ime  hauteur  de  plus  de  1 2  000  pieds  sur  une  ré- 
gion du  globe  que  sur  un  autre  point,  afin  de  rétablir  l'équilibre 
par  une  excentricité  proportionnelle,  mais  non  exagérée,  du  centre 
de  gravité.  Mais,  si  Ton  voulait  admettre  en  outre  une  variation 
de  cette  excentricité  par  un  déplacement  du  centre  de  gravité  d'un 
pomt  vers  un  autre  opposé,  on  en  déduirait  aisément  l'explication 
de  ce  fait  que  Ton  trouve  dans  les  parties  les  plus  diverses  du 
globe  de  très-hautes  montagnes  au  milieu  desquelles  on  reconnaît 
des  dépressions  occupées  autrefois  par  la  mer.  » 

0  est  intéressant  de  terminer  les  développements  relatifs  à  l'évo- 
lution historique  de  notre  problème  par  l'examen  des  idées  origi- 
nales d'un  homme  célèbre,  qui  a  fait  époque  dans  une  autre  branche 
des  Sciences  et  mérite  à  ce  titre  de  fixer  l'attention  :  nous  voulons 
parler  du  naturaliste  Lamarck. 

VHjrdrogéologie  de  Lamarck  renferme  une  suite  de  recherches 
dont  le  sujet  est  parfaitement  indiqué  dans  le  titre  même  de  cet 
Ouvrage  :  Hjrdrogéologie,  ou  Recherches  sur  V influence  qu'ont  les 
«Mur  sur  la  surface  du  globe  terrestre ,  sur  les  causes  de  l'exis- 
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tence  du  basSin  des  niers,  de  son  déplacement  et  de  son  transport 
successifs  sur  les  différents  points  de  la  surface  de  ce  globe,  enfin 
sur  les  changements  que  les  corps  cuvants  exercent  sur  la  nature 
et  sur  l'état  de  cette  surface. 

Le  Cliapitre  II  est  consacré  à  un  examen  assez  détaillé  des  hypo- 
thèses que  nous  avons  rencontrées  chez  Dante,  et  il  aboutit  à  cetle 
conclusion  :  a  Tant  que  les  mers  auront  un  bassin  particulier, 
c'est-à-dire  ne  formeront  pas  autour  du  globe  une  enveloppe  gé- 
nérale liquide,  le  centre  de  forme  de  ce  globe  ne  sera  jamais  exac- 
tement le  même  que  son  centre  de  gravité.  » 

Qu'il  en  résulte  une  diflerence,  cela  se  comprend,  mais Lamarcl 
parait  se  tromper  lorsqu'il  la  suppose  plus  considérable  et  plus 
importante  qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  La  base  de  son  système  laisse 
aussi  beaucoup  à  désirer,    ainsi  que  le   démontre  M.  Gûntber. 
Lamarck  admet,  à  l'intérieur  de  la  Terre,  une  masse  quartzeuse  et 
même  totalement  vitreuse,  et  toutes  les  substances  relativement 
plus  légères  occupent  la  surface  du  globe.  Il  en  résulte,  dit-il,  que 
l'axe  du  monde  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  symétrie, 
et,  bien  qu'il  ne  se  produise  pas  de  variation  apparente  de  la  durée 
de  la  rotation,  cette  cause  doit  néanmoins  exercer  une  influence 
marquée,  susceptible  de  mesure  après  une  série  de  périodes  géolo- 
giques. Observant  que  les  mers  couvrent  près  de  la  totalité  d'un 
hémisphère  comme  masse  continue,  Lamarck  adopte,  pour  répar- 
tition relative  de  la  terre  et  des  eaux,  la  figure  schématique  dont 
il  a  été  fréquemment  question  :  une  sphère  solide  avec  bourrelet 
sphéroïdal,  couvrant  plus  d'un  hémisphère  et  représentant  l'élé- 
ment fluide.  Lamarck  admet  que  les  points  de  plus  grande  hauteur 
moyenne  des  continents  et  de  plus  grande  profondeur  moyenne 
des  mers  se  correspondent  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 
Mais  l'ensemble  des  mers  se  trouve  lentement  entraîné  vers  l'ouest 
sous  l'influence  attractive  de  la  Lune,  de  sorte  que  le  centre  de 
gravité  du  globe  se  transporte  lentement  vers  l'ouest  dans  le  coiu*s 
des  siècles.   C'est  ainsi  que  l'on  doit  entendre  la  conclusion  à 
laquelle  parvient  Lamarck  :  «  Et  Ton  conçoit  que  le  centre  dé- 
plaçable,  qui  est  nécessairement  opposé  aux  plus  grandes  profon- 
deurs de  l'Océan,  aura   fait  une  révolution  complète   autour  du 
centre  de  la  forme  lorsque  l'Océan  aura  achevé  sa  révolution  au- 
tour du  globe,  révolution  qu'il  parait  avoir  faite  au  moins  une  fois.  » 
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H  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  sur  le  degré  de  confiance  à 

accorder  à  une  pareille  hypothèse.  II  est  clair  que,  si  Lamarck  avait 
été  quelque  peu  mathématicien,  il  aurait  trouvé,  auprès  d'illustres 
géomètres  qui  habitaient  la  même  capitale,  les  éclaircissements 
nécessaires  pour  savoir  si,  en  admettant  leur  exactitude,  les  rela- 
tions qu'il  supposait  auraient  pu  provoquer  de  profondes  révolu- 
lions.  Deux  ans  avant  la  publication  de  V Hjdrogéologie,  avaient 
paru  les  premiers  volumes  de  l'immortel  Ouvrage  de  Laplace,  la 
Mécanique  céleste,  dont  les  Livres  II*  et  V*  renferment  tous  les 
renseignements  désirables  sur  les  diverses  fluctuations  auxquelles 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  est  et  peut  être  ellëctivement 
soumis. 

Enfin  Bessel  a  démontré,  dans  la  suite,  le  peu  de  probabilité 
qu'il  se  produise  un  changement  appréciable  dans  la  situation  du 
glohe  terrestre. 

Nous  avons  exposé,  d'après  les  philosophes  de  l'Orient,  l'hypo- 
ihèse  de  l'accumulation  des  eaux  que  doit  provoquer  le  Soleil  au 
pôle  terrestre  tourné  vers  cet  astre  à  l'époque  du  périhélie.  Des 
savants  modernes  ont  également  pris  cette  théorie  pour  base  essen- 
tielle de  leurs  explications  de  certains  phénomènes  géologiques. 
C'est  pourquoi  Peschel  Ruge,  après  avoir  décrit  l'hypothèse  du 
Wrrelet  imaginé  parDemitschki,  ajoute  les  réflexions  suivantes  : 
«  C'est  là  lopins  ancien  germe  de  l'hypothèse  connue  d'Adhémar, 
que  du  reste  de  Bergh  et  son  ami  et  compagnon  Léopold  de  Buch 
avaient  adoptée  antérieurement  à  Adhémar.  »  On  retrouvera  une 
grande  partie  de  ces  doctrines  discutées  dans  les  Ouvrages  dePilar, 
et  notamment  dans  celui  qu'il  a  publié  il  y  a  trois  ans,  sous  le 
titre  de  Contribution  à  la  question  des  causes  des  périodes  gla- 
ciaires, 

La  fondation  d'une  théorie  scientifique  des  glaciers  par  Yenetz, 
Rendu  et  Desor,  la  preuve  de  l'apparition  d'immenses  glaciers  cou- 
vrant la  plus  grande  partie  de  l'Europe  durant  les  périodes  géolo- 
gujues,  ont  eu  pour  résultat  de  fixer  de  nouveau  l'attention  sur  ces 
époqaes  glaciaires.  Tandis  que  de  nombreux  savants  cherchaient  à 
les  expliquer  par  l'influence  de  courants  et  même  de  calmes  atmo- 
sphériques, un  mathématicien  français,  qui  jusqu'alors  s'était  fait 
connaître  surtout  par  des  travaux  de  Géométrie  descriptive,  conçut 
If  projet  audacieux  «d'attribuer   et    de   présenter    sous  diverses 
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formes,  comme  base  d'un  essai  d'explication  de  Toriginc  cosmiqu 
de  ces  époques  glaciaires,  des  réflexions  sur  l'inégale  répartilio: 
des  eaux.  Tel  est  le  but  des  théories  d'Adhémar  sur  les  révolution 
de  la  mer  et  les  déluges  périodiques  (  1 843) .  Attaquées  et  combattue 
à  plusieurs  reprises,  elles  ont  trouvé  aussi  d'enthousiastes  partisans 
dont  quelques-uns,  entre  autres  Julien  et  Le  Hon,  n'hésitèrent  paj 
à  reprendre,  dans  des  écrits  spéciaux,  les  idées  de  leur  devancier. 
L'Ouvrage  de  Julien  est  intitidé  :  Courants  et  révolutions  de  l'at- 
mosphère et  de  la  mer,  comprenant  une  théorie  noui^elle  sur  les  dé- 
luges périodiques  (1860).  L'Ouvrage  de  Le  Hon  est  relatif  à  la 
périodicité  des  déluges  (1868). 

Comme  Pilar  croit  pouvoir  l'affirmer,  l'ordre  d'idées  d'Adhémar 
reposait  principalement  sur  le  célèbre  Ouvrage  récemment  édite 
par  Alexandre  de  Humboldt  et  relatif  aux  isothermes.  La  Caille  avai 
introduit  dans  la  Science  la  notion  d'une  diflerence  entre  les  deu' 
hémisphères,  au  point  de  vue  de  la  quantité  de  chaleur;  de  Hum 
boldt  a  conGrmé  cette  théorie  et  conclu  à  une  plus  grande  doré 
de  l'hiver  sur  l'hémisphère  sud.  Adhémar  abasé  sa  théorie  sur  cett 
ditTérence  de  saisons,  il  a  trouvé  par  un  calcul  direct  que,  surl'hc 
misphère  austral,  la  nuit  comprend,  en  moyenne,  cent  soixante 
dix  heures  de  plus  que  le  jour,  à  l'inverse  de  ce  qui  se  passe,  nati 
rellement,  sur  l'hémisphère  boréal,  A  cette  influence  correspon 
une  déperdition  de  chaleur  de  l'hémisphère  austral,  par  l'eflet  d 
rayonnement  continuel  qui  se  produit  vers  l'espace  céleste  pendai 
la  nuit.  11  doit  en  résulter,  à  la  longue,  une  diminution  de  la  quai 
tité  de  glace  au  pôle  nord  et  une  augmentation  au  pôle  sud,  ( 
sorte  que  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  se  trouve  dévié  vers 
pôle  sud.  Ce  déplacement  doit  entraîner  aussi  une  variation  < 
niveau  de  la  mer,  suivie  d'une  formation  de  glaciers.  Le  cours  < 
cette  variation  est  intimement  lié  à  celui  de  la  variation  séculai 
de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  passe  conséquemment, 
intervalles  de  temps  égaux,  par  un  maximum  et  par  un  minimui 
11  y  a  environ  dix  mille  ans,  notre  hémisphère  occupait  la  pla 
où  nous  voyons  actuellement  l'hémisphère  sud  ;  il  y  a  treize  siècle 
ce  dernier  se  trouvait  dans  sa  plus  grande  phase  glaciaire,  i 
après  une  période  de  neuf  mille  neuf  cents  ans,  notre  hémisphè 
y  reviendra  à  son  tour. 

Les  hypothèses  de  Lamarck  et  d'Adhémar  présentent  des  anali 
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pes  manifestes.  Adhémar  peut  avoir  eu  connaissance  des  spécula- 
tioos  de  son  prédécesseur,  et  il  parait  avoir  considéré,  à  un  point 
de  vue  cosmique  général,  la  prétendue  tendance  attribuée  à  Teau. 
Chez  le  mathématicien  comme  chez  le  naturaliste,  le  centre  de 
gravité  décrit  une  orbite  à  peu  près  circulaire  autour  d'un  centre 
géométrique,  dont  le  déplacement  exige  naturellement  des  mil- 
lions d'années.  Mais,  si  Ton  a  recours  à  de  telles  prémisses  en  de- 
hors de  la  Physique  cosmique,  et  qu'on  attribue  aux  constellations 
me  influence  mécanique  sur  l'état  de  la  surface  de  la  Terre,  alors 
on  doit  parvenir  à  cette  conclusion  que  l'exclusive  considération 
dane  ligne  d'apsides  variable  dénote  chez  Adhémar  une  certaine 
étroitesse  d'idées,  car  il  y  aurait  tout  autant  de  raison  à  essayer 
one foule  d'autres  rapports  d'une  nature  astronomique.  James  CroU 
a  eu  le  mérite  de  concevoir  et  de  soutenir  dans  ce  sens  une  géné- 
ralisation des  principes  d'Adhémar. 

Le  Verrier  a  exposé,  en  i843,  dans  la  Connaissance  des  Temps, 
les  résultats  numériques  d'une  recherche  qui  se  lie  à  un  travail 
antérieur,  du  à  John  Herschel,  sur  la  variation  de  l'excentricité  de 
l'orbite  terrestre.  Croll  reproduit  ces  nombres  et  les  commente 
en  ces  termes  :  «  Suivant  les  calculs  de  Le  Verrier,  la  limite  supé- 
rienrede  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  serait  de  0,07775,  et  la 
limite  inférieure  o,oo33i4-  L'excentricité  est  actuellement  en 
décroissance,  et  elle  continuera  à  décroître  durant  vingt-trois  mille 
neuf  cent  quatre-vingts  ans,  à  partir  de  1800.  »  Cette  variation 
séculaire  produira  sur  les  climats  deux  influences  distinctes  :  elle 
diminuera  la  durée  des  saisons  d'été,  et  fera  décroître  de  plus  en 
plus  la  différence  entre  les  températures  moyennes  des  saisons 
d'hiver  et  d'été.  Lorsque  l'orbite  sera  très-près  d'être  circulaire, 
le  cours  normal  des  saisons  ne  sera  pas  essentiellement  troublé  ; 
mais  les  contrastes  deviendront  plus  sensibles  lorsqu'un  hémi- 
sphère atteindra  le  périhélie  en  été  et  l'aphélie  en  hiver. 

L'hypothèse  de  Croll  n'a  pas  été  seulement  accueillie  dans  son 
propre  pays;  elle  a  eu  aussi  un  grand  retentissement,  et  plusieurs 
savants  distingués  lui  donnèrent  leur  approbation.  Lyell  fut  de  ce 
nombre.  D'ailleurs,  de  son  côté,  Croll  ne  négligea  rien  pour  ap- 
puyer sa  théorie  de  nouvelles  conflrmations. 

Le  sujet  n'a  pas  manqué  de  fixer  aussi  l'attention  des  géomètres. 
Dans  un  des  plus  curieux  Chapitres  de  la  Mécanique    céleste^ 
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Laplace  â  démontré  que  récliptiquc  n'est  pas  fixe  dans  l'espace 
mais  qu'elle  oscille  de  part  et  d'autre  d'un  plan  invariable.  Voie 
l'interprétation  que  Croll  a  attribuée  à  ce  phénomène.  PrenaD 
pourpoint  de  départ  l'obliquité  en  l'année  1801,  il  cherche  Tîn- 
fluence  que  sa  variation  séculaire  doit  exercer  sur  le  climat  des 
régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  l'Océan.  D'après  les  calculs  de 
Meech  sur  l'intensité  relative  de  la  lumière  et  de  la  chaleur  do 

1 

Soleil  à  diflerentes  latitudes  du  globe  terrestre,  les  deux  pôles  re- 
cevraient à  peu  près  autant  de  chaleur  qu'en  reçoivent  les  paral- 
lèles de  76  degrés  au  moment  où  l'obliquité  de  l'écliptique  atteint 
son  maximum.  Croll  n'admet  pas  qu'il  s'ensuivrait  un  change- 
ment dans  la  température  moyenne  des  pôles,  parce  que  le  cours 
du  Soleil  éprouverait  lui-même  des  variations,  en  même  temps  que 
l'écliptique^  mais  il  suppose  que  la  chaleur  estivale  augmenterait 
dans  une  très-grande  proportion,  ce  Ainsi,  dit-il,  nous  pourrons 
conclure  que,  lorsque  l'obliquité  de  l'écliptique  sera  maximum 
et  que  le  pôle  recevra  un  dix-huitième  de  plus  de  chaleur  qu'à  pré- 
sent, la  température  des  pôles  pourra  être  de  i4  à  i5  degrés  Fah- 
renheit (  7  à  8  degrés  centigrades)  supérieure  à  celle  d'aujourd'hui 
en  admctta  t,  d'ailleurs,  que  ce  supplément  de  calorique  soit  em- 
ployé entièrement  à  élever  la  température.  » 

Croll  a  exposé  ses  théories  dans  plusieurs  Mémoires,  dont  le 
plus  essentiels  portent  les  titres  suivants  : 

Sur  la  cause  physique  du  changement  des  climats  duj'ant  le 
époques  géologiques; 

Sur  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  ses  relations  phy 
siques  avec  la  période  glaciaire; 

Sur  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  et  son  influent 
sur  le  climat  des  régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  la  mer; 

Sur  la  cause  physique  de  la  submersion  et  de  l'émersion  di 
continents  durant  la  période  glaciaire; 

Sur  les  temps  géologiques  et  la  date  probable  des  périodi 
glaciaire  et  antémiocène. 

C'est  du  premier  de  ces  Ouvrages  que  nous  avons  extrait  le  Con 
mentaire  de  Croll  à  l'appui  des  calculs  de  Le  Verrier. 

Le  deuxième  Mémoire  est  basé  sur  un  Tableau,  dressé  par  Ston< 
indiquant  les  variations  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du  p< 
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riliéliede  la  Terre  à  intervalles  de  dix  mille  ans  (époque,  1800). 
Le  suivant  est  relatif  à  la  discussion  du  même  sujet  de  recherches 
qae  le  travail  de  Meech  dont  il  vient  d'être  question.  Un  passage 
de  ce  Mémoire  de  Croll  a  été  cité  précisément  à  Tappui  de  cette 
discussion. 

Qaant  aux  deux  autres  Mémoires  de  Croll,  il    en  sera  parlé 
dans  ua  instant. 

Pilar  s'appuie  sur  ce  fait  que  les  continents  se  terminent  en 
pointe  sur  l'hémisphère  sud,  phénomène  que  déjà  Bacon  de  Yeru- 
lam  etForster  ne  regardaient  pas  comme  accidentel.  11  en  chercha 
la  cause  possible  et  étudia    soigneusement  le  caractère   géogra- 
phique de  cet  hémisphère,  ainsi  que  les  réflexions  d'Adhémar  sur 
la  répartition  de  la  terre  et  des  eaux.  Cette  hypothèse  explique  et 
confinne  Taccumulation  de  puissants  glaciers,  principalement  sur 
l'hémisphère  sud.  Si  Ton  compare  celui-ci  avec  la  zone  glaciale 
arctique,   ou  le  Groenland,  les  terres  polaires  antarctiques    de- 
vraient toujours  être  couvertes  d'un  manteau  de  glace  incompara- 
blement plus  épais.  Tandis  que  CroU  évalue  à  10000  pieds  an- 
glais (3  kilomètres)  l'élévation  verticale  du  prétendu  glacier  qui 
détend  régulièrement  au  nord  du  Groenland,  il  croit  que  In  couche 
uniforme  du  pôle  sud  doit  atteindre   12  milles  anglais  (près  de 
20  kilomètres).  Cependant  ne   doit-il  pas  arriver,  et   Pilar   lui- 
'iième  fait  cette  objection,  que  plusieurs  influences  Sf  condaires, 
^tii  résultent  nécessairement  de  la  disposition  des  éléments  solides 
^t  des  éléments  fluides,  ou  en  particulier  de  la  situât!  >n  des  con- 
tinents, peuvent  contrarier  le  cours  de  ces  actions  primicosmiques  ? 
^lais  il  croit  pouvoir  démontrer  le  contraire  en  ce  qui  concerne  la 
ï't*§ion  des  calmes.  Cette  région  sépare  les  deux  domaines  de  la  cir- 
culation atmosphérique,  et  ces  derniers  sont  dissemblables,  car  la 
superficie  de  celui  du  sud  dépasse  d'un  septième  au  moins  celle  du 
tiord,  et  tout  cela  s'accorde  avec  l'idée  que  nous  nous  faisons  de 
Vénergie  des  moussons  et  des  alizés  sur  l'hémisphère  sud,  en  raison 
de  la  plus  grande  diÛférence  de  température.  Cette  différence,  ainsi 
que  la  plus  forte  condensation  qu'elle  provoque  dans  les  vapeurs 
tenues  du  nord,  pourrait  bien  aussi  témoigner  en  faveur  de  Thy- 
pothèse  de  masses  de  glace  extraordinairement  puissantes.  Mais  il 
♦^H  probable  qu'une  grande  partie  de  cet  excès  de  chaleur  doit  se 
perdre  sous  l'influence  du  rayonnement  prépondérant. 
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Quant  à  la  mesure  approximative  de  Tépaîsseur  de  la  couche  lU 
glace,  Tauteur  évalue  à  53  myriamètres  cubes,  quantité  relative- 
ment faible,  la  contribution  annuelle  de  neige  ajoutée  à  la  masse 
déjà  existante,  et  il  en  déduit  les  dimensions  de  la  calotte  spké- 
rîque. 

On  entrevoit  facilement  les  conséquences  que  doit  entraîner  cette 
hypothèse.  Le  concours  de  ces  actions  cosmiques  les  plus  diverses 
a  déterminé  sur  le  pôle  sud  l'accumulation  de  glaciers  dont  nous 
venons  d'indiquer  Tétendue  et  la  disposition.  L'attraction  directe 
de  la  Lune  sur  ce  corps  déplace  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  cl 
entraine  en  même  temps  la  masse  des  eaux.  Pilar  mentionne  k 
changement  d'aspect  qui  s'opère  à  la  surface  de  la  planète  Mar 
et  conclut  ses  intéressantes  recherches  en  établissant,  entre  le: 
théories  d'Adhémar  et  de  Croll,  une  concordance  au  moyen  de  la- 
quelle  il  espère  constituer  une  base  solide  pour  la  démonstratioi 
des  périodes  glaciaires  historiques  et  préhistoriques. 

H.-J.  Klein  a  jugé  le  caractère  mathématique  de  la  base  adopté 
par  Le  Verrier,  Stone  et  Stock well  dans  l'exposé  de  leurs  hypc 
thèses.  «  Tous  ces  résultats  »,  dit-il,  «  sont  une  pure  illusion,  pan 
qu'ils  reposent  uniquement  sur  le  calcul  et  que  les  grandeurs  évs 
luées  par  l'observation  (masse  des  planètes,  etc.)  ne  possèdei 
pas  le  degré  d'exactitude  suiBsant,  alors  qu'il  est  tout  à  fait  néce^ 
saire  dès  que  l'on  doit  faire  intervenir  des  périodes  d'une  longuei 
si  insolite.  Mais  il  y  a  mieux  encore.  Dans  les  recherches  doi 
il  s'agit,  l'espace  universel  est  considéré  comme  absolument  vid 
Cette  hypothèse  restrictive  n'est  pas  exacte  5  la  seule  chose  po 
sible  est  que  l'espace  céleste  soit  rempli  par  un  fluide  d'une  e 
trème  ténuité.  Si  alors  il  est  permis  de  négliger  les  effets  q 
peuvent  en  résulter  dans  le  cours  de  quelques  milliers  d'années, 
est  complètement  inadmissible  de  le  faire  dès  que  l'on  a  à  cons 
dérer  des  périodes  où  les  années  se  chiffrent  par  plusieurs  mi 
lions.  » 

Le  paragraphe  suivant  est  relatif  à  une  discussion  approfond 
des  résultats  numériques  de  la  théorie  de  Pilar.  On  suppose  l'exi 
tencededeux  paraboloïdes,  ayant  même  axe  que  la  Terre,  et  fo 
mant  aux  deux  pôles  les  immenses  glaciers  dont  les  masses  pn 
duisent  une  résultante  dont  le  centre  de  gravité  est  nécessairemei 
à  une  certaine  distance  du  centre  de  la  sphère  terrestre.  Mais  il  i 
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semble  pas  que  celte  recherche  doive  conduire  a  des  résultats  con- 
cluants. 

Lorsque  Peschel  assure  que  Tancienne  hypothèse  de  l'attraction 
des  Arabes  Kazouini  et  Demitschki  renferme  le  principe  de  la  doc- 
tnne  d*Adhémar,  il  nous  semble  que  la  diflercncc  de  la  disposition 
d'ensemble  doit  être  peu  à  considérer  dans  Tun  et  Tautre  cas. 

Le  travail  dont  nous  étudions  ici  la  substance  se  termine  par  un 
exposé  des  idées  émises,  il  y  a  quelques  années,  parSchmick.  Le 
premier  Mémoire  de  ce  géomètre  date  de  Tannée  1 869.  Il  est  inti- 
tulé :  Le  changement  des  mers  et  les  époques  glaciaires  des  hémi- 
spkères  terrestres.  Schmick  s'appuie  sur  rexcentrîcité  de  Torbite 
terrestre,  qui  parait  également  jouer  le  rôle  le  plus  important  dans 
les  théories  d'Adhémar  et  de  Croll.  L'auteur  s'eilbrce  de  prouver 
que  le  pôle  austral  est  actuellement  le  plus  favorisé  et  que  la  période 
entre  deux  positions  semblables,  dans  le  cours  de  l'ondulation  d'un 
pobt  déterminé  de  chaque  hémisphère,  comprend  un  intervalle 
de  dix  mille  ans. 

On  doit  encore  à  Schmick  d'autres  Mémoires  qui  ont  été  publiés 
àputirde  1 871,  et  qui  portent  pour  titres  : 

Faits  et  observations  relatifs  à  la  confirmation  de  la  noui^elle 
théorie  d'un  changement  des  mers,  par  suite  de  t attraction  du 
Soleil  et  d'une  succession  de  périodes  glaciaires  égales  pour  les 
ifux  hémisphères  terrestres  ; 

La  nouvelle  théorie  des  oscillations  séculaires  périodiques  du 
wVeott  de  la  mer,  etc.  ; 

Le  phénomène  des  marées  et  sa  connexion  avec  les  oscillations 
Salaires  du  niveau  de  la  mer  ; 

La  dépression  de  la  mer  Caspienne  et  du  lac  d'oral,  et  sa 
^nstatation  comme  preuve  à  l'appui  d'oscillations  séculaires  du 
^veaudela  mer; 

Et  enfin  diverses  Notices  en  réponse  aux  travaux  de  MM.  Pfaflf 
et  W.  Veltmann,  à  la  suite  de  la  discussion  engagée  entre  ces 
UTints. 
Fr.  Pfaff  doit  être  cité  comme  premier  antagoniste  de  la  doc- 
^e  de  Schmick.  Il  se  base,  en  particulier,  sur  ce  que  les  soulè- 
vements des  continents,  que  tous  les  géologues  modernes  s' ac- 
cent à  regarder  comme  distincts  et  que  Schmick  est  disposé  à 


io4  PREMIÈRE  PARTIE. 

considérer  comme  chimériques,  peuvent  même  servir  d^  réfutatio 
de  la  théorie  des  compensations.  Cette  réfutation  repose  essentiel 
lement  sur  un  fait  que  Pfaif  présente  sous  la  forme  suivante 
ce  Nous  savons,  et  la  nécessité  physique  de  ce  fait  a  été  reconniu 
depuis  longtemps,  que  les  phases  de  marées  se  produisent  simulta- 
nément aux  extrémités  d*un  même  diamètre.  » 

Moldenhauer  a  formulé  aussi  des  objections  que  nous  n'exami- 
nerons pas,  parce  qu'elles  appartiennent  essentiellement  à  l'his- 
toire naturelle.  Nous  reviendrons  alors  à  la  controverse  élevée  en 
ces  derniers  temps  entre  Pilar  et  Schmick,  dont  les  traits  fonda- 
mentaux se  trouvent  déjà  par  anticipation  dans  un  écrit  de  Schie- 
ling,  intitulé  :  Les  courants  perpétuels  et  constants  de  V atmo- 
sphère et  de  l'Océan  (iSjS). 

Pilar  se  propose,  avant  tout,  de  réfuter  l'hvpothèse  de  Schmick, 
suivant  laquelle  les  masses  d'eau  accumulées  au  pôle  sud,  opposé 
au  pôle  nord,  peuvent  affecter  le  centre  de  gravité  du  globe  d'une 
variation,  non  pas  simplement  momentanée  et  faible,  mais  chro- 
nique, durable  et  sérieuse.  Pilar,  aussi  bien  que  Schmick  dans  sa 
réponse,  semble  ne  pas  regarder  comme  facteur  digne  d'intervenir 
le  mouvement  quotidien  de  l'axe  de  la  Terre.  Tandis  que  la  seule 
forme  d'équilibre  stable  d'une  masse  liquide  en  repos  ne  peut  ètn: 
qu'une  sphère,  il  existe,  pour  un  corps  animé  d'un  mouvement  d( 
rotation,  plusieurs  autres  formes  d'équilibre,  dont  on  trouverai 
rénumération  dans  un  travail  du  à  Matthiessen. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  théorique,  le  géomètre  Vel' 
mann  a  contesté  l'exactitude  de  la  théorie  de  Schmick.  11  recoi 
naît  que  Peschel  a  opéré  ses  calculs  en  mathématicien  amateur,  ^ 
il  indique  avec  beaucoup  de  sens  le  point  saillant  de  toute  la  coi 
trovcrse.  Il  s'agit  en  eilct  de  savoir  si,  par  suite  du  changemeutc 
place  des  eaux,  la  surface  des  mers  est  et  peut  être  une  surface  c 
niveau  dans  l'acception  ordinaire  de  la  Mécanique  analytique. 

Quelques  données  relatives  à  la  controverse  entre  Schmid 
Veltmann,  Brenner  et  Niessl  terminent  ce  troisième  Mémoir 
qui  aurait  mérité,  comme  on  le  voit,  un  examen  plus  détaillé, 
résume  assez  complètement,  du  reste,  l'état  actuel  de  nos  connai 
sances  sur  ce  sujet  de  discussion.  Laissant  de  côté  les  hypothèse 
imparfaites  des  anciens  et  les  systèmes  erronés  du  moyen  àg 
nous  avons  vu  que  la  doctrine  dominante  était,  à  peu  d'exception 
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celle  d'une  situation  excentrique  de  la  terre  et  des  eaux.  Tour  à 
loor  rejetéc  par  Copernic  et  par  Dante,  soutenue  en  partie  par 
Franz,  Patritius,  elle  devînt  chez  Newton  le  germe  d'une  idée 
gnodiose  et  nouvelle.  Mais  bientôt  elle  disparut  pour  faire  place, 
dans  la  seconde  moitié  du  dernier  siècle,  à  une  idée  essentiellement 
différente,  qui,  n'invoquant  plus  un  rapport  statique,  fit  intervenir 
le  cours  ininterrompu  des  variations  cosmiques  et  se  montra 
soos  la  forme  successivement  perfectionnée  des  hypothèses  de 
Wrede,  de  Lamarck,  d'Âdhémar,  de  CroU  et  de  Schmick. 

n  nous  parait  impossible  qu'une  de  ces  théories  suffise  à  tout 
édaircir  et  renferme  la  clef  de  tous  les  phénomènes  naturels.  Sui- 
Tant  une  judicieuse  réflexion  de  Goethe,  l'accord  universel  des  sa- 
Tants  est  impossible  à  obtenir  et  n'est  même  pas  souhaitable,  car 
une  multitude  desentiers  conduisent  au  but  dans  la  nature.  Mais, 
àcèté  d'autres  hypothèses,  il  en  est  une  qui  trouvera  toujours  une 
place  marquée.  C'est  la  doctrine  dont  nous  venons  d'esquisser 
révolution  historique  :  le  déplacement  séctdaire  du  centre  de  gra- 
vité de  la  Terre  sous  l'iniluence  de  l'inégale  répartition  de  la 
masse  des  eaux.  H.  B. 


GUNTHER  (S.).  —  Grunolehren  der  hathbmatisghe?i  Géographie  und  elb- 

ME?rTAREN  ASTRONOMIE  ZUM  GeBRAUCHE  IN  UOHEREN  MlTTELSCIlVLKLASSEN  UND 

BEI  ALAOEMiscHEN  VoRTRÀGEN.  —  I  vol.  in-8°  (le  127  p.  Munclicn,  1878. 

Le  nouveau  Volume  de  M.  S.  Gûnther,  dont  je  viens  de  transcrire 

'^  titre,  a  été  composé  au  point  de  vue  exclusivement  classique  et 

^^tiné  à  être  mis  dans  les  mains  des  élèves  les  plus  avancés  des 

(<»les  moyennes,  si  nombreuses  en  Allemagne.  Sans  doute  des 

'ùres  analogues  existaient  déjà  \  mais,  dans  ces  dernières  années, 

'es  méthodes  d'enseignement  ont  été  si  profondément  modifiées,  que 

les  meilleurs  de  ces  Traités  ne  répondaient  plus  qu'imparfaitement 

aux  programmes  des  Cours  et  des  examens  qui  en  sont  la  sanction^ 

\dles  sont,  dit  le  savant  professeur  du  Gymnase  d'Ansbach,  les 

raôsons  qui  l'ont  décidé  à  exposer  de  nouveau  les  principes  de  la 

Ciéographie  et  de  l'Astronomie  mathématique. 

L'élude  de  la  forme  et  des  mouvements  de  la  Terre  est,  en  efict, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  III .  (  Mars  1 879.)  O 
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le  but  principal  de  TOuvrage  que  nous  analysons  ici,  et  plus 
moitié  du  Volume  lui  est  consacrée. 

L'Ouvrage  de  M.  Gùntlier  est  divisé  en  douze  Chapitres. 
Le  premier  traite  du  mouvement  diurne  apparent  des  et 
tel  qu'il  se  montre  à  un  observateur  situé  sur  la  Terre,  et  de  la 
iication  des  lois  de  ce  mouvement  à  Taide  du  gnomon,  de  Tar 
des  astronomes  alexandrins,  de  la  dioptre  de  Héron,  dont  le  j 
cipe  est  le  même  que  celui  de  notre  théodolite,  du  cercle  mun 
sextant  ;  une  courte  description  fait  connaître  chacun  d< 
instruments  et  suffit  à  montrer  l'usage  que  les  astronomes  en 
vent  faire. 

Le  deuxième  Chapitre  a  pour  but  la  description  du  mouve] 
apparent  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes,  qui  se  distiog 
des  étoiles  par  leur  mouvement  propre  rapide.  M.  Gûnther  d< 
l'équinoxe,  les  solstices,  et  montre  comment  leur  position  peut 
déterminée  ;  il  traite  enfin  brièvement  de  Torbite  de  notre  s 
lite,  dont  le  mouvement  dans  le  ciel  est  si  rapide. 

Ces  divers  mouvements  apparents  étant  déterminés,  le  sa 
professeur  d'Ansbach  consacre  le  Chapitre  III  à  la  définitioii 
troîs  principaux  systèmes  de  coordonnées  célestes  ;  il  indiqu* 
relations  géométriques  et  trîgonométriques  qu'ils  ont  entre  eu 
en  déduit  la  solution  mathématique  des  divers  problèmes  relat 
la  durée  du  jour  et  de  la  nuit.  Pour  traiter  complètement  ces (] 
tions,  il  suffit  d'avoir  recours  aux  formules  fondamentales  de  la 
gonométrie  sphérique. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  la  forme  de  la  T( 
M.  Gûnther  déduit  de  l'élévation  croissante  de  lapolaire,lorsq 
marche  vers  le  nord,  la  preuve  que  la  Terre  est  une  surface  i 
vexe  dans  la  direction  du  méridien  ;  le  fait  qu'une  même  étoi! 
lève  d'autant  plus  tôt  que  l'observateur  est  plus  situé  vers  l'es 
sert  à  prouver  que  la  même  convexité  existe  dans  une  dire< 
perpendiculaire  au  méridien,  et,  comme  elle  est  la  même  que 
le  sens  nord- sud,  il  en  conclut  que  la  Terre  est  sphérique 
sphéricité  et  l'isolement  de  la  Terre  dans  l'espace  étant  ainsi 
montrés,  la  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  quelques  notions  sv 
dimensions  de  notre  sphéroïde  et  à  l'analyse  succincte  des  tra^ 
des  anciens  astronomes  sur  ce  sujet. 

Le  cinquième  Chapitre  a  pour  but  l'exposition  des  méthode! 


■1  •, 
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sont  employées  pour  la  détermination  do  la  position  géographique 
dnn  point.  Pour  les  latitudes,  M.  Gûnther  donne  la  méthode  des 
ciilmiDations  de  la  polaire,  la  méthode  de  la  culmination  d'une 
f  étoile  de  déclinaison  connue,  la  méthode  de  la  hauteur  dans  le  pre- 
mier vertical,  la  méthode  de  Bohm,  la  méthode  de  Douwes,  et 
enfin  la  méthode  de  Rùmker.  La  question  des  latitudes  est  donc 
traitée  d'une  manière  très-complète.  La  détermination  des  lon- 
gitudes est  ex{>osée  avec  un  soin  au  moins  égal;  après  avoir  fait 
connaître  les  principales  méthodes  propres  à  donner  l'heure  locale, 
l'auteur  indique  les  procédés  propres  à  donner  la  longitude  en  mer, 
soit  par  Tobservatiou  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  soit 
par  l'observation  des  distances  lunaires  et  les  formules  de  Wemer 
et  Donthome. 

Ce  paragraphe  se  termine  enfin  par  l'exposé  des  procédés  de  la 
mesure  des  altitudes  par  les  méthodes  trigonométriques,  parle 
baromètre  ou  par  la  détermination  de  la  température  de  Tébullition 
deTeau. 

Le  Chapitre  V  renferme  donc  l'exposé  élémentaire  de  l'ensemble 
da  connaissances  astronomiques  nécessaires  au  voyageur  désireux 
f.     de  lever,  avec  quelque  précision,  la  carte  du  pays  qu'il  explore. 

Le  Chapitre  \I  est  tout  entier  relatif  à  la  détermination  des 
parallaxes  diurnes  ou  annuelles  des  étoiles  ou  des  planètes,  et  à  la 
mesure  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  par  les  méthodes 
d'Aristarque  et  de  Halley. 

Les  deux  Chapitres  suivants,  VII  et  \^n,  traitent  de  TAstro- 
tK)inie  théorique,  c'est-à-dire  de  l'explication  géométrique  des 
apparences  du  mouvement  des  étoiles,  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
planètes.  L'ordre  suivi  est  l'ordre  historique.  M.  Gunther  débute 
pir  un  exposé  du  système  astronomique,-  imaginé  par  Eudoxe  et 
dopté  par  Aristote,  des  sphères  homocentriques  *,  il  montre  ensuite 
comment  les  observations  d'Hipparque  sur  le  mouvement  du  Soleil 
01  ont  fait  reconnaître  l'insuffisance  et  comment  ce  dernier  a  été 
conduit  à  l'hypothèse  des  cercles  excentriques  parcourus  d'un 
ttKmTement  angulaire  ttniforme.  Cette  hypothèse,  admissible  pour 
le  Soleil,  fut  bientôt  reconnue  ne  pouvoir  rendre  un  compte  assez 

exact  des  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  et  Ptolémée  dut 

adopter  l'hypothèse  des  épicycles,  qui  a  été  admise  jusqu'à  Coper- 

liic.  L'auteur  entre  ensuite  dans  d'intéressants  détails  sur  le  sys- 

8. 
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lênie  de  Copernic  et  sur  les  travaux  de  Kepler  et  de  Galilée,  qi 
Tont  enfin  fait  admettre  de  tous  les  astronomes,  en  montrant  qi 
rhypothèse  du  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil  fixe  rer 
un  compte  facile  des  moindres  particularités  du  mouvement  de  o 
corps,  et  en  particulier  de  leurs  phases,  que  l'invention  des  lunetti 
venait  de  faire  découvrir.  En  terminant,  M.  Gûntlier  énumère  li 
preuves  expérimentales,  déviation  dans  la  chute  des  corps,  exp 
riences  de  Foucault,  parallaxe  des  étoiles,  aberration  de  la  li 
mière,  etc.,  que  nous  pouvons  aujourd'hui  donner  du  double  moi 
vement  de  la  Terre  sur  elle-même  et,  par  analogie,  du  mouveme: 
des  planètes  autour  du  Soleil. 

Le  Chapitre  IX  est  relatif  à  la  cause  du  mouvement  des  ccrj 
célestes  et  à  l'exposé  des  lois  de  l'attraction.  La  découverte  de  Newtc 
y  est  exposée  au  point  de  vue  historique  et  au  point  de  vue  c 
ses  conséquences  mathématiques  pour  l'explication  de  la  fom 
vraie  de  la  Terre  et  pour  la  démonstration  des  lois  empiriques  c 
Kepler. 

Dans  le  Chapitre  X,  M.  Gùnther  traite  brièvement  de  TAstn 
nomie  physique  et  de  la  description  des  étoiles,  des  nébuleuses 
des  planètes. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  au  calendrier. 

Le  Volume  se  termine  enfin  par  quelques  pages  relatives  à 
représentation  plane  de  la  surface  de  la  Terre. 

L'ensemble  des  matières  traitées  dans  le  Volume  de  M.  Gûnth^ 
ne  difière  pas  essentiellement  de  ce  Iles  qui  sont  en  général  exposée 
dans  les  Traités  de  cet  ordre  ^  mais  l'enchaînement  des  faits  est  pli 
rigoureux,  les  déductions  mieux  suivies,  et  l'auteur  marche  toujoai 
d'un  pas  sur  vers  le  but  qu'il  s'est  proposé.  Grâce  à  sa  profonc 
érudition,  le  savant  professeur  a  d'ailleurs  pu  donner  un  historiqt 
complet  des  diverses  questions  relatives  à  la  forme  et  aumouvemei 
de  la  Terre.  Le  Volume  de  M.  Gûnther  sera  donc  lu  avec  intérêt  p< 
tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'enseignement  de  l'Astronomie  éU 
mentaire  et  aussi  par  les  géographes  ou  les  voyageurs  désireux  < 
se  rendre  un  compte  exact  des  procédés  de  la  Géographie  ancieni 
ou  moderne.  G.  R. 
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DE  L'EMPLOI  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DANS  LA  THÉORIE 

DU  QUADRILATÈRE  PLAN  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

La  théorie  des  sjslètnes  articulés,  qui  doit  son  origine  à  la  belle 
découverte  du  colonel  Peaucellier,  et  à  laquelle  les  travaux  récents 
des  géomètres  anglais  ont  donné  une  réelle  importance,  repose 
loui  entière  sur  la  considération  de  polygones  dont  les  angles 
chaogent,  mais  dont  les  côtés  conservent  des  dimensions  inva- 
riables. On  a  donc  été  conduit  à  considérer  les  figures  géométriques 
sous  un  point  de  vue  nouveau  et  à  étudier  les  relations  auxquelles 
peut  donner  naissance  la  déformation  d'une  figure  polygonale  dont 
les  difiérents  côtés  conservent  toujours  leur  grandeur  et  peuvent 
être  assimilés  à  des  tiges  solides  articulées  les  unes  aux  autres.  Je 
me  propose  de  traiter,  dans  ce  travail,  le  plus  simple  des  polygones 
articulés,  le  quadrilatère,  et  de  mettre  en  évidence  les  ressources 
que  peut  offrir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans  la  recherche 
des  propriétés  géométriques  et  des  relations  entre  les  angles,  les 
côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Considérons  un  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  les  côtés  par 
a,  i,  c,  J,  et  supposons  qu'un  mobile  ait  parcouru  les  difiérents 
cotés  du  quadrilatère  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens. 
Appelons  o)],  o),,  &)|,  co^  les  angles  que  font  les  différents  côtés, 
pris  dans  le  sens  où  ils  ont  été  parcourus  par  le  mobile,  avec  une 
droite  quelconque  du  plan.  On  aura  les  deux  équations 

,  i  ûc***»  H-  be****  -t-  ce^t  -|-  de'*'*  =  o, 

w  \ 

{  aer'**i  -f-  he-'"**  -4-  ce-*"»  H-  de-'*'*  =  o, 

1^  contiennent  la  théorie  complète  du  quadrilatère  et  qui 
donnent  naissance  à  toutes  les  relations  existant  entre  les  angles 
des  différents  côtés.  Or,  si  Ton  pose 
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les  l'oriiiulcs  précédentes  deviennent 

.'  at^  -4-  bt.j^  -f-  r/.,  -\-  dt^  i=  o, 

Regardons  f<,  f,,  /j,  i*  comme  les  coordonnées  homogènes  d'u 
point  de  Tespace^  les  équations  précédentes  représentent  alors  l'im 
tersection  d'un  plan  et  d'une  surface  cubique,  c'est-à-dire  urJ 
courbe  plane  du  troisième  ordre.  On  voit  donc  que  la  théorie  A 
quadrilatère  articulé  se  ramène  à  celle  d'une  cubique  plane.  Comin 
on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  de  toute  cubique  plan 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  t 
d'un  radical  du  quatrième  ou  du  troisième  degré  en  A,  on  voit  qii 
Ton  pourra  aussi  exprimer  de  la  même  manière  les  ligues  trigono 
métriques  des  angles  que  forment  les  différents  côtés  du  quadrila 
tère.  On  pourra  aussi,  évidemment,  exprimer  ces  lignes  trigono 
métriques  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  sni,  cni,  dni  d'u: 
certain  argument  i.  Le  présent  travail  est  consacré  à  la  recherch 
de  ces  expressions  et  à  l'exposition  de  quelques  conséquences  géo 
métriques  des  formules  trouvées. 

Avantde  commencer  cette  recherche,  nous  présenterons  quelque 
remarques  très-simples  sur  les  quadrilatères  articulés.  Nous  avon 
désigné  par  rt,  i,  c,  d  les  côtés  successifs  du  quadrilatère;  maisi 
est  évident  qu'avec  ces  mêmes  côtés  pris  dans  un  autre  ordre,  e 
conservant  leur  direction  et  leur  sens,  on  peut  former  d'autre 
quadrilatères,  et  l'on  voit  bien  d'ailleurs  que  les  formules  (i)  et  (2 
sont  indépendantes  de  l'ordre  de  succession  des  côtés.  On  aur 
ainsi  six  quadrilatères  dans  lesquels  l'ordre  de  succession  des  côte 
sera  indiqué  par  le  tableau  suivant  : 

a  b  c  dy        a  c  d  b^       a  d  b  c, 
a  il  c  by        a  b  d  c,        a  c  b  d. 

Les  quadrilatères  déûnis  par  les  arrangements  appartenant  à  uu 
même  ligne  verticale  seront  toujours  superposables  ;  on  n'obtieudi 
donc  que  trois  formes  réellement  distinctes. 

Ces  trois  quadrilatères  ont  chacun  deux  diagonales  ;  il  est  facil 
de  voir  que  ces  six  diagonales  sont  égales  deux  à  deux.  En  effei 


t 
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posons 

3;  '   ai^  -+- ^Yj  m  ;«,  cje*^», 

[a,b\  [a^c]^  i^t^)  étant  les  modules  et  0i,  0j,  5,  les  arguments 
des  premiers  membres.  On  aura  le  tableau  suivant: 


j  ^f..      i  Quadrilatères.  Diagonales. 


'  a  b  c  ii,  {a,  h]   [byc], 

a  c  d  b,  {^i  c)   [a,  b), 

^  ;  - .  a  d  b  c.  (  />,  d- )   ( «,  c ). 

Puisque  Tordre  de  succession  des  côtés  ne  joue  aucun  rôle  dans 
^     /       '*  recherche  que  nous   allons  entreprendre,  nous  pourrons  sup- 

a>b>c>d, 
^'  nous  poserons,  pour  abréger  les,  calculs, 

i^i  =  —  a  -h  ^;  H-  c  -h  ^,  Pq  ^=1  a  -k-  b  -\-  c  -^  dy 

<7j  r=r        ri  —  /^  -+-  r  -+.  d,  /;„  =r  —  p^^  ~  a  -^  b  —  c --  d 

I  ^i=        a  -^  b  —  c  -h  d,  p^^  z=z  -^  p^^^zza  -^  c  ^  b—  d, 

^  est  évident  que  les  quantités  ^i,  p^f  p\tt  Ptt  sont  positives,  par 
^ite  de    Tordre  de  grandeur  admis  pour  les  côtés.  Quant  à  la 
^^antité/?,4,  elle  peut  être  positive,  nulle  ou  négative,  et  son  signe 
J^^ue  UH  rôle  essentiel  dans  la  théorie  du  quadrilatère.  On  a  deux 
^"^lasses  distinctes  de  quadrilatères  correspondantes  aux  deux  signes 
différents  que  peut  prendre  p^.  Ces  deux  classes  sont  en  quelque 
^orte  séparées  par  celle  qui  correspond  au  cas  exceptionnel  où  Ton 
^  p,i=:o.  Alors  les  dilTérents  quadrilatères  que  Ton  peut  former 
^^ecles  côtés  a,  i,  c,  d  sont  toujours,  quel  que  soit  Tordre  de  suc- 
c*t?ssion  de  leurs  côtés,  circonscriptibles  à  un  cercle.  On  pourra  con- 
sulter sur  ce  sujet   l'article  que   nous   avons   publié  récemment 
(  p.  64  de  ce  Volume  ) . 

C'est  seulement  dans  le  cas  ovLpn  est  nul  que  la  cubique  plane 

liée  au  quadrilatère  a  un  point  double.  En  cflet,  les  équations  qui 

k  «^priment  que  cette  cubique  a  un  point  double,  c'est-à-dire  que  le 

m         f^ui  représenté  par  la  première  des  équations  (  2)  est  tangent  à  la 


^ 


% 
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surface  cubique  représentée  parla  seconde  de  ces  équations,  soi 

a  ù  r  fi 

et  elles  donnent 

et  par  conséquent 

(5)  a±:b±:c±:ci=io. 

Quand  les  côtés  sont  inégaux,  des  huit  quantités  que  l'on  obi 
en  prenant  toutes  les  combinaisons  de  signes,  ^/,  p^^  Pin  Pitt 
une  seule  peut  être  nulle  :  c'est  p^.  On  a  donc 

a  -^  d —  b  —  r=o. 

Cette  relation  caractérise  le  quadrilatère  circonscriptible  le 
général.  On  voit  qu'on  pourrait  aussi  l'appeler  unicursal,  puis 
la  cubique  qui  lui  est  liée  ayant  un  point  double,  on  pourri 
primer  les  lignes  trigonométriques  de  ses  angles  en  fonction  ra 
uelle  d'un  seul  paramètre.  Les  coordonnées  du  point  double 
alors 

Mais  il  existe  des  cas  plus  particuliers  encore  où  la  relatioi 
peut  être  satisfaite  avec  deux  combinaisons  de  signes  diflférei 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  la  fois 

a -h  ci —  ù  —  c  =  o,     rt-hc — b  —  r/mo, 
ce  qui  donne 

az=:  by      c  =  d. 

On  obtiendra  un  quadrilatère  pour  lequel  la  cubique  ass< 
aura  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  se  décomposera  en  uned 
et  une  conique.  Les  deux  relations  (2)  deviendront 

et  elles  se  décomposeront  dans  les  deux  systèmes  suivants  : 


i 
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Et  en  effet,  si  Ton  considère,  par  exemple,  le  quadrilatère  comme 

formé  avec  les  côtés  dans  l'ordre  de  succession  suivant  acbdy  les 

côtés  opposés  seront  égaux,  et  il  sera  soit  un  parallélogramme,  soit 

un  contre-parallélogramme.  Ces  deux  cas  distincts  correspondent 

aux  deux  systèmes  différents  de  formules. 
Enfin,  si  les  quatre  côtés  a,  &,  c,  d  du  quadrilatère  sont  égaux, 

la  cubique  liée  au  quadrilatère  se  décompose  en  trois  droites.  Le 

quadrilatère  est  un  losange. 
.Vous  avons  donc,  en  résumé  : 

1°  Le  losange  (a,  a,  a,  a),  pour  lequel  la  cubique  se  réduit  à 
trois  droites  5 

2*  Le  parallélogramme,  le  contre-parallélogramme  (a,  &,  a,  &), 
le  quadrilatère  qu'on  peut  appeler  bi-isoscèle  («,  «,  i,  i),  pour  les- 
quels la  cubique  se  décompose  en  une  droite  et  une  conique  \ 

3^  Le  quadrilatère  unicursal  dont  les  côtés  sont  inégaux,  pour 
lequella  cubique  a  un  point  double; 

4°  Enfin,  le  quadrilatère  général  ou  elliptique,  pour  lequel  la 
cubique  associée  n'a  pas  de  point  double. 

Sous  avons  vu  qu'il  y  a  deux  espèces  de  quadrilatères  généraux 
correspondants  aux  deiix  signes  différents  que  peut  prendre  la 
quantité  pi  4.  Il  est  facile  de  caractériser  ces  deux  classes  par  une 
propriété  géométrique.  Si  l'on  fixe  deux  sommets  consécutifs  A,  B 
dun  quadrilatère  articulé  ABCD,  on  obtient  un  mécanisme  qui 
transforme  une  rotation  de  BC  autour  de  B  en  une  rotation  de  AD 
autour  de  A.  Si  l'on  veut  que  les  deux  rotations  qui  se  transforment 
lune  dans  l'autre  soient  continues  toutes  les  deux,  on  trouve  sans 
peine  que  AB  doit  être  le  plus  petit  côté  du  quadrilatère  et  que 
l  on  doit  avoir 

^  +  CD<ACh-BD,     AB-»-BC<AD-f-DC,     AB -h  AC  <  BD -4- DC, 

ou,  d'après  nos  notations, 

1^  classe  de  quadrilatères  pour  laquelle  /^i4  <I  o  est  donc  la  seule 
*p  permeue  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  continu 
en  un  autre  mouvement  circulaire  continu.  En  d*autres  termes, 
les  angles  que  font  les  différents  côtés  du  quadrilatère  avec  le  plus 
petit  d'entre  eux  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Il 
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n'en   est  pas  de  même  pour  les  quadrilatères  dans  lesquels  on 

D'autres  propriétés  géométriques  distinguent  encore  les  deu 
classes.  Par  exemple,  avec  quatre  côtés  a,  b^  c,  d  quelconques  c 
peut  toujours  former  un  quadrilatère  inscriptible  convexe  ;  mais  c 
ne  pourra  former  un  quadrilatère  inscriptible  non  convexe  que 
Ton  a  ^14  <Co« 

De  même,  supposons  que  Ton  cherclie  à  former  avec  les  qoaij 
côtés  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  soient  parallèles,  le  pn 
blême  n'admettra  de  solution  réelle  que  si  l'on  a  pi  4  <^  o. 

I. 

Le  premier  moyen  d'exprimer  les  angles  du  quadrilatère  repos 
sur  l'emploi  de  l'identité  suivante,  donnée  par  Jacobi  dans  . 
Tome  XV  du  Journal  de  Crelle,  page  200  : 

,^.  (  8n(«'  —  x)sn[jr  —  z)  -+-sn(M' — r)  sn[z  —  jc)  -+-  sn(«'  —  z)  sn(.r — y 
(      -f-  A' sn  [w — x)  sn  [w — r)  sn  [(v  —  z)sn(jr —  z)  sn  (3  — x) sa  [x — r)  r=  « 

Dans  cette  identité,  changeons  çv  en  çv  +  iK',  elle  deviendra 


( 


sn  (  j  —  3  )        sn  (  3  —  .r  )        sn  (  .r  —  y  ] 


,  sn(«' — .r)       sn{«'  —  j]       sn(<v  —  3) 

sn(_r  —  3)sn[3  —  .r)sn(.r —  y) 

-f-      •■•-'-■■  ■  ■         I  .m.  ■   -      »      ,.  ,        .      ■     ■       2^;      Q^ 

sn (  w  —  .;; j  sn  ( m'  —  j)sn[iv  —  z] 

Cela  posé,  considérons  un  quadrilatère  quelconque,  et  désignou 
par  <i>i,  b)2,  cds  les  angles  que  font  les  côtés  a,  &,  c  de  ce  quadrila 
tère  avec  le  côté  d.  Si  celui-ci  a  été  pris  dans  un  sens  convenable 
ces  angles  devront  satisfaire  aux  deux  équations 

Or,  si  l'on  peut  déterminer  j^  —  z^  z —  x,  A'  par  les  trois  équa 
tions 

sn  (.r  —  3  ) sn  { 3  —  .r] sn  (.r  —  y) 

abc 


(9) 


A-sn(x  —  .K)sn(.r  —  3)sn(3  —  t] 
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la  identités  (6)  et  (7)  prendront  la  forme 

I  I 


a 


ksnw—jr]  siHiv*  —  Z)  A-sn(M' —  ~r)  sn(«'  —  z) 

r 

rtÂsn(»'— >  )  sn(u' — z)  -h  hk  sn(«'  —  .r)  sn(«' —  z) 
i  -f-  cX-sn(«»  —  jr)sn(w — >)-+-rf=:o, 

[    et,  en  les  comparant,  ainsi  écrites,  aux  équations  (8),  on  voit  que 
l'on  pourra  poser  (  *) 

[  c^i  =  A-sn(«i'  —  r)sn(«'  —  s), 
'10;  '  c'**i  = /•  sn  ( «'  —  .r)sii(«'  —  «), 

'  ff"*«  =  A-  SQ  (  fv  —  X  )  sn  (  w  —  j  ), 

•    et  ces  formules,  contenant  l'arbitraire  w^  résoudront  entièrement 

la  question  proposée.  Nous  allons  d'abord  discuter  le.  système  des 

!     équations  (9),  qui  doit  nous  donner  le  module  et  les  difTérences  des 

!     quantités X,  j,  Z. 

Posons,  pour  abréger, 

oaaura 


12 


//,  -f-  //,-h//3=  O, 


y'/    V     ^'^  y'/    V    ^'^  V>î    V    «^ 

La  relation  entre  les  sinus  amplitudes  a^  (3,  y  de  trois  arguments 
«ont  la  somme  est  nulle  est,  comme  on  sait, 

^ilon  yremplace  a,  /3,  y  parles  valeurs  de  sn//|,  sn/^„  su/i,  tirées 
fe formules  (i3),  on  aura 

'  \  ^ — ■-  a  bcd  —  L, 

A* 


'I-, 

V  : 


^  *y»tèine  que  Too  obtiendrait  en  prenant  pour  c^i,  r^«,  e^*  les  valeurs  in- 
'^'**»  correspond  à  un  quadrilatère  symétrique  du  premier,  et  d'ailleurs  on  Tob- 
»«odn  en  changeant  w  on  w-t-  «  K'. 
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L  désignant,  pour  abréger,  l'expression  symétrique 

l  L  =  2rt*6'-4-  2û'c*4-  aa*d*-h  ic^d} 

à  laquelle  on  peut  donner  différentes  formes,  telles  que  la  suivant 
i5  bis)  L  =r  4fl«6«  4-  4c«rf«  —  (a«  -^  ^»-  c«—  €/*)* 

d'où  Ton  déduit 

(L4-8û^crf=      <7i<7j  ^3  Ç4  =  A, 

(i6)  J  o 

On  voit  que  B  ne  sera  positif  que  si  l'on  a  ^i  4  <  o. 

Après  avoir  déCni  les  quantités  A,  B,  nous  déduisons  de  la  { 
mule  (i4) 

[  4fl^crflLziJI  =  B, 

n 

(,^)         ^  4a6c^ii±-l==:A, 

\/Â  —  v/B  _      \&abcfi 4v^ 


V^A+/B       (v/A-f-v^B;^  (^'A-hv^B)* 

On  voit  que  le  module  ne  sera  réel  que  si  l'on  a/;i4<^o.  C'esl 
cas  auquel  nous  nous  attacherons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Si  dans  la  formule  (i5  bis)  on  remplace  L  par  sa  valeur  tirée 
l'équation  (14)9  on  a 

A' 

=:4an»cn»A3dn'^,. 
On  obtient  ainsi 

±:2rt/^cn//,  dnA3=ii:a*4-  ^' —  c-  —  «/*, 

et,  en  permutant  a,  &,  c,  on  trouvera  deux  équations  analogue 
En  déterminant  les  signes  par  les  conditions 
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nous  sommes  conduit  au  système  suivant  : 


cnfii  dnyki  = f 

2  oc 

lac 

cn^jdn//,= , 

aao 

d^où  Von  déduit  aisément  le  groupe  de  relations 


r;dn>6,  -  cn/i^)=^--poPuqiq,.        ^y/^(dn^^  _ ^ cn/ij)=r ^_^^^^^^^^^^ 


r  en 


//.  -4-  dn/rj)  =  v''— /?ii/>u^i^3.      ^  V/ "T"  (^^^^'i  -•-  ^cn/<,)  =  ^ — PxtPxKqtq^. 
rdn/?;  — cn//j)  =  ^poPizqiq^,  aW—p  (dn//j  —  ^cnA,)  =  y^o/'u^iys, 

£»  cn//5-hdn//5)=V— /?,3y7u7,y„     ii/^-f-  (dn//,  -h  A:  cn/i,)  =r  ^— /^ts^u^i^*, 

i6  ;dii/*, — cn//j)  =  )/popitqzqk^        ^  Vit  ^^"^'^  ""  ^  ^"  ^^^  ~  ^PoPitqiq%» 

ï.n  prenant  positivement  tous   les  radicaux  qui  entrent  dans  ces 
(annules,  on  voit  que  dnA|,  dnA],  dn^s  sont  positifs,  et,  par  con- 
séquent, A4,  /i,,  /i,  sont  des  quantités  réelles.  Voyons  entre  quelles 
limites  elles  sont  situées. 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (18),  nous  voyons  que  le 
signe  de  en  A,  est  le  même  que  celui  de  a'  -h  rf'  —  A'  — c*.  Or  cette 
quantité  peut  être  positive,  nulle  ou  négative.  Cela  établit  entre 
l^s  quadrilatères  que  nous  considérons  des  différences  analogues  à 
^lles  qui  existent  entre  les  triangles  acutangles  et  les  triangles 
oblusangles.  Nous  voyons  donc  que  pour  A,  nous  pourrons  prendre 
une  valeur  qui  dans  tous  les  cas  sera  comprise  entre  zéro  et  2K.  Au  ' 

contraire,  il  résulte  des  formules  (18)  que  cnA„  cnA,  seront  toujours 
ï'^atifs.  Les  valeurs  correspondantes  de  A„  A3  pourront  donc  être 
prises  entre  K  et  2K. 
Si  l'on  remarque  d'ailleurs  que   les   formules   (18),  (19)  per- 
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mettent  de  vériCer  les  relations 

dn (//j  -h  //j)  =  dn/ij,     en ( //|  -4-  /ij)  =  en//,, 

nous  pourrons  conclure  que  la  somme  des  valeurs  de  ht ,  /i],  / 
telles  que  nous  venons  de  les  déterminer  est  égale  à  41^)  ^ 
lieu  d*êtrc  égale  à  zéro;  mais  cela  n'a  aucun  inconvénient. 

Quand  le  quadrilatère  se  réduit  à  un  triangle,  on  a  </  =  o  et  p 
conséquent  k  =  o.  Alors,  si  Â,  B,  C  désignent  les  angles  dutrian; 
opposés  aux  côtés  a^  i,  c,  les  valeurs  de  Ai,  /i„  h^  telles  que  no 
les  avons  déterminées  sont  tt  —  A,  ir  —  B,  tt  —  C,  et  les  formul 
précédentes  se  réduisent  aux  relations  bien  connues  qui  contienne 
les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle.  On  peut  ajouter  les  suivant 
qui  sont  la  généralisation  des  formules  faisant  connaître  les  ligi 

ABC 

trigonomélriques  des  arcs  —  >  -  »  -  : 

^  «o  Ja 

2(i-+-A)sn —  . 2cn  — dn  — 


y     ùc    '~  ^        h,'      \      be 


2 


I  -f-  A:  sn^ 

a 

2cn —  an — 


—  PoPik 


I  —  Asn'— 
1 

'x[i'\-  / ]  sn  — 


hc 


4 /Mi ~  ____Ji ,    k/zJLii!iiï  ^ 


(20) 


'X 


//s       //, 
2  en — du  — 


/ A\^ll Ull 1 


,  -Asn*  — 
2(1  -+-  /)sn  — 


V   «^   ■"       .   ,     ,/'3  '      V      «'^      " 


I  -+-  /  sn*  -^ 
2 

/'a   ,    ^» 

2cn  — dn  — 


2 

2(1  —  /  ]  sn  — 

^                          'X 

1       Xsn'*' 
1 

2en-=dn  — 

9-            0. 

i4-Asn--- 
2 

a(i-/)sn^ 

I  —  X  sn*  — 
2 

2  en—  dn  — 
2        2 

I  -h  X  sn'  — 
2 

a(i-X)sn-' 

0 

y ^  cil  —  un  —  / :;*  i 

4  /M*  —  ^  ^'  .     M^ia  _  _^ 

V  oh  h,'  V  .//.       -  y, 7 

I  —  /  sn'—  \  —  k  sn-  — 

:?  2 
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5i  l'on  considère  le  cas  limite  où  le  module  devient  égal  à  i  et 
où J'oD  a  /7i^  =  o,  /if,  ^s)  étant  plus  grands  que  K,  deviendront  in- 
finis; mais,  en  remplaçant  //,,  //s  par 

on  reconnaîtra  que  or,,  as  demeurent  finis,  et  en  faisant  Â=  i  toutes 
les  formules  obtenues  subsisteront  ou  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes. 

Après  avoir  étudié  les  expressions  des  côtés  et  de  leurs  fonctions 
an  moyen  des  arguments  /ii,  /ij,  /i},  nous  avons  à  discuter  les 
formules (lo),  qui  font  connaître  les  angles  c«)|,  eo,,  eo,.  Remplaçons-y 

i    w  par  t 5  il  résulte  des  propriétés  du  sinus  amplitude 

qu  elles  subsisteront  quand  on  y  changera  i  en  —  i';  on  devra  donc 
y  apposer  la  variable  t  réelle.  On  aura  ainsi 

e'-i  =:  /  sn  (  /  — -  j j  sn  (  /  —  3 j , 

<^-.  =r  /•  sn  I  /  —  .r j  sn  (  /  —  z 1  •» 

.       /                 K  -h  /K'\        /               K  H-  /K'\ 
<»'-»=:/  sn  (/  —  J- ; I  sn  U  — .) )  ' 

<ît,  par  suite, 

'-^i'  =  —  /•  sn  [  /  —  r I  sn  (  /  —  3  —  • | 

.       ,      ,/  K-f-/K'\ 

•employons  la  formule 

en  f a  —  ^]  —  en  fa  -h  ^  I 


e'\\- 


sn  a  sn  S  =r 

^       dn  («  —  fi,j  4-  dn  (  a  -H  ,S 

•'^  posons,  pour  abréger, 

■^2  i  <    Jt  —  jr  —  z=:  V, 

\    'Xt  —  .r  —  r  =r  ïi'  ; 

on  aura 


j] 


V     1»'=//,.  CI'     tt     =    h^y  tl    l'    =    //3, 


I20 
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et  les  formules  (21)  nous  conduiront  au  système  suivant  : 


COS6>| 


smc>>i  = 


COSCi)  = 


^•cn//i  —  dn^f  sni/ 
dn^i  —  X'cn/i,  snu 

k'  CVLU 

dnA,  —  ^cnZ/iSnif 
k  en  ^ j  —  dn  A,  sn  v 

j— 7 7 r ,        COS(w, 


ces  [  c>>3 


9      sin(&>3  — 


sm  6>2  = 


k'  en  V 


>     sin(«j|  — 


(24)    \  eos&),  = 


sm6>3  = 


cos(&>j 


eos(6>3 


eos  [  &>| 


cos(6>>] 
sin(6>] 


dn/f| —  X-enA,  snf 

XenA,  —  dn^jsn»' 
dn  // j  —  /•  en  /pj  sn  vp 

k'cnw 
dn/zj  —  ^  en  //j  sn  w 

.        /  —  sn  (w  —  /pj) 

(ùy Wi  )  =   ; 7-7  » 

*         *'       I— -X-sni»'— //j) 

.         k  —  snftt — //,) 
'       I  —  A-  sn  (  tt  —  A,) 

.         /-  —  snft»  —  //j) 

W,  —  Wj    = "^ — -  , 

I  —  ksï\[v  —  //,) 


. en  //,  —  k  dn//|  sn  u 

*'       dn^i  —  kcnh^snu 

. —  k'  ^nh^Anu 

*         dnA|  —  ^cnA|Sntt 

. en  A,  —  X-dnA,snc 

*'       dn^, —  X-en^sSnp 

. — k'snh^Àiiv 

*'        dn/i, —  X-en^jSnf 

.       en  A,  —  k  dn  hm^nw 

'  (U|  )  rzi 9 

dn^3  —  X-cnA,snw' 

.  —  X'sn/i,  dnw 

dn^3  —  Xen/ijsow 

.    ,  .  X-'cn 

sm  («j  -h  &>3  —  **|)  =~ 

sîn  (  «3  4-  &>i  —  wj)  z 


X-'cn 


sin  [«>>t  -h  W|  —  Wj)  : 


1 


(«,  ^)»z=c«(i-X'sn«A,sn«A,) 


Ajoutons  à  ces  formules  celles  qui  donnent  la  valeur  des  dia 
nales, 

(ft,  c  '  =  11*  I  — X:'sn'A,sn*A3    —    ^    r ; — ~ -^— 

^   '    '  ^  «         3;  dn/i,— Xen//,sni£ 

(a5)  )  [c,  a)«=.^«(i  _X«snV,,  «««^^3)  ^"(^3-/^)  -  ^  cnj^s- ^ijs» 
^     '  '  '  ^  dnA,  —  X^cn/ijsnt^ 

dn(/r,  — h^]  — X^enfA,  — A^lsn* 
dn/zj  —  X-  en^j  snop 

et  nous  aurons  une  première  solution  complète  de  la  quesl 
proposée. 

IL 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  ( 
gonales  conduisent  à  une  conséquence  géométrique  intéressa 
que  nous  allons  développer.  Considérons  un  quelconque  des  ti 
quadrilatères  que  Ton  peut  former  avec  les  côtés,  par  exempl 


^ 


Êi  ' 


t 


t 
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quadrilatère  [dcab)^  dont  les  deux  diagonales  sont  (/i,  &),  (/z,  c)  ;  sup- 
posons que,  prenant  l'un  des  deux  triangles  qui  forment  le  qua- 
drilatère, par  exemple  le  triangle  formé  des  côtés  a,  i,  on  le  fasse 
tourner  de  180**  autour  de  la  diagonale  (a,  b)  :  on  aura  une  nouvelle 
position  du  quadrilatère  dans  laquelle  la  diagonale  (a,  b)  aura  con- 
servé sa  grandeur,  mais  F  autre  diagonale  (a,  c)  aura  changé.  Opérons 
maintenant  de  même  autour  de  (a,  c),  c'est-à-dire  faisons  tourner 
de  180®  autour  de  (^9  c)  Tun  des  deux  triangles  dans  lesquels  cette 
diagonale  partage  le  quadrilatère.  En  répétant  indéCniment  ces 
opérations,  on  formera  une  suite  illimitée  de  quadrilatères  telle 
qae  deux  quadrilatères  consécutifs  aient  toujours  une  diagonale 
coDMnune.  Cela  posé,  je  dis  que,  si  pour  une  certaine  valeur  des 
angles  du  quadrilatère  primitif  cette  suite  illimitée  est  périodique, 
c'est-à-dire  comprend  seulement  un  nombre  limité  de  formes  dis- 
tinctes, il  en  sera  de  même  quand  on  répétera  les  mêmes  opé- 
rations siur  le  quadrilatère  initial  déformé  d'une  manière  quel- 
conque. 

En  effet,  désignons  par  Qf  )  Q2)  Qs)  •  •  •  l^s  quadrilatères  obtenus 
successivement;  appelons  i^»,  w„  les  valeurs  de  u^  w  correspon- 
dantes au  quadrilatère  Q^.  On  aura 

Pour  les  quadrilatères  Q,,  Q2,  et  en  général  pour  les  quadrila- 
tères Qjp+tî  Q2P+21  la  diagonale  (a,  A  )  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

^l  par  conséquent,  à  un  multiple  près  de  4K.,  on  a 

Au  contraire,  pour  les  quadrilatères  Q2,  Q8,et  en  général  Qjp, 
Xip^i,  la  diagonale  (a,  c)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

^^1  snp,p  =  sni',p^„ 

^  qui  donne 

l«»  égalités  (a6),  (ay),  (a8)  déterminent  les  valeurs  successives 

Bull,  des  Sciences  matkém.,  2*  Série,  t.  Ili.  (Mars  1879.)  9 


121  PREMIÈRE  PARTIE, 

de  i^^  w  données  par  le  Tableau  suivant  : 

Quadrilatères 


Qi-  Qt'  Q. Q.^r 


I' i'j 


tlK— M'i-f-^l        f,  —  2/l|        ...         Il,  —  2/l//      ... 

M' «1     tiK— -frv,  lv^-~^/l^      ...      ivj— 2/1A     ... 

On  voit  donc  que,  si  A,  est  incommensurable  avec  K,  deux  (juel- 
conques  des  quadrilatères  de  rang  impair  Qm  Q3,  .  •  ne  seront 
jamais  égaux,  et  Ton  aura  un  nombre  illimité  de  formes  distinctes. 

Au  contraire,  si  l'on  a 

p  et  f/  étant  des  entiers,  la  suite  précédente  comprendra  seulement 

ap  quadrilatères  distincts. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  /i|  r=  K,  ce  qui  entraine 

l'égalité 

cn/<i  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  les  formules  (18), 

fl*  -4-  </*  —  ^*  —  c*  =  o  ; 

on  aura  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  et  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  de  ce  quadrilatère,  pris  dans  une  de  ses  posi- 
tions ABCD,  on  ne  peut  déduire  par  le  procédé  indiqué  que  trois 
nouveaux  quadrilatères  ABGiD,  ADC|B,,  ABjCD. 

Toutefois,  ce  cas  particulier  pourrait  contribuer  à  donner  unf 
fausse  notion  sur  le  cas  général.  Ici,  au  bout  de  quatre  opérations, 
on  retrouve  le  quadrilatère  primitif,  non-seulement  en  forme,  niais 
en  position.  11  n'en  est  pas  ainsi  généralement.  En  elTct,  lorsqu'on 
passe  d'un  quadrilatère  Q^  au  quadrilatère  suivant  Q2,  on  peut 
faire  tourner  sôit  le  triangle  ab^  soit  le  triangle  cd  autour  de  ^> 
diagonale  (a^b).  Faire  tourner  le  triangle  cd  revient  à  faire  touro^f 
d'abord  le  triangle  ai,  ce  qui   donne  le  quadrilatère  Qj,  pi*^* 
à  prendre  le  symétrique  Q',  de  ce  quadrilatère  par  rapport  à  (a,  t^) 
On  voit   donc  que,  si  en  effectuant   les  opérations  d'une  H^^ 
nièi*e  quelconque  on  a  obtenu  une  suite  de  quadrilatères  Q,,  (2 
Qa,  • . . ,  Qip^  on  pourrait,  en  les  dirigeant  autrement,  obtenir  lï^^ 
suite  formée  des  quadrilatères  symétriques  des  premiers  par  rapp^^ 
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ion  initiale  de  (a,  i  ).  Ce  raisonnement  pouvant  se  répéter 
:ane  des  diagonales  successives  des  quadrilatères  Qi ,  . .  • , 
^oit  que,  lorsqu'on  aura  un  certain  nombre  de  positions 
rilatères,  on  pourra  toujours  y  joindre  celles  que  Ton  ob- 
n  prenant  les  symétriques  de  tous  ces  quadrilatères  par 
une  diagonale  quelconque  de  l'un  d'eux.  Or,  étant  donnée 
e,  si  l'on  prend  ses  symétriques  par  rapport  à  un  certain 
le  droites  A,  on  n'obtient  un  nombre  limité  de  positions 
que  si  ces  droites  font  entre  elles  des  angles  commensu- 
*c  TT.  On  voit  donc  que  dans  le  cas  actuel,  où  l'on  a  an 
imité  de  formes  pour  les  quadrilatères,  on  n'aura  un 
mité  de  positions  que  si  les  diagonales  de  ces  quadrilatères 
mgles  commensurables.  Or,  une  grandeur  continue  ne 
commensurable  que  si  elle  est  constante,  et  le  seul  qua- 
lont  les  diagonales  fassent  un  angle  constant  est  le  quadri- 
iagonales  rectangulaires  (*  ).  On  voit  donc  que  ce  quadri- 
ge un  cas  tout  à  fait  exceptionnel  dans  l'application  de  la 
récédente. 

larques  qui  précèdent  ont  peut-être  quelque  intérêt  en  ce 
lontrent  comment  la  théorie  du  quadrilatère,  si  important, 
[iagonales  sont  rectangulaires,  se  rattache  aux  développe- 
e  nous  avons  présentés. 

m. 

'article  I  nous  avons  obtenu,  en  partant  de  l'identité  de 

Q  système  de  formules  donnant  les  angles  et  les  diago- 

]uadrilaière.  Nous  allons  maintenant  développer,  par  une 

toute  diilérente,  d'autres  formules  plus  simples  que  les 

s. 

ions  l'équation 

lace  des  variables  ci)|«  0)2,  c^s,  introduisons  les  suivantes, 


■tr»-panl1élogrtJnme  a  ses  diagonales  faisant  un  angle  nul,  et  par  consé- 
iaal;  mais  dans  la  forme  associée,  le  parallélogramme,  Tangle  des  diago- 
d'ètre  constant. 
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7i)  ?a)  ?3  9  définies  par  les  équations 

6)4=7:--  tfi  —  fi,      W,—  W,=  f^ — y„ 

(3o)  j  cj,=  Tr  — y,  — ^,      «,— «,=:y,— ^1, 

L'équation  (29)  se  décomposera  dans  les  deux  suivante 

aC08(f>,-l-f>,)  -+-  ^COs(y,-»-  y,)  -f-  ccos(ç>,-4-  f>,)  — r< 
£isin(y,-j-y,)  -f-  ^8in(y,  -hf,)  H- csin(y,  H-  ^j) 

d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  successivement  f  1 ,  f  2?  ^ 

Ia*  4-  £/•  —  b*  —  c*  =  2  [ad  -h  bc)  cos  9>,  cos  y,  -f-  2  (  ^c  —  n 
b*-^d^  —  û*  —  c*  =:  2  (M -H  /ïc)  cosyi  cos^^,  -4-  2  [ac  —  bx 
c*  4-rf*  —  a*  —  b*z=2{cd'^ab)cosfiCOSfi-{-i{ab  ~o 

Posons 

/i'-h<f*— ^'— c'         ,  bc—nd 

cn2Lii= ; — j—- — f     dn2Lii=:7 -t     sn 

'^  2[ad-hbc}  '^^       bc-{-ad 

,  r>    K  j  b^-hd^—a^—c^         ,  ac  —  bd 

(û2)^cn2fx,= -f — ,-jT — »     dn2f*j= — ,     sn 

'  :t[ac -h  bd]  *^         ac  —  bU 

6*  -hd^—a^—b^         -                 ab  —  cd 
cn2ot3=  p— ; j-T — >      dn2a3=-7 ->      sn 

Le  module  sera  défini  par  les  équations 

,^^,                              iGabcd        .         \6abrdA''*        _ 
(33)  ^ji— =  A,     Ji— =  B- 

Il  n'en  est  donc  pas  de  même  que  dans  le  premier  sys 
mules.  On  déduit  des  formules  (32)  les  suivantes  : 


V    7i?J  V       îiV» 


dnu,  == 


qui  entraînent  les  relations 

sn(fi,  +  itj)  =-4- snuj,     cn(ui4- u.  j  =^— cntij,     dn(fi|-l 


MÉLANGES.  ,25 

et,  par  conséquent,  on  a 

à  un  multiple  près  des  périodes.  En  prenant  pour  f*,,  fx^,  fxs  les 
valeurs  comprises  entre  zéro  et  K,  on  aura 

On  peut  joindre  encore  aux  formules  (34)  les  suivantes  : 

c—d  sn^  b  —  d  sn/ij  a  —  d  sn|*j 

,î/r]*+^^^"fPi  — P«)       ^"^^_c"(f*i— -f^)        *-»-^      cn(fA,— |x,) 

.»;'. f 9        .=  9 

\c  —  a  en  a,  o  —  d  en ps  a  —  «  en  u, 

c-^d  dnuj  ^ — ^  dntAi  a  —  d  dnu| 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  signes  des  radi- 
caux dans  les  formules  (34)  aient  été  choisis  de  telle  manière  que 
l'on  ait  exactement 

Les  valeurs  de  fXi,  fX2,  (i^  étant  ainsi  déiinies,  les  équations  (3i) 
prennent  la  forme 

en  3  ÇA]  =:  cos^s  ces  7t  +  dn  2  jx^  sin  ^3  sin  ^| , 
en  2  Uj  =  ces  fi  eos  f^-^  dn  2  y.^ sin  ^|  sin  ^3, 
cn2|X|  =  cos^icos^s-i-  dn2|!x,sin^isin^2, 

^l  leur  solution  générale  s'obtient  en  posant 

l  y,  =  amtf„  y,=:amttj,  y3=am//3, 

(    tt,— «,=  2pi,        lli — l/,=  2/x„         tt,—  tti=:2fX3. 

On  aura  donc,  pour  les  angles  du  quadrilatère,  les  valeurs 

iz  —  û)j=  anitt]  -4-  amtfj, 

77  —  6)3=  amtfi  H-  amtfi, 
^î  si  Ton  pose 

ce  qui  donne 

3-;  (>j  — Ô,=  ;ij,       0^  — ô,=  f*3,       03— Ô,=:u,, 


(38) 
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on  aura,  d'après  les  formules  connues, 

sn*  6,  dn*  uj  —  en*  ô,  ,  ,      en'  ft,  —  dn'  ô,  sn^ 

eos  w,  = — — r— y      eos  («.  —  w,)  = rz — rr z — 

asnd.end,  dna.  .    ,  .       2sna|Coct|  dn9| 

1— A*8n*6jsn'|*i  ^  '       i  — X-*sn*©|  sn'fi,^ 

sn'ô,dn*a,— en'ô,              ,             ,       en*  ll,  —  dn*  6,  sn^ 
eosw,= ,.— .^ .—    >       eos  w,  —  «iJ  = ^ — n — rr ; — 

*  I— X'sn'ôjsn'fA,  ^  '         '         1  — A:*sn»6,sn*» 

2  sn  9.  en  9,  dn  u.  .    ,  .       asHCA^  cna,  dn9, 

810  6),=:  -^ — rzr r-^9  Sm   w, — «i]  = h 77 7— 

"       I  —  A»  sn*  6j  sn  Vt  i  — X*sn*ô,sn*uLfc 

8n*6jdn*a,--en«ô,  ,  .      en'fXj— dn*ô,sn*^ 

eos Wj  n=  75 r- ; j  eos  fWj  —  «,)  =  r= z^ i 

I— X'sn^ôjsn*^,  ^  '        I  — X'sn'ôjSn'oE^, 

2  8n9«en9,  dnu,              .    ,             .       2  sn  Lt,  en  u,  dn  0, 
8inw,= TT—rr — r^»        sin  W| — w,  = ^ — ^ — z — 

•  I— A*sn*Ô3sn'fA,  ^  '       i  —  A\*  sn*  Ô3  sa*  jh 

ou,  en  prenant  les  tangentes  des  demi-angles, 

6>i        snOidnu. 
eot  —  = \      y     tang 

/o   \  r         w,       snd.dnu. 

(39  ;  cot-î  = -T^J     tang 

&)<        snO.dnpis 
cot—  =  — ^r^f      tang 
2  en  Ô3  ^ 

Ces  formules  paraissent  plus  simples  que  celles  de  l'article  I.  i 
passe  de  l'un  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transformation 
Landen. 

Les  diagonales  seront  données  par  les  expressions 

^        '         ^  '  I  —  X'  sn* /x,  sn' 6, 


«t 

^^~ 

«S 

snuionv, 

2 

enfx, 

Wj^ 

2 

w, 

sHfAjdnd, 
cnp, 

Wi 

2 

w, 

sn  1^3  dn  O3 
en  ^3 

( 


( 


'        ^  '  I — A'sn'fxjsn'ô, 

«.  &)'=  (c-rf)«  — **s";(f^.-f-.)sn»9,, 
'         ^  '  1  —  A:*sn*fAjsn'Ô3 


Avec  les  formules  de  ce  second  système  on  passera  très-facil 
ment  du  cas  traité,  où^4  4<^o,  à  celui  où  l'on  a/;j4>o  :  il  suffi 

d'employer  la  transformation  qui  change  le  module  A^  en  -j  • 
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IV. 

Enfin,  on  peut  traiter  cette  théorie  à  un  autre  point  de  vue  et 
^bercberles  expressions  des  angles  en  fonction  d'un  paramètre  X  et 
d*un  radical  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  en  X,  c'est-à-dire 
résoudre  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  les  équa- 

icMS 

Iat  -f-  bt'  4-  ^/^  -♦-  di^=Of 
a         b         c  d 

t        t'       t"        tT 

ejcprimer  en  fonction  d'un  paramètre  X  les  rapports  mutuels  de  /, 

Nous  suivrons  pour  cela  la  méthode  de  Clebscli,  c'est-a-dîre  que 
nous  couperons  la  cubique  par  une  conique  variable,  assujettie  à 
contenir  quatre  points  fixes  de  la  cubique. 

Nous  considérerons  le  faisceau  de  coniques  satisfaisant  à  cette 
condition  et  représenté  par  l'équation 

FUes  coupent  la  cubique  aux  quatre  points  fixes 

(/  :=o,  t^=o),  (t'=o,  r=o), 

(/'=:0,    /^  =  o),    (/  =0,    /•'=0), 

(^lendeux  points  variables  qui  seront  déterminés  par  les  équations 

at  -f-  bt'  -4-  c/" -»-  €//*=  o, 
\(bt-\-at')  -\- ct"^ -h  rit"  =z  Of 

r^n  résolvant  ces  équations,  ce  qui  ne  présente  aucune  diflSculté, 
^^esiconduît  à  l'un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

Q  =  4 abcd(\  H-  >' )  —  L>% 
or  ^2{bd—  lac) [be— lad], 
p<'  =  -2(i-f->*)fl^rrf-h>(fl«-h^')(r«-»-r/«) 

p/*=X(*c  —  ).flrf)(c»-f-  «•—  ^«  -  rf*)  -f-  (bc  —  lad^y/q. 
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(42)  {  pt'  =2{ad—'kbc){ac—'kbfi), 

ptf'  =  \[ac  '^\bd)[c^ -^  b^  —  a^  —  d})  —[ac  —  Ud)^q, 
pt''  =  \(ad  —  \bc){b*-hd''-a^  —  c^)-h{ad—'kbc)y/q, 

pt  =>(^c  — >ûJ)(c«-h««— ^«  — rf«)  — (6c->a//)v^, 

(43)  {  pt''=:—:i\{ac^'kbd){cb--\ad), 
pt''={i'k-^!iy}]abcd—  (a«-4-^*)(c«-+-^)>« 

pr  ='k[bd— lac) {d*-ha^—b* ---€*) -h  [bd^  lac)^, 
pt'  =\[ad—\bc){b^'^d^^a*  —  c^)  —  (ad-''kbc)\fq, 

(44)    {  p/''rz:(2>  +  2>»)a6crf— (««-hft«)(c»4-rf')^» 

4.>t(fl«_-  ô«)«-.>(^«— û«)v/Q, 

formules  où  p  désigne  le  facteur  de  proportionnalité  qui  indic 
que  les  rapports  seuls  de  <,  t\  t^\  ^'^  sont  déterminés. 

Pour  que  les  formules  s'appliquent  à  des  angles  réels,  il  sufl 
de  remarquer  que,  le  module  de  X  étant  Tunité,  on  doit  poser 

On  aura  alors 


\/Q  =  c^'9  ^A  sin*  f  —  B  ces'  y , 

A  et  B  étant  les  quantités  définies  par  les  formules  (16). 

On  voit  que,  si  la  théorie  du  quadrilatère  se  ramène  à  celle  d't 
courbe  du  troisième  degré,  le  mouvement  réel  que  peut  prendre 
quadrilatère  articulé  correspond  au  déplacement  d'un  point  i 
une  branche  imaginaire  de  la  courbe. 

J'ajouterai,  en  terminant,  que,  toute  courbe  du  troisième  dq 
pouvant  être  représentée  et  d'une  infinité  de  manières  par  àt 
équations  de  la  forme  (4^))  ^^us  nos  systèmes  de  formules  s^ 
applicables  par  cela  même  à  la  courbe  générale  du  troisième  deg 
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Le  travail  de  M.  Lemonnier  est  divisé  en  trois  Parties,  consa- 
crées, la  première  à  l'étude  des  procédés  d'élimination  dus  à  Euler, 
Svivester,  Bézout,  Cauchy,  Cayley,  et  de  la  liaison  de  ces  procé- 
dés, la  seconde  à  Tétude  des  polynômes  qu'il  convient  de  former 
de  proche  en  proche   pour  obtenir  les  conditions  nécessaires  à 
l'existence  de  p  racines  communes  aux  deux  équations  données 
et  Téquation  aux  racines  communes,  la  troisième  enfin  à  la  réso- 
lution de  deux  équations  entières  à  deux  inconnues  ;   Fauteur  se 
borne  d'ailleurs  aux  racines  communes  ayant  des  modules  finis 
H  aux  solutions  communes  pour  lesquelles  les  inconnues  ont  des 
valeurs  finies,  déterminées. 

Relativement  à  la  méthode  d'Euler-Sylvester,  il  en  énonce  le 
résultat  sous  la  forme  suivante  : 

Etant  données  deux  équations  entières  en  x,  F(x)  =  o,y^(x)  =  o, 
«le  degrés  m  et  /i  (m>  /i),  soient  considérées  les  m-^n  —  2^-4-2 
équations 

f(x)=zOf  F(j:)  =  0, 

x/(x)  =  o,  xF(:r)  =  o, 


si  i  on  égale  à  zéro  les  déterminants  formés  des  coefficients  de 
J^.. . .,  x""*'""''  dans  ces  équations,  en  y  associant  tour  à  tour  ceux 
<lejf"',  x'^*,  . . .,  X  et  X®,  les  p  relations  posées  par  là,  entre  les 
coefficients  de  F(x)  et  de  /(x),  sont  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  équations  proposées  aient  p  racines  coni- 
ïnunes,  finies,  déterminées,  sans  en  avoir  davantage,  pourvu  que 
ledélerminant  formé  des  coeflBcients  de  x'',  x'^* , . . . , x'"+"~''~* ,  dans 

équations 

/•(x)  =  o,  F(x)=o, 

.r/(x)=:ro,  .TF{ac)z=o, 


-/(^)  =  o,     x—/'-'F(x)  —  o, 
wit  différent  de  zéro. 

^'det  Sciences  mathém.,  a»  Série,  t.  III.  (Avril  1879.  lO 


j3o  première  partie. 

De  plus,  Téquation  aux  racines  communes  s'obtiendra  par  W 
mination  de  x^*,  j:p+',.  . .,  x^+'^-p-*  entre  ces  m  -f-  /i  —  2p  é 
nières  équations.  Pour  faire  Télimlnation,  on  pourra  prendre  le  déu 
minant  des  coefficientsde  x'',  x'^* ,. . . ,  x^+^-p-»  danslesm  +  n— : 
équations  et  le  développer  par  rapport  aux  coefficientsde  af.  SU' 
multiplie  les  équations  respectivement  par  les  multiplicateurs 
ces  coefGcients,  et  que  Ton  ajoute  les  résultats,  Téquation  quis*c 
suivra  sera  Téquation  aux  racines  communes.  Les  coefficients 
xf^  x''"',. . .,  X,  X*  y  seront  le  déterminant  considéré  et  ceux  (\ 
en  résultent  quand  on  y  remplace  tour  à  tour  la  colonne  desco 
ficients  de  x^  par  celles  des  coefficients  de  x''"',  x^~',. . .,  x  et  J 

M.  Lemonnier  applique  cette  règle  à  la  formation  des  pi 
grands  communs  diviseurs  R,,  Rf,  Rj,  . . .  deF(x)  ety(x),quir 
pondent  successivement  aux liypotlièses  dep  =  n  —  i,pz=/i  — 
p  =  n  —  3,  . .  .,  et  remarque  tout  d'abord  que  les  conditions n 
cessaires  et  suffisantes  pour  avoir  p  racines  communes  sont  que  1 
coefficients  de  R„-.^i  soient  nuls  sans  que  le  premier  coefficient  i 
Rn-p  le  soi t^  dans  ces  conditions,  le  polynôme  R„«^  fournit  les 
racines  communes  aux  deux  équations  et  divise  tous  les  pol 
nômes  R  d'indices  inférieurs,  tandis  que  les  polynômes  d'indic 
supérieurs  sont  identiquement  nuls. 

L'auteur  compare  ensuite  les  polynômes  R  à  ceux  que  l'on  o 
tient,  comme  restes  successifs,  en  procédant  par  la  méthode  d 
divisions  à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  ent 
F(x)  ety(x),  et  établit  entre  trois  polynômes  R  consécutifs 
relation  générale 

où  ap  désigne  le  premier  coefficient  de  R^^  quant  aux  premi< 
polynômes  R,  ils  sont  liés  aux  polynômes  F(x)ety(x)  par 
relations 


^m-n+XYf^x)=/[x)Q-hR,{—l)       » 


'  on  

2 


aJ/(x)=R,Q.=a"-'+'R,(-i)     ' 


ou   


a  désignant  le  premier  coefficient  de  y  (x)  et  l'exposant  de  - 
dans  les  deux  équations  étant  entier. 

On  peut  remarquer  en  outre  que  si  l'on  applique  aux  polyn^ 


1 
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f  i^,  R^ileméme  calcul  qu'aux  polynômes  F{x)  ety  (x),  on  ob- 
tient des  polynômes  RJ^-a^  Rp-Mi  •  •  •  i  V^  ^^  di lièrent  des  poly- 
nàmes  R^i,  R^ji^  •  •  •  que  par  les  facteurs  a^^  a^,  •  •  • . 

Le  procédé  de  Bézout-Cauchy  conduit  à  un  autre  mode  de  cal- 
cul, souvent  plus  pratique,  des  polynômes  R,  ou  plutôt  de  poly- 
nomes  qui  n'en  diilerent,  tout  au  plus,  que  par  le  signe. 

Les  relations  établies  entre  les  polynômes  F(a:),  f{jc)^  Rj, 
Rt,  •  • .  dans  le  cas  où  m  —  /i  =  i  montrent  que  ces  polynômes 
ferment  une  suite  de  Sturm^  en  prenanty(a:)  =  ¥'[x)^  on  pourra 
les  utiliser  pour  la  détermination  des  racines  comprises  entre  deux 
limites,  en  sorte  que,  si 

V  =Ax"    -+-A,a:^» -h..  .-+- A.P, 

V,  étant  la  dérivée  de  V  à  un  facteur  positif  près,  si  en  outre 

bjr-^  4-  6,.r*-»  -+-..  .4-  6«  =  o, 

Cï**-'  -h  r,  jc*-»  4- . . .  -h  c^  =:  o, 


soDl  les  équations  déduites  de  V  et  de  Vf  par  le  procédé  de  Bézout, 
les  fonctions  Vs,  Vt,. .  •  de  la  suite  ordinaire  de  Sturm  reviendront 
aux  polynômes 


K..= 


R,= 


a     47, 
b     b, 

j 

c— '  + 

b     b. 

x* 

~*  4-  .  .  .  -h 

» 

;  «  «1  oi 

a  ax  «3 

a  fl,    fl«,_,   1 

h  h,  b, 

1 

^'  + 

b  b,  6, 

o:^*  4- .  . .  -h 

b  bi   b^_t 

ce,    r. 

. 

c   r, 

^3 

c   c,    c 

M— 1        1 

OU,  sous  une  autre  forme,  aux  polynômes 


R.= 


0    a 


'I 


u 


A    A,     A, 

I     /v      ^ 

I 


»4- 


o      a      a, 

A     A,     A3 


!        B,= 


0  0   /i     a,   a. 

0  a    <i|   H]  a^ 

fl  a,   a.  Us  a^ 

X— »  4- 

A  At  A3  A3  A4 

0  A   A,  A,  A3 

00  a     ax   a^ 

o  a  Oy   a-,   a^ 

a  Qx  a^  Oi    a^ 

A  A|  A|  A3  A3 

o   A  A|   As  A4 


X"-*  4- .  . 


lo. 
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M.  Lemonnier  constate  ensuite  que  les  premiers  coefficients 
ces  polynômes  Ri,  R„. . .,  lorsque  f[x)  est  la  dérivée  de  F(^ 
sont  précisément,  au  cas  de  A  =  i ,  les  nombres  p^  de  M.  Borchar> 


savoir 


.f. 

•s 

Xi 

s. 

X, 

4 

S. 

.fj 

•îj. 

.c, 

Aj 

Si 

*8 

^4 

OÙ  ^i   désigne  la  somme  des  puisances  de  degré  i  des  racines 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie  du  Mémoire,  on  montre  quel  pa 
on  peut  tirer,  pour  la  résolution  de  deux  équations  à  deu'x 
connues  x,  y  de  la  formation  des  polynômes  R  obtenus  en  c 
minant  a:,  polynômes  dont  les  coefficients  sont  maintenant  < 
fonctions  ^n  j\  M.  Lemonnier,  en  suivant  une  méthode  dont 
principe  est  du  à  M.  Bouquet,  évalue  le  degré  maximum  de 
dans  chacun  des  coefficients  de  ces  polynômes. 

La  comparaison  du  procédé  de  résolution  de  deux  équatic 
donné  dans  ce  travail  avec  celui  qui  est  dû  à  M.  Labatie,  ainsi  c 
plusieurs  applications  numériques  par  lesquelles  Tauteur  termîi 
en  met  nettement  les  avantages  en  évidence. 


SCHERING  (E.).  —  ÂNALYnscnB  Théorie  der  Determinanten.  Gotting 
1877.  In-4%  41  pages  (•). 

L'auteur  reprend  la  théorie  des  déterminants  à  son  début, 
représente  un  quelconque  des  n}  éléments  d'un  déterminant 
w**"*  ordre  par  la  notation  suivante  : 

EA,//, 

où  les  i  et  les  /  désignent  les  rangs  respectifs  de  la  ligne  horizont 
et  de  la  colonne  verticale  auxquelles  appartient  l'élément  cousidé 
si  maintenant  on  considère  deux  éléments  diilérents,  les  deux  ligi 
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et  les  deux  colonnes  correspondantes,  la  disposition  des  deux  lignes 
sen  semblable  à  celle  des  colonnes,  si  la  première  colonne  suit  ou 
précède  la  deuxième  colonne  en  même  temps  que  la  première  ligne 
suit  ou  précède  la  deuxième  ligne,  et  dissemblable  dans  le  cas  con- 
traire. Un  terme  du  déterminant  est  le  produit  de  n  éléments  quel- 
conques,  multiplié  par  autant  de  facteurs  égaux  à  —  i    qu'on 
trouve  de  dispositions  dissemblables  dans  les  lignes  et  les  colonnes, 
I         en  prenant  deux  éléments  quelconques  de  ce  terme,  et  multiplié 
par  zéro  si  deux  éléments  appartiennent  à  la  même  ligne  ou  à  la 
même  colonne  ;  le  déterminant 

^t  la  somme  de  tous  les  termes  ainsi  obtenus. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  déterminant 
f t  désignons  respectivement  par 

et  par 

les  premiers  et  les  seconds  indices  correspondants  des  éléments  qui 
entrent  comme  facteurs  dans  le  terme  considéré,  indices  relatifs, 
tes  premiers  aux  lignes  horizontales,  les  seconds  aux  lignes  ver- 
ticales, et  pris  les  uns  parmi  les  nombres 

et  les  autres  parmi  les  nombres 

A'i,  A"j.    ...  9  A"„, 

^e  différant  même  de  ces  nombres  que  par  Tordre,  si  le  terme  con- 
sidéré est  un  terme  propre  (non  aflbcté  du  coefficient  zéro)  ^  puis 
introduisons  une  fonction  3  définie  par  les  propriétés  suivantes  : 

3{x)  —z  I,         pour  x>o, 
3[jc)  z=z — I,    poui'x<^o. 
3(o)  =o, 
3{xx)  =  3(x)3(x). 

^û  reconnaîtra  sans  difficulté  que  le  terme  considéré  [)ourra  s'é- 
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crire 

»  =  I  mrrf  |*  =  l 

En  faisant  la  somme  de  tous  les  termes  analogues,  on  ol 
déterminant.  Cette  sommation  peut  d'ailleurs  s'efiectuer  de 
manières  :  on  peut,  par  exemple,  regarder  le  déterminant 
une  somme  n^^^^  dont  les  termes  s'obtiendront  en  attribuai 
rément,  dans  la  formule  précédente,  aux  indices  73  toutes 
leurs  A],  Al,  . . . ,  A^,  ou  aux  indices  x  toutes  valeurs  /ti,  /r,, 
ou  encore  comme  le  résultat  de  deux  sommations  7i"p^**  < 
termes  s'obtiendront  en  attribuant  séparément,  dans  la  mi 
mule,  les  valeurs  Ai,  A,,  •  • .,  A„  et  les  valeurs  At],  Ati,  ... 
indices  m  et  x.  Dans  ce  dernier  cas,  le  résultat  doit  être  dî 
i.a.3..  .71,  car  chaque  terme  propre  du  déterminant  s< 
évidemment  répété  ce  nombre  de  fois.  Il  est  à  peine  utile  d 
que  les  propriétés  élémentaires  des  déterminants  résultent 
diatement  de  ces  formules-,  de  même,  l'introduction  de 
tion  3  et  des  produits  de  différences  d'indices  permet  à  M.  ï 
de  donner  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passe  d'u 
minant 

a  un  autre  déterminant 

OÙ  les  indices 

ne  diffèrent  respectivement  que  par  la  façon  dont  ils  son 
des  indices 

la  convention 

3(0)  =  o 

permettra  même  d'étendre  ces  formules  au  cas  où  les  pren 
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(fiées,  étant  seulement  assujettis  à  être  pris  parmi  les  seconds,  ne 
Kmt  pas  tous  nécessairement  différents . 
A  li  somme  /t"^^^,  qui  constitue  le  déterminant,  peut  être  substi- 
tuée une  somme  de  produits  de  sommes  y"P^**  par  des  sommes 
/i—v"p'"  :  l'auteur  est  ainsi  conduit  à  des  formules  générales  qui 
donnent,  sous  diverses  formes,  la  décomposition  d'un  déterminant 
d'ordre  n  en  produits  de  mineurs  d'ordre  n  —  v  par  des  mineurs 
d'ordre  v;  ces  formules  se  généralisent  et  conduisent  à  la  décom- 
position d'un  déterminant  en  sommes  de  produits  de  trois  déter- 
minants mineurs,  etc. 

Le  cas  où  les  premiers  indices  /^i,  //t,  . . . ,  A„  ont  les  mêmes  va- 
leurs que  les  seconds  ki^  k^,  . . . ,  Ar„,  en  sorte  que  l'on  ait 

h\  =  Axy     pour     1=  I,  2,  . .  .,/i, 

conduit  à  des  conclusions  intéressantes. 

L'auteur  nonune  cj-cle  de  couples  d'indices  une  suite  de  couples 
d'indices  A  et  A  tels  que  le  premier  indice  de  chaque  couple  soit  égal 
aa  second  indice  du  couple  précédent ,  le  dernier  indice  du  dernier 
couple  étant  égal  au  premier  indice  du  premier  couple  ;  le  nombre 
découplés  qui  entrent  dans  un  cycle  simple  est  l'ordre  de  ce  cycle. 
U  est  aisé  de  voir  qu'un  système  de  couples  de  valeurs 

OÙ  les  n  sont  différents  entre  eux,  ainsi  que  les  x,  mais  où  les  pre- 
miers nombres,  à  l'ordre  près,  ont  les  mêmes  valeurs  que  les  se- 
coods,  peut,  en  rangeant  les  couples  convenablement,  être  décom- 
posé en  cycles  simples  dont  les  ordres  ont  une  somme  égale  à  tz*, 
^"kaque  couple  entre  dans  un  seul  de  ces  cycles  ;  enfin  la  décompo- 
sition ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  manière.  Le  signe  d'un 
^rme  du  déterminant  est  -f-  ou  — ,  selon  que  le  nombre  de  cycles 
Simples  qui  composent  la  série  de  couples  d'indices  qui  le  caracté- 
risent est,  ou  non,  de  même  parité  que  l'ordre  du  déterminant,  ou 
«ncore  selon  que  le  nombre  de  cycles  d'ordre  pair  est  pair  ou 
impair. 

Ces  considérations  sont,  dans  le  Mémoire  de  M.  Schering,  appli- 
quées avec  succès  aux  déterminants  symétriques  gauches. 

Si,  en  généra],  on  considère  un  cycle  du  second  ordre,  chacun 
'«s  couples  qui  le  constitue  est  dit  m^^e/^e  de  l'autre.  Ilestclairque, 


i36  PREMIÈRE  PARTIE. 

si  dans  un  terme  quelconque  d'un  déterminant  on  remplace  chaque;^ 
couple  d'indices  par  sou  inverse,  ou  obtiendra  un  terme  différente 
ou  non,  selon  que,  parmi  tous  les  cycles  dans  lesquels  on  peut  dé- 
composer la  série  de  couples  d'indices  qui  caractérise  ce  terme,  iL 
y  aura,  ou  non,  un  cycle  au  moins  d'ordre  supérieur  au  second. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  déterminant  considéré  soit  sy- 
métrique gauche,  d'ordre  pair,  on  voit  aisément,  au  moyen  de  ce 
|ui  précède,  que  les  seuls  termes  qui  ne  se  détruisent  pas  dans  le 
développement  du  déterminant  sont  ceux  où  les  cycles  dans  les- 
quels se  décompose  la  série  de  couples  d'indices  sont  tous  d'ordre 
pair. 

Une  dernière  considération,  celle  du  partage  d'un  cycle  d'ordre 
pair  en  deux  moitiés,  formées,  l'une  au  moyen  des  couples  qui, 
dans  le  cycle,  occupent  un  rang  impair,  l'autre  au  moyen  des 
couples  de  rang  pair,  moitiés  qui  sont  ainsi  composées  chacune 
d'éléments  tous  différents  entre  eux,  identiques,  à  l'ordre  près,  au^ 
éléments  de  l'autre  moitié,  conduit  l'auteur  à  une  formule  dans 
laquelle  n'entrent  explicitement  que  les  termes  où  la  série  der 
couples  d'indices  se  décompose  en  cycles  d'ordre  pair,  et  lui  per- 
met enfin  de  mettre  le  déterminant  symétrique  gauche  sous  la 
forme  d'un  carré  parfait.  J.  T. 


MÉLANGES. 

QUELQUES  THÉORÈMES  NOUVEAUX  SUR  L'HTPOGTCLOÏOE 

A  TROIS  REBROUSSEMENTS; 

Par  m.  s.  KANTOR, 
à  Vienne. 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Sitziuigsberichte  de  l'Aca- 
démie impériale  des  Sciences  de  Vienne  (numéro  de  juin  1878, 
IP  Section),  j'ai  essayé  de  déduire,  par  une  méthode  qui  n'avait  pas 
encore  été  employée,  les  propriétés  les  plus  essentielles  et  déjà  con- 
nues de  cette  courbe,  étudiée  avec  détail  d'abord  par  Steiner  et  en- 
suite par  Cremona.  A  l'aide  de  cette  méthode,  qui  repose  sur  de^ 
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théorèmes  susceptibles  d'une  grande  extension,  concernant  les 
groupes  de  points  de  la  circonférence  du  cercle,  j'ai  établi,  dans 
la  présente  Note,  un  certain  nombre  de  nouveaux  théorèmes  qui 
pourront,  je  crois,  offrir  assez  d'intérêt  pour  obtenir  une  place  dans 
le  Bulletin. 

Soient  HJ  l'hypocycloïde  en  question,  r  le  rayon  et  m  le  centre 
du  cercle  qui  lui  est  triplement  tangent. 

Le  segment  intercepté  par  la  courbe  elle-même  sur  une  tan^ 
gerdeest  2r. 

1.  Si  d'un  point  I  du  plan  on  mène  les  trois  tangentes,  et 
P'h'j»  ti  soient  les  segments  compris  entre  I  et  les  points  de 
contact,  on  aura 

/i  sm  fj  ^3  =  t^  sin  t^  /j  =  /,  sin  fi  /j. 

1  Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à  HJ,  le  centre  de 
son  cercle  circonscrit  sera  à  la  même  distance  de  m  que  le 
point  de  concours  de  ses  trois  hauteurs. 

3.  Deux  triangles  circonscrits  à  HJ,  et  tels  que  les  côtés  de  l'un 
ment  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'autre,  au^ 
font  le  même  point  de  concours  des  trois  hauteurs. 

1-  Si  l'on  désigne  par  ri,  r2  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
(i  ces  deux  triangles,  on  aura  toujours 

5.  Les  troisièmes  tangentes  r',  t'',  t''^,  menées  à  HJ  des  sommets 
^ ^triangle  circonscrit  t't"t"\  sont  également  inclinées  sur  les 

cotes  opposés  du  triangle  ï,  et /ont  avec  eux  l'angle  arc  sin  -^  • 

^'Ics forment  un  triangle  semblable  à  t'  t"t'"^  dont  le  cercle  cir~ 

r  r' 
conscrit  a  pour  rayon  - — ^  et  pour  centre  le  point  de  concours  des 

hauteurs  du  triangle  t. 
6«  On  obtient  le  même  triangle  r,  en  partant  d'un  triangle  «, 
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dont  les  côtés  sont  des  tangentes  perpendiculaires  aux  côtés  di 
précédent. 

7.  Par  les  points  d'intersection  Vt'^  z^t"^  x^"i"'^  si  nous  menon 
encore  des  tangentes  x\ ,  t",  ^  x"^  à  la  courbe,  ces  tangentes  formt 
ront  un  triangle  dont  les  angles  sont  les  doubles  ou  les  supplé 
ments  des  doubles  de  ceux  du  triangle  /,  et  dont  le  rayon  d 
cercle  circonscrit  est  le  même  que  celui  du  triangle  t, 

8.  Soit  un  quadrilatère  £1^2  ^3  ^4  circonscrit  à  la  courbe 
La  droite  R  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadri 
latère  est  parallèle  à  sa  tangente  opposée  (*),  et  située  , 
égale  distance  de  cette  tangente  et  de  l'axe  de  la  parabole  in 
scrite  au  quadrilatère. 

Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  centres  des  cercles  cir 
conscrits  aux  quatre  triangles  se  trouvent  eux-mêmes  sur  un  cerdc 
Soit  S^  le  centre  de  Thyperboie  équilatère  passant  par  ces  quati 
points.  De  plus,  les  quatre  cercles  en  question  se  coupent  en  u 
point,  dit  le  point  de  Miquel  du  quadrilatère. 

Dans  un  pentagramme,  on  sait  que  les  cinq  points  de  Miquel  d 
ses  quadrilatères  sont  situés  sur  un  même  cercle,  le  cercle  d 
Miquel  du  pentagramme. 

9 .  Le  cercle  de  Miquel  de  tout  pentagramme  circonscrit  àîl]d^ 
génère  en  une  droite  {gf)» 

10.  Soient  <i,  f2î  ^zt  ^At  ^5  cinq  tangentes  de  notre  courbe;  L 
points  S^  des  cinq  quadrilatères  t  sont  situés  sur  un  cercle  et 
déterminent  un  pentagone  dont  les  angles  sont  égaux  à  ceux  d 
pentagramme  t.  Sur  ce  cercle  est  situé  aussi  le  centre  de  la  se 
tion  conique  tangente  aux  cinq  t. 

1 1 .  Le  produit  des  axes  de  cette  dernière  conique  est  égal  à 


9 


4r» 


(*)  Voir  Cbbmona,  Introduzione,  67,  V,  où  est  défini  le  point  opposé  du  quadrilaléi 
ie  réduisant  à  une  droite. 


^^-. 
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fmf  f'îu^*"  désignant  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles tit^ti^  t^t^t^^  .... 

Si  I  on  désigne  par  M  le  centre  du  cercle  mentionné  ci-dessus, 
gu  appartient  à  un  quadrilatère,  les  cinq  points  M  d'un  penta- 
ffmmt  seront  situés  sur  un  cercle,  que  nous  nommerons  M^. 

12.  La  droite  g^^  mentionnée  plus  haut,  appartenant  àt^• . .  £5, 
passe  par  le  centre  de  M^.  Ce  centre  et  celui  du  cercle  des  S^  sont 
situés  sur  une  droite  passant  par  m,  de  telle  sorte  que  la  distance 
de  m  au  premier  est  double  de  la  distance  de  m  au  second.  ' 

13.  Les  tangentes  f  1 , . . . ,  t^Jorment  par  leur  combinaison  dix 
triangles.  Les  intersections  des  hauteurs  de  ceux-ci  sont  les  somr 
mets  d'un  pentagramme  complet^  qui  jouit  de  propriétés  remar- 
(juables.  Ses  divers  quadrilatères  ont  des  droites  R  [voir  le 
n*8),  yitt  sont  perpendiculaires  aux  cinquièmes  côtés  respectifs 
du  pentagramme.  Les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  ses 
dix  triangles  sont  situés  sur  le  cercle  triplement  tangent  à  la 
courbe  H  J  donnée  et  qui  a  pour  centre  m.  Le  produit  des  axes  de 
la  conique  tangente  aux  cinq  côtés  de  ce  pentagramme  est  égal  à 


8 r*^cos/ir,  008/1/3005^1/4.  . .  €05/3^4  cos/,/|  CCS ^4 /g. 

Laconique  qui  touche  les  tangentes  £| , . . . ,  £5  de  H^  a  encore  une 
autre  tangente  commune  avec  H|,  puisque  H^  est  de  la  troisième 
classe.  J'appellerai  cette  sixième  tangente  tangente  adjointe  des 
cinq  premières. 

U.  La  droite  g^  du  pentagramme  t  touche  également  la  co- 
^ue  inscrite,  et  est  parallèle  à  la  tangente  adjointe  du  penta- 

gramme. 

15.  Si,  avec  six  tangentes  de  H]  on  J or  me  un  hexagramme  de 
Brianchon,  deux  triangles  complémentaires  quelconques  de  cet 
hexagramme,  c'est-à-dire  deux  triangles  contenant  à  eux  deux 
l^  six  côtés  de  la  figure,  auront  deux  cercles  circonscrits  d 'égal 

rayon, 

16.  Soit  ti  . . .  t^  un  hexagramme  quelconque  circonscrit  à  H|  \ 
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les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  divers  coupl 
de  triangles  complémentaires  de  cet  hexagramme  concourent  i 
un  même  point,  qui  est  leur  milieu  commun, 

17.  Soient  £| , . . . ,  ^e  six  tangentes  quelconques  de  HJ  ;  les  centTi 
des  six  coniques  tangentes  aux  droites  t^  prises  cinq  à  cinq,  soi 
situés  sur  un  cercle  et  forment  sur  ce  cercle  un  hexagone,  dot 
les  angles  sont  égaux  à  ceux  que  forment  entre  elles  les  droites  \ 
Le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  d'intersection  des  six  cercles  S 
[voir  plus  haut),  et  son  rayon  est 

r  sin  (  fAi  -f-  fx,  -+-  fAj  -h  fi*  -f-  fis  -f-  fAs  )  > 

(Af ,  |i2, . . . ,  fXe  désignant  les  angles  que  font  les  t  ai^ec  une  mêm 
tangente  de  rebroussement  rfe  HJ . 

18.  ^  cinq  quelconques  des  six  tangentes  t  correspond  un 
tangente  adjointe,  et  chacune  de  ces  tangentes  adjointes  fait  i 
même  angle  avec  la  sixième  tangente  t  correspondante. 

19.  Si  l'on  considère  dix  tangentes  de  notre  courbe,  les  ta 
gentes  adjointes  de  deux  pentagrammes  complémentaires  que 
conques  se  coupent  sur  une  nouvelle  tangente  deHJ,  qui  est 
TANGENTE  ADJOINTE  du  décagrommc  (*  ). 

Etc.,  etc. 

20.  Tous  les  triangles  circonscrits  à  }\\  et  semblables  à 
triangle  donné  ont  les  centres  de  leurs  cercles  circonscrits  siti 

sur  un  cercle  de  centre  m  et  de  rayon  ryj  i  —  Scosai  cosaj  cosc 
«1,  «25  «3  étant  les  angles  du  triangle^  Sur  le  même  cercle  se 
situées  aussi  les  intersections  de  hauteurs  de  tous  ces  triangles, 
leurs  droites  d'Euler  enveloppent  une  seconde  courbe  HJ,  siti 
symétriquement,  par  rapport  à  m,  avec  la  courbe  donnée. 

Quelques  autres  théorèmes  sont  relatifs  aux  coniques  triplenu 
tangentes  à  la  courbe. 


(*)  Le  théorème  général  corrctpondant  se  trouve  dans  le  Mémoire  cité. 
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21.  Toutes  les  coniques  triplement  tangentes  (*)  sont  des  el- 
lipses V,  et  leurs  triangles  de  tangentes  communs  avec  HJ  ont 
tous  le  rayon  ar  [et  par  suite  le  plus  grand  rayon  que  puisse 
avoir  un  triangle  circonscrit  à  HJ  ). 

22.  D'un  point  du  plan  on  mène  trois  normales  à  la  courbe. 
Leurs  pieds  sont  les  points  de  contact  avec  HJ  d'une  ellipse  V, 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  la  droite  P,„. 

23.  Autour  d'un  point  quelconque  I  du  plan  comme  centre 
071  ficut  décrire  une  ellipse  V  et  une  seule.  Les  demi-axes  de  cette 
tUipse  sont  r  -\-  h  et  r  —  A,  h  désignant  la  distance  du  point  I  au 

point  m. 

2i.  Par  deux  points  du  plan  on  peut  fcCire  passer  neuf  ellipses 
[réelles  ou  imaginaires)  triplement  tangentes  àH], 

25.  Toutes  les  ellipses  triplement  tangentes  V,  dont  les  centres 
remplissent  une  droite  g ^  ont  un  point  commun.  Chacune  d'elles 
coupe  la  courbe  HJ  en  deux  points,  et  les  deux  tangentes  i  HJ 
Jnenées  en  ces  points  ont  un  point  d'intersection;  tous  ces  points 
i' intersection  sont  eux-mêmes  situés  sur  une  ellipse  V.  Le  centre 
de  celle-ci  est  le  pôle  de  g  par  rapport  au  cercle  m^. 

De  plus  : 

26.  Parmi  les  coniques  qui  touchent  trois  tangentes  rfe  HJ,  il 
y  en  a  trois  qui  sont  osculatnces  à  la  courbe  en  un  autre  point, 
l^  trois  tangentes  aux  points  d' osculation  forment  un  triangle 
^^uilatéral  ayant  le  même  rayon  du  cercle  circonscrit  que  le 
^Hangle  formé  par  les  tangentes  données. 

Pour  terminer  cette  Note,  j'indiquerai  encore  quelques  lieux 
ioni  la  recherche  me  parait  être  le  premier  exemple  de  Tapplica- 
^îoD  des  méthodes  géométrique^'  à  des  problèmes  généraux,  relatifs 
à  des  courbes  d'ordres  supérieur^  (  ^  ) . 

(')  ^o<>  Weti,  Géométrie  der  ràumlichen  Erzeugnisse,  p.  10,  Note  C,  art.  III. 
(*)  L'application   de  l'Analyse  à  cet  problèmes,  il  est  vrai,  a  été  déjà  indiquée, 
^^'«ïuirM  par  Lacroix,  et,  dans  le  Journal  de  Schio/niit-h,  t.  XIX,  par  M.  Ennepcr. 
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27.  En  chaque  point  rfe  HJ  il  existe  une  seule  conique  [^ 
ayant  avec  la  courbe  un  contact  du  quatrième  ordre.  Je  tromet 
pour  le  produit  des  axes  de  cette  conique,  la  formule 


p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

28.  Les  centres  de  toutes  ces  coniques  ayant  un  contact  du  qua- 
trième ordre  ax^ec  HJ  ont  pour  lieu  une  hypocycloïde  à  six  poinù 
de  rebroussement,  dont  trois  coïncident  avec  les  points  de  rebrous 
sèment  de  ^\. 

29.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  Mme  tangenti 
donnée  t  de  la  courbe,  et  qui  ont  en  outre  avec  celle-ci,  en  ut 
point  variable,  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  situés  sur  um 

hypocycloïde  à  cinq  points  de  rebroussement,  qui  sont  situés  sm 

5  • 
un  cercle  de  rayon  -  r.  Le  centre  de  ce  cercle  ou  le  point  d* 

concours  des  cinq  tangentes  de  rebroussement  est  le  point  miliet 
de  la  droite  ms^  s  étant  le  milieu  [^)  de  la  tangente  donnée. 

30.  En  un  point  P  de  la  courbe,  celle-ci  est  touchée  par  un 
infinité  de  coniques  ayant  un  contact  du  premier  ordre;  le 
centres  de  toutes  celles  qui  ont  avec  HJ  m/i  contact  du  secoru 
ordre  ont  pour  lieu  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements 
dont  le  cercle  a  pour  rayon  nr  et  pour  centre  le  milieu  de  U 
tangente  fixe  [en  P). 

31 .  Il  y  a,  de  plus,  une  infinité  de  coniques  ayant,  en  un  poin 
P  rfe  HJ,  M/i  contact  du  second  ordre  ai^ec  cette  courbe;  le  lieu  de 
centres  de  celles  qui  touchent  encore  la  courbe  en  un  autre  poin 
est  encore  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  (HJ),  don 
le  point  de  symétrie  dii^ise  extérieurement  la  droite  ms  [s  étan 


(*}  Pour  notre  courbe,  cette  conique  est  toujours  une  ellipse. 
(  *  )  C'est  ainsi  que  Steiner  appelle  celui  des  pointa  d'intersection  de  r,  avec 
cercle  m*  par  lequel  ne  passe  pas  la  tangente  perpendiculaire  à  f^. 


r 
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le  MILIEU  de  la  tangente  Jixe  enV)  dans  le  rapport  de  Z\i^  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  r. 

32.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  deux  tan- 
gentes données  de  HJ  et  qui,  de  plus,  ont  avec  cette  courbe  un 
contact  du  second  ordre  ont  pour  lieu  une  hypocjcloïde  à  quatre 
rebroussements ,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  la  distance 

des  MILIEUX  des  deux  tangentes  fixes,  et  dont  les  sommets  sont 

3, 
dtués  sur  un  cercle  de  rayon  —  • 

33.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  trois  tan^ 
pentes  données  d'une  courbe  ]\\  et  qui  touchent  encore  celle-ci  en 
m  autre  point  ont  pour  lieu  une  nouvelle  courbe  HJ,  dont  les 

sonunets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  et  dont  le  centre  est 

au  milieu  de  la  droite  qui  joint  m  au  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  des  trois  tangentes  données. 

Si  par  un  point  de  la  courbe  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  de  la 
parabole  qui  a  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe,  on  peut,  avec  Cayley,  appeler  cette  droite  Vaxe  de  déifia- 
tio/i  (')  pour  ce  point  de  la  courbe.  On  a  alors  ce  théorème  : 

34.  Les  axes  de  déx^iation  pour  tous  les  points  de  notre  courbe^\ 
enveloppent  une  épicjcloïde  à  six  rebroussements,  ayant  pour 
^ntre  m,  et   dont  les  sommets  se   troux^ent  sur   un    cercle  de 

TQjon  — . 

On  trouve  aussi  a  priori  que  cette  courbe  coïncide  avec  celle  du 
théorème  28. 

35.  Le  paramètre  de  la  parabole  y^  =  apx  ayant  en  P  un 
contact  du  troisième  ordre  est 

2/>  =  4''(sin3fi)*, 


(')  ^oiV  aussi  TiiAKfoif,  Journal  de  Liouville,  t.  VI,  i8ji. 
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fi  étant  l'angle  de  la  tangente  en  P  at/ec  une  des  tangentes  de  r 
broussement, 

36.  Les  Joyers  des  paraboles  ayant  un  contact  du  troisièm 
ordre  ont  pour  lieu  une  épicyclotde  à  trois  points  de  rebrousse 
ment,  lesquels  coïncident  as^ec  ceux  de  HJ. 


•^* 


SUR  UN  NOUVEL  APPAREIL  A  U6NE  DROITE  DE  M.  HART  ; 

Pak  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Proceedings  of  the  London  Alathematical  Society 
(vol.  VIII,  p.  288),  M.  Hart,  qui  avait  déjà  trouvé  un  premiei 
système  articulé  réalisant  avec  cinq  tiges  seulement  la  descriptioi 
mécanique  de  la  ligne  droite,  a  fait  connaître  une  nouvelle  solutio 
du  même  problème  dans  laquelle  il  emploie  le  même  nombre  à 
tiges.  Le  nouvel    appareil   de  M.  Hart,  tout  à  fait   diflérent  c3 

Fig.  I. 


premier,  nous  paraît  oflrir  le  plus  grand  intérêt.  Réccmmei 
M.  Kempe  Ta  retrouvé,  en  étudiant  une  question  plus  générai 
sur  laquelle  nous  aurons  l'occasion  de  revenir  {*). Pour  le momeni 
nous  nous  proposons  d'exposer  la  méthode  de  M.  Hart,  en  la  gént 


(•  )  A.-B.  Kempe,  On  conjugale  Pour^piece  Linkages  {Proceedings  of  the  London  Ma 
thenuuical  Society,  vol.  IX,  p.  i33,  n«  132). 
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^       nlisiut  quelque  peu  et  en  mettant  en  évidence  quelques  consé- 
(pences  très-simples  des  résultats  obtenus  par  l'auteur 

Soit  ABCDP  un  pentagone  articulé  flxé  par  les  deux  sommets 
i  et  B.  Le  mouvement  de  cette  iigurc  dépend  de  deux  paramètres^ 
par  exemple,  on  peut  prendre  arbitrairement  les  angles  en  A  et 
en  B;  nous  achèverons  de  déterminer  ce  mouvement  par  la  condi-, 
don  que  les  angles  en  C  et  en  D  soient  égaux.  Nous  allons  voir  que 
cette  condition,  qu'il  serait  difficile  de  réaliser  mécaniquement, 
peut  être  remplacée  par  celle-ci,  que  deux  points  H,  E  convena- 
blement choisis  sur  AD  et  sur  BC  soient  maintenus  à  une  distance 
constante  et  par  conséquent  reliés  par  une  tige  de  longueur  conve- 
nable. 
En  effet,  déterminons  un  point  H  sur  AD,  par  la  condition 

DH       PC 

i  pd~"cb' 

Les  deux  triangles  PHD,  PCB,  ayant  les  angles  C  et  D  égaux  par 
hypothèse,  seront  semblables^  on  aura  donc 


DH  _  Pp  _  PH 

i      '  pc~cb""pb' 

i         2 ,  angle  HPD  =  angle  PBC. 

1 

Bc  même,  déterminons  un  point  E  sur  BG  par  la  condition 

CE  _  PD 

pc~ad' 

Les  deux  triangles  PDA,  PCE  seront  semblables,  et  l'on  aura 

3  CE_PC        PE 

PD^AD  —  AP' 

'i'}  angle  APD  =  angle  PEC. 

le  vais  démontrer  que  les  points  H  et  E  sont  à  une  distance  inva- 
^^le.  Mais  auparavant  je  désignerai,  pour  plus  de  netteté,  par  des 
*^tlrcsles  différents  segments  de  la  figure.  Posons 

AB  =  fl,     AE  —  b,     Bï)=zb',     DP  =  ]S, 

BE.-=r,      EC  =  c',      CP  =  7. 

'^fl  des  Sciences  maikém,,  i*  Série,  t.  III.  (Atril  1879.)  I  I 


i46  PREMIÈRE  PARTIE. 

Les  égalités  (i),  (3)  nous  donnent,  entre  ces  lignes,  les  re 

d'où  l'on  déduit 

hc' —  cb'=zo. 

Posons 

(5)  b'^bk,     c'=ck^ 

on  aura 

(6)  ^y  =  bck[l^k), 

et  des  égalités  (i)  et  (3)  on  déduira  aussi 

(n)  PH_        p  PE^       y 

^'^  PB        c(i-hky      PA        b{i-^k)' 

Cela  posé,  en  vertu  des  équations  (a),  (4),  les  angles  APH 
sont  égaux  comme  diflerences  d'angles  égaux,  et,  par  conséi 
les  angles  en  P  des  deux  triangles  HPE,  APB  sont  aussi  égat 
aura  donc,  en  désignant  par  P  leur  valeur  commune, 

ÏÏË' =  PH  V  PÊ' —  2  PH .  PË  ces  P , 

Ab' =  PÏV  PB*— aPÂ.PBcosP. 

En  éliminant  le  cosinus  inconnu  et  remplaçant  PH,  PE  pai 
valeurs  tirées  des  équations  (7),  on  trouve 

2         cv  —  bô     I       «       .^ — «\  a^k 

On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  triangles  APD,  BCP, 

ÂP*=:l3'-+-^*(i-+-A)»— !i/^{i-+-A:)|3cosô, 

— — ï 

BP  =7'-+-c*(i-+- A:)'— 2c(i -+- A:)7COSÔ, 

9  désignant  la  valeur  commune  des  angles  C  et  D.  Ellminani 
trouve 

(8)  cyPÂ*—  bp^^=[by  —  cp)hc{\-\'k) 

et,  par  conséquent,  on  a 

_t_   [cy  ^  hp)[by -^  cp)    .      a^k    . 


ftlÊLANGES.  147 

HE  est  donc  constant,  comme  il  fallait  le  démontrer,  et,  en  dési- 
gnant par  d  sa  valeur,  on  a 

Ainsi,  Ton  pourra  produire  ce  mouvement  particulier  du  penta- 
gone articulé,  dans  lequel  les  angles  C  et  D  variables  sont  con* 
stamment  égaux,  en  réunissant  les  deux  points  H  et  E  par  une  tige 
de  la  longueur  d  définie  par  Tcquation  précédente. 

Mais  alors  Téquation  (8),  donnant  une  relation  entre  les  dis- 
tances du  point  P  aux  deux  points  fixes  A  et  B,  est  Téquation  du 
lieu  du  point  P;  ce  lieu  est,  en  général,  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  la  droite  AB. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  remplace  PA,  PB  en  fonction  de  PH, 
PE,  on  est  conduit  à  l'équation 

et  Ion  voit  que,  si  au  lieu  de  fixer  A  et  B  on  fixait  H  et  E,  le  lieu 
de  P  serait  encore  un  cercle  ayant  son  centre  sur  HE.  En  étudiant  • 
plus  complètement  cette  figure,  on  retrouverait  les  systèmes  de 
deux  quadrilatères  semblables  considérés  par  M.  Kempe  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité. 
Si  l'on  a 


•0)  cy^èp, 

l'équation  (  8  )  deviendra 


PA*-PB*=  ^(i4-*)(*7-^?). 


^^le  lieu  du  point  P  deviendra  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 
^^est  le  résultat  signalé  d'abord  par  M.  Hart.  On  a  alors 


n 


/-  '^  . 

^        a*      rf«' 

.           acti 

tr  —  a* 

abd 

,            ra} 

'       a*      dC' 

f.  -f-  c   —    •                 • 
a^—  d* 

1  1. 
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Cette  remarquable  solution  laisse  donc  entièrement  arbitrai 
quatre  côtés  du  quadrilatère  articule  ABEH.  Le  lieu  du  poini 
alors  défini  par  Téquation 

DA     DU    \ '  - 


PA  —  PB  == 


a}^d} 


On  voit  que,  si  la  théorie  est  un  peu  longue,  le  résultat  est  • 
mement  simple. 

Dans  cet  appareil,  le  mouvement  de  PD  est  celui  d'une 
dont  un  point  D  décrit  un  cercle  pendant  qu'un  autre  point  P 
une  droite.  Cherchons  si  l'on  peut  disposer  des  dimensioi 
différentes  tiges  de  telle  manière  que  tous  les  points  de 
droite  décrivent  des  ellipses.  Il  faudra  pour  cela  :  i^  que  la  i 
décrite  par  le  point  P  passe  en  A^  2°  que  PD  =  AD. 

En  exprimant  ces  deux  conditions,  on  trouve 


et,  par  conséquent. 


c'  —  \A-=z  c^  —  d}^      ha  =  cr/. 


h-=:d^     c^=a. 


Alors  l'appareil  otlre  la  disposition  indiquée  sur  la  figure.  O 

AH=:HE,     AB  =  BE,     AD  =  DP,     PC  =  CE. 
Si  Ton  prolonge  DP  d'une  longueur  DQ  =  DP,  le  point  Q  dé< 

Fig.  a. 


droite  AB.  Le  mouvement  de  la  barre  PQ  est  donc  celui  • 
droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur 
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droites  rectangulaires.  Tous  les  points  invariablement  liés  a  PQ  et 
d^oà  Ton  voit  PQ  sous  un  angle  droit  décriront  des  droites  passant 
par  A.  Les  points  de  PQ  décrivent  des  ellipses. 

Les  collections  de  la  Faculté  des  Sciences  contiennent  un  très- 
beau  modèle  de  cet  appareil,  exécuté  par  M.   Bréguet.  Ce  modèle 
est  disposé  de  telle  manière,  qu'au  lieu  de  fixer  les  points  A,  B  on 
peut  fixer  les  points  P  et  D.  Alors  tous  les  points  de  la  droite  AB, 
devenue  mobile,  décrivent  des  limaçons  de  Pascal. 

Leilipse  et  le  limaçon  de  Pascal  sont  donc  des  courbes  que  Ton 
peut  décrire,  comme  la  ligne  droite,  par  Temploi  de  cinq  tiges  seule- 
ment. 
^oiU  donc  une  première  conséquence  des  recherches  de  M.  Ilart. 

Fîp.  3. 


*^n  voici  une  seconde  que  nous  nous  contenterons  dMndiquer  en 
'Juclquesmots. 

Considérons  Thexagone  articulé  A  BDB'A'C  A,  dont  les  points  A, 
S  sont  fixes.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  trois  para- 
mètres. Achevons  de  le  déterminer  par  la  condition  que  les  angles 
^1  D  soient  égaux  et  que  A'B^  soit  parallèle  k  AB.  Je  dis  que 
^s  deux  conditions  peuvent  être  remplacées  par  celle-ci,  que 
^eux  points  N  et  P  convenablement  choisis  sur  AC,  BD  soient  à 
^ne  distance  invariable  ainsi  que  deux  points  N^P'  pris  sur  A'C, 
»D. 

En  ciTet,  menons,  par  A',  A^E  égale  et  parallèle  à  B'D,  puis  EK 

^a)e  et  parallèle  à  DB.  La  figure  A'EKAC  sera  un  pentagone 

identique  k  celui  dont  nous  avons  étudié  le  mouvement,  les  angles 

«nCel  en  E  étant  égaux.  Il  y  aura  donc  deux  points  M  et  L  sur 

EKei  ACqui  seront  a  une  distance  invariable.  Si  Ton  prolonge  AL 


i 
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jusqu'en  P,  et  qu'on  mène  NP  parallèle  à  AL,  le  quadrilatère  MPBi 
sera  homothétique  au  quadrilatère  AKLM.  On  aura  donc 

NP  _  AK  _  AB  —  A^B^ 
LM  ~   AB  "         ÂB        ' 

]NP  sera  donc  constant  comme  LM. 

Par  raison  de  symétrie,  ou  en  répétant  le  même  raisonnemen 
on  reconnaît  qu'il  y  a  de  même  deux  points  ]N',  V  sur  A'C,  B'D  qi 
demeurent  à  une  distance  invariable,  en  sorte  que  le  mouvemei 
de  l'hexagone  sera  déterminé  si  l'on  réunit  par  des  tiges  c 
longueurs  convenables  ces  couples  de  points  (N,  P),  (jN',P'). 

Du  reste,  si  les  proportions  des  côtés  de  l'hexagone  et  par  coi 
séquent  celles  des  côtés  du  pentagone  A^CAKE  sont  convenable 
ment  choisies,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


A'C.CAi^B'D.DB, 

le  point  A'  décrira  une  droite  perpendiculaire  à  AB;  il  en  s(r 
de  même   de  tous  les  points  de  A'B^  On   aura  donc  réalisé 
mouvement  d'une  droite  demeurant  toujours  horizontale  pend» 
que  tous  ses  points  décrivent  des  verticales  (*  ). 

Il  est  clair  que,  si  l'on  réunit  dans  Tespacedeux  appareils  éga"« 
de  ce  genre,  situés  dans  deux  plans  verticaux  faisant  un  angle  qu« 
conque  et  reliés  par  leurs  points  A'  de  telle  manière  que  les  dei 

(*)  Voici  quelles  sont  les  dimensions  des  diflcrcntes  tiges.  Posons. 

CA  =  /3.      DB  =  y,        AB  =  a, 
CA'=;3',     DB'=/,     A'B'=a'. 


On  devra  avoir 


et  l'on  trouvera 


/3/3'=-//. 


a  —  a  •/  a  —  a  ji  y 

a  —  a'  /  a  —  a'  fV  y 

Au  reste,  les  deux  quadrilatèi*es  ABPN,  A'B'P'N'  sont  semblables,  les  côtés  hoiv 
logues  étant  AB  et  N'P',  A'B'  et  NP,  A'N'  et  BP,  AN  et  B'P'.  Les  lignes  NP,  F 
sont  parallèles,  comme  AB  et  A'B'.  La  théorie  de  cette  ligure  peut  également  se  r 
tacher  aux  belles  recherches  de  M.  Kempc, 


i 


4 

! 
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poi'ats  Â'  décrivent  la  même  droite,  les  deux  droites  A'B'  déter- 
mineront un  plan  horizontal  dont  tous  les  points  décriront  des 
verticaies.  On  pourra  poser  une  table  sur  ces  droites,  et  Ton  aura 
ainsi  la  disposition,  la  plus  simple  connue,  permettant  de  réaliser 
on  mouvement  parallèle  dont  les  applications  sont  évidemment  très- 
variées. 


RECHERCHES  SUR  UH  SYSTÈME  ARTICULÉ; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  le  n?  1 33  des  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  (t.  IX,  p.  i33),  M.  Kempe  a  publié  des  recherches  très- 
intéressantes  sur  un  système  articulé  dont  voici  la  définition.  Con- 
sidérons deux  quadrilatères  articulés  MiNPQ,  M|  N|  Pi  Qi  reliés  aux 
points  A,  13,  C,  D  par  des  tiges  de  longueur  invariable,  comme 
l'indique  laijig.  i .  On  voit  que  la  figure  présentera  huit  triangles 

Hg.   I. 


•  ïivariables,  savoir  les  quatre  triangles  MAN,  KBP,  PCQ,  QDM 
Construits  sur  les  côtés  du  quadrilatère  MJNPQ  et  les  quatre 
^rianglesM,  AjV|,N|BP|,  PiCQi,  QiDMi  reliés  de  même  aux  côtés 
^u  quadrilatère  M|  N,  P|  Qi .  Il  est  clair  qu'une  telle  figure  formera 
^n  général  un  solide  invariable  et  qu'il  sera  impossible  de  la  dé- 
former. En  eiTet,  supposons  qu'on  parte  d'une  position  quelconque 
dtt  quadrilatère  articulé  IVLNPQ.  On  pourra  construire  les  points 
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A,  B,  C,  D,  (|ui  sont  à  des  distauces  connues  de  deux  des  pou 
My  N,  P,  Q,  puis  les  points  M|,  N,,  P|,  Qi,  qui  sont  aussi  à  d 
distances  données  de  deux  des  points  A,  B,  C,  D  précédemme 
déterminés.  Les  points  M|,N|,  Pf^  Qi  une  fois  connus,  il  reste 
à  exprimer  que  les  longueurs  M|N|,  NiPi,  PjQi,  Q|M,  ontd 
valeurs  données,  ce  qui  conduit  à  quatre  équations.  Or,  quand 
quadrilatère  MNPQ  se  déforme,  on  ne  dispose  que  d'une  arbitrair 
l'un  de  ses  angles.  Si  les  quatre  équations  auxquelles  on  est  ain 
conduit  sont  satisfaites  par  des  valeurs  convenables  de  cette  ii 
connue,  on  pourra  construire  une  ou  plusieurs  positions  de 
figure;  mais,  si  Ton  veut  que  cette  figure  puisse  se  déformer, 
faudra  que  ces  équations  se  réduisent  toutes  à  des  identités. 

M.  Kcmpe  s'est  occupé  du  seul  cas  intéressant,  de  celui  où  1 
équations  sont  des  identités  et  où  par  conséquent  la  déformationc 
la  figure  est  possible.  En  employant  une  méthode  très-ingénieus* 
il  a  deviné  un  grand  nombre  de  solutions  d'un  problème  qui, 
priori,  pourrait  paraître  n'en  avoir  aucune.  Néanmoins,  il  m 
semblé  qu'il  serait  intéressant  de  résoudre  d'une  manière  complet 
la  question  proposée  par  M.  Kcmpe.  D'abord  la  solution  en  offi 
un  grand  intérêt,  et  elle  permet  de  rattacher  à  une  théorie  généra 
les  deux  seuls  appareils  connus,  dus  tous  les  deux  à  M.  Hart,  a 
moyen  desquels  on  peut  décrire  une  ligne  droite  en  employai 
cinq  tiges  seulement.  En  second  lieu,  le  problème  est  si  compliqt: 
et  les  équations  qui  expriment  les  liaisons  des  diflerents  points  soi 
si  nombreuses,  qu'on  peut  espérer  de  trouver,  en  le  résolvant,  ui 
méthode  propre  à  donner  la  solution  des  autres  problèm 
généraux  qui  se  présentent  en  si  grand  nombre  dans  la  théorie  d 
systèmes  articulés. 

La  marche  que  j'ai  adoptée  repose  d'une  part  sur  l'emploi  ( 
grandeurs  géométriques  dans  le  plan  et  sur  leur  expression  bi 
connue  au  moyen  d'une  variable  complexe,  et  d'autre  part  sur 
recherches  que  j'ai  publiées  récemment  et  d'après  lesquelles 
théorie  du  quadrilatère  articulé  est  identique  à  celle  d'une  cubi(; 
plane,  que  j'appellerai  cubique  associée  au  quadrilatère, 

IVIais,  avant  de  commencer  ces  recherches  et  pour  les  rendre  p 
faciles,  je  remarquerai  avec  M.  Kcmpe  une  espèce  de  symétrie  ti 
importante  que  présente  le  système  articulé.  On  peut  le  décoi 
poser  de  trois  manières  dillërentes  en  deux  parties  ayant  la  më: 
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rdition.  il  j  a  d'abord  la  décomposition  primitive  qui  dérive  de  la 
msidémtion  des  deux  quadrilatères  articulés  MNPQ,  Mi  N|  P|  Q, . 
es  deux  séries  de  quatre  triangles  sont  alors  rattachées  aux  points 
,  B,  C,  D.  Mais  on  peut  substituer  aux  deux  quadrilatères  pri- 
itifs  les  deux  suivants,  QCQt  D  et  NBN|  A,  et  Ton  aura  la  même 
finition  de  la  figure  qu^avec  les  deux  premiers  quadrilatères.  Les 
angles  QPC,  CPiQ*,  Q,M|D,  DMQ,  construits  sur  les  côtés 
premier,  devront  se  rattacher  par  leurs  sommets  libres  P,  P| ,  Mj ,  M 
t  triangles  NPB,  BP,  N, ,  N,  M,  A,  AMN,  construits  sur  les  côtés 
inolc^es  du  second  quadrilatère.  On  obtient  de  même  une 
isième  définition  de  la  figure  au  moyen  des  quadrilatères  PCP|  B 
tfDMi  A.Les  triangles  PQC,  CQ,P,,  P|N|B,  BNP,  construits 
les  côtés  du  premier,  devront  être  rattachés  par  les  sommets 
Q,,N,  ,N  aux  triangles MQD,  DQ,  M« ,  M<  N«  A ,  AMI,  construits 
'les  côtés  du  second.  Il  y  a  donc  six  quadrilatères  articulés,  con- 
[uésdeux  à  deux,  qui  sont  indiqués  dans  le  Tableau  suivant,  leurs 
omets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre  : 

UN      P      Q,         Ml     Ni     Pi     Qi,         ABC      D, 
M     D     Bli     A,  P       C     Pi      B,  Q     Qi     Ni     N, 

Q     C     Q,     D,         N       B     Ni     A,  P     Pi     Mi     M. 

La  dernière  ligne  verticale  contient  les  quadrilatères  des  points 
ttache  des  triangles. 

Sous  emploierons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  notion  des 
odeurs  géométriques,  c'est-à-dire  que,  étant  donnés  deux  points 
tB,  nous  désignerons  par  AB  la  grandeur  complexe  pe***,  où  p  est 

listance  des  deux  points  que  nous  désignerons  aussi  par  A  B  ou 
AB,  et  0)  l'angle  que  fait  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  avec  un  axe 
i  du  plan.  D'après  cela,  si  un  triangle  invariable  ABC  se  meut 
is  son  plan,  les  trois  côtés  seront  représentés  par  les  expressions 

AB  =  ne'*',     BC  =  n'  e'-,     CA  =  a'^e'*', 

«  seul  est  variable  et  où  «,  a',  a"  sont  des  constantes  complexes 
«s  par  l'équation 

a  -ha'  -\-a"  r=io\ 

il  on  prend  pour  a  la  longueur  de  AB,  &)  sera  l'angle  de  AB  et  de 
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l'axe  fixe,  et  Ton  pourra  adopter  les  expressions 

(2)  AB  =  /ie'\     AC  =  ««'<?'-,     CB  =  ^(i  — aie"*. 

On  aura  alors 

(3)  AC^^,^^^^ 

AB  AB 

L'aire  du  triangle  ABC  sera  donnée  par  la  formule 

m 

(4)  aire  ABC  =-«*(«' -fl'), 

ai!  désignant  la  quantité  conjuguée  de  a'.  Quand  ci  sera  réel,  1( 
trois  points  seront  en  ligne  droite.  Pour  abréger  l'écriture,  ncw 
désignerons  les  exponentielles  telles  quee***  par  des  lettres  f,  u,  9( 
nous  dirons  que  e'^  est  l'exponentielle  de  (ù.  Je  n'insiste  pas  si 
toutes  ces  remarques  très-connues*,  on  sait  que  la  considération d 
ces  grandeurs  géométriques  constitue  la  méthode  des  équipollenct 
de  M.  Bellavitis. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  désignons  par  a,£,c, 
les  côtés  du  quadrilatère  articulé  MNPQ,  par  t^  d^  t!\  t*"  les  exp 
nentielles  des  angles  qu'ils  forment  avec  l'axe  choisi.  Nousauro^ 
les  équations 

at  -+-  bt'  -f-  et"  -h  dl^  =  o, 

(5)  {  n        b         c         d 

t        t*         t"        t^ 

Désignons  de  même  par  a^^b^^Ci^d^  les  côtés  homologues  du  qu 
drilatère  M|  N,  P|  Q,  et  par  m,  a',  u"^  il"  les  exponentielles  des  ang 
qu'ils  forment  avec  l'axe.  Nous  aurons 

«,  «  4-  ^i  '«'  -f-  i\  u"  -+-  f/j  a'"  z=z  o, 

(6)  ^  ^1    .    '^i    .     ^'i    .     d^ 


a         u         u  ur 


Le  côté  MN  étant  représenté  par  af ,  on  aura  de  même,  en  désigna 
par  a!  une  constante  complexe, 

MA  =.aa't,     AN~a(i  — «')/. 
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£o  étendant  ces  notations,  nous  poserons 
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/  MA  z=aa't, 

AN   =€i(i  — a')/, 
M,A=«ifl'j/i, 


BP  z=.h[\  —  b'y, 

N,B  =  ^i^>', 


j  AN,  =if,(i-^'J«,     BP,  =^(i-6;)ii', 


PC    =:cc'/^ 

CQ   =c[i^c')t\ 

PjC  =  c,c',«^ 


DQ  z=zdd't"', 

DM  =r/(i  — r/'jr» 


CQi  =C|(i— c'Jtt^    DM,  ==^,(i  — ^/ji«r 

Diioas  reste  à  exprimer  toutes  les  liaisons  de  la  figure.  Pour  cela, 
il  saffira  évidemment  d'écrire  que  le  quadrilatère  ABCD  formé  par 
les  sommets  libres  des  triangles  liés  à  AINPQ  est  identique  au 
quadrilatère  analogue  formé  avec  les  sommets  libres  des  triangles 
liés  à  Mf  N|  P|  Q, ,  ce  qui  donne  les  quatre  équations 


;»! 


( 


a{i  —  a)t-^bb'e  =11,(1  — ajw  -+-^,^>'  =  AB, 
b[i^  b']i'  -f-  ci/t^  =b,{i-  b\)u!  -f-  c,c\  u"  =  BC, 
c(i  —  c')/"  -+-  d^rt^-c^ii  —  c\)u''-\-d,d^  uTzzz  CD, 
d[\^é[)f  -^aa't  =//,  (i —</j)  «*'-+- ii,rt,  «  =DA, 


auxquelles  il  faudra  joindre  celles  qu*on  obtient  en  remplaçant  les 

imaginaires  par  leurs  conjuguées.  -»  -  sont  les  conjuguées  de  ^,  u\ 

«  nous  désignons  par  a',  (3',  ...  les  conjuguées  de  a',  b\  ...,  nous 
tievrons  avoir 

t  t'  U  u' 


9 


t' 


u 


u 


r(.-y')    .    di'        f.(l-y'.)    ,    d,^^ 


.111 


n 


m 


t  I"  U  U 


a 


III 


u 


^  tenant  compte  des  relations  ( 5 )  et  ( 6 ),  les  équations  ( 8 )  et  ( 9 ) 
(dont  la  somme  est  nulle)  se  réduisent  à  six  relations  distinctes. 
Madone  en  tout  a  satisfaire  à  dix  éqjLiations  cl  l'on  dispose  seule- 
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t!  u 

ment  de  sept  inconnues  -«  .••«  -  V9  dont  l'une  même  devra  rester 

arbitraire.  U  faudra  donc  que  quatre  des  équations  soient  la  con- 
séquence des  six  autres.  Telle  est  la  question  d'Analyse  à  laquelle 
le  problème  se  trouve  ramené. 

Les  équations  (5)  et  (6)  expriment  que  les  sommes  des  pro- 
jections sur  une  droite  quelconque  des  côtés  des  quadrilatères 
MNPQ,  M|N|  P|Qi  sont  nulles;  en  d'autres  termes,  elles  sont  la 
traduction  analytique  des  équations 

MN  -+-  NP  -4-  PQ  H-  QM  =  o. 
Ml  N,  -h  N|  Pi  -+-  Pi  Qi  -4-  Qi  M,  =  o. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  autres  équations  (8),  (9)  se  rat- 
tachent de  la  même  manière  aux  quatre  autres  quadrilatères  da 
système  articulé.  Ainsi,  la  première  des  équations  (8)  jointe  à  sa 
conjuguée  exprime  l'identité 

AN  -4-  NB  -h  BNi  4-Ni  A  =  o, 

qui  est  évidente  sur  \^fig*  i  • 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  les  lettres  T  et  U  respective- 
ment les  quadrilatères  MNPQ,  MfN|P|Qi,  et  nous  appellerons 
aussi  cubique  T  et  cubique  U  les  deux  cubiques  associées  à  ces 
quadrilatères,  et  qui  sont  représentées  par  les  équations  (5)  et  (6)) 
où  Ton  regarde  les  variables  t^  f',  t"^  t!"  et  w,  m',  w^,  u'"  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace.  Je  vais  d'abord  énoncer 
quelques  lemmes  simples  sur  la  cubique  liée  à  un  quadrilatère. 


I. 

Dans  le  travail  auquel  j'ai  déjà  fait  allusion  (  *  ))  j'ai  montré  que 
la  théorie  du  quadrilatère  articulé,  étant  tout  entière  contenue 
dans  les  deux  équations 

/  at  4-  bl^-\-  et''  -+-  dt'^=:  o, 

(10)  \  a       b       c        d 

74-p-f.p-+->^  =  o, 

C)  Voir  Bulletin  t  p.  109  de  ce  tome. 
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X  équivalente  à  celle  de  la  cubique  plane  représentée  par  ces 
lallations.  Celte  cubique  est  indécomposable,  sauf  dans  le  cas  par- 
icnlier  où  deux  des  côtés  a^b^  c^  d  sont  égaux  aux  deux  autres.  Si 
'on élimine  t!"  entre  les  équations  précédentes,  on  aura 

(il)  ab U  -f-  _\  4-  ac  f -j  4-  ^j  -f-  ^cf -^  4-  -j  -+-  a«-f-  ^'  -h  c*  —  «?*  =  o, 

et  il  résulte  de  là  cette  première  conséquence  : 

Tant  que  deux  côtés  du  quadrilatère  ne  seront  pas  égaux  aux 
deux  autres,  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  d'un  degré  in- 
férieur au  troisième  entre  trois  des  quantités  t^  tf,  t!\  t"\  et^  si  ton 
a  trouvé  une  telle  relation^  par  exemple  entre  f ,  t^,  t"^  elle  devra 
être  identique  à  t équation  (11). 

Cette  proposition  ne  subsiste  plus  quand  la  cubique  est  décom- 
posable.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  a  =  £,  c  =  c/. 
l'équation  (11)  peut  s'écrire 

^elle  se  décompose,  le  facteur  t-^t!  étant  mis  en  évidence.  Ce 
Acteur  ne  sera  nul  que  si  le  quadrilatère  prend  ce  mouvement  par- 
ticulier dans  lequel  les  deux  côtés  égaux  a  et  &  sont  parallèles  et  de 
lens  contraires.  Si  donc  ces  côtés  sont  opposés,  le  quadrilatère  sera 
On  parallélogramme.  S'ils  sont  adjacents  ils  coïncideront,  ainsi  que 
les  côtés  c  et  d^  et  l'on  n'aura  plus  un  véritable  quadrilatère.  En 
laissant  de  côté  le  facteur  ^  +  t',  on  obtient  l'équation 

'n;  «(^ -+-  ^)  t^-^ctt'  4- c/'*  =  o, 

équivalente  à  la  suivante 

qui  correspond  au  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  affecte  la 

forme,  soit  d'un  contre-parallélogramme  si  a  et  &  sont  deux  côtés 

opposés,  soit  d'un  quadrilatère  bi-isoscèle  si  a  et  &  sont  adjacents. 

lU  a  alors  une  infinité  de  relations   du  troisième  degré  entre 

^^  f.  Pour  les  obtenir,  il  suffira  évidemment  de  multiplier  le 

premier  membre  de  l'équation  (4.a  )  par  un  polynôme  quelconque  du 
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premier  degré.  Il  est  aisé  de  reeonnaitre  que,  parmi  toutes  ces 
lations  du  troisième  degré,  il  y  en  a  une  seule  de  la  forme 

c'est  la  relation  (x a).  Il  y  en  a  aussi  une  seule  de  la  forme 

*(p-7)*»(?-r)-(,'-7)-'=- 

c'est  celle  qu'on  obtient  en   multipliant  par  t  —  t'  le  premit 
membre  de  l'équation  (12)  et  qui  est 

Il  suffit  évidemment  d'énoncer  ces  propositions,  dont  la  vérificatioi 
est  immédiate. 

On  peut  ajouter  les  remarques  suivantes  :  si,  entre  des  imaginaire 
exponentielles  variables  de  module  1  ou,  si  l'on  veut,  des  exponen 
tielles  e**  d'angles,  que  nous  désignons  par  f ,  u,  u',  vP^  on  a  une  re 
lation  linéaire  de  la  forme 

cette  relation  doit  se  réduire  à  Tune  des  formes 

u=:le,    u=zrt\     

En  effet,  en  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées,  01 
déduit  de  la  relation  précédente 

I  _  ;     r     r 

U  t  t  t" 

et,  en  multipliant  membre  a  membre, 

i=/x-f-/'v-f-...4-/v  I  +  r>--h..., 

1'         t        ' 

équation  qui  ne  peut  être  identique,  {,  t',  frétant  quelconques,  €\ 

si  Ton  a 

/X'  =0,     /'>  =  p,      • . ., 

ce  qui  exige  que  toutes  les  quantités  /  moins  une  soient  nulles. 
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Plus  généralement  y  si  f ,  ^,  t"^  t!"  désignent  les  exponentielles 
des  angles  d'un  quadrilatère  articulé,  c'est-à-dire  sont  liées  par 
les  relations  (  5) ,  toute  relation  de  la  forme 

où  u  est  une  imaginaire  de  module  i ,  se  ramène  à  l'une  desjormes 

I  uznzit,   u  =  vt'y   u  =  i"t\   u  =  ri^, 

I 

Commençons  par  démontrer  cette  proposition  pour  le  quadri- 
latère à  cubique    indécomposable.    11    suffira    de    considérer   la 

relation 

paisqa'on  peut  toujours  éliminer  t!"  au   moyen  de  la  première 
équation  (5). 
Ea  prenant  l'équation  conjuguée  de  Téquation  (i4))  on  aura 

-"=--»- T7  -+--7?» 

et. en  multipliant  membre  à  membre  pour  éliminer  u,  on  obtient  la 

relalion 


.1  t"         t        t" 

i  t^  t*  f 


Si  cette  relation^  est  identique,  il  faut  que  deux  des  quantités  /,  /',  /" 
^ient  nulles,  et  Ton  a  une  des  trois  formes 

^^elle  n'a  pas  lieu  identiquement,  elle  doit  être  identique  A  l'équa- 
^^"^  (n),  ce  qui  donne  les  relations 

i  ai       ub        ac        av         bc         bc 

^1  par  conséquent, 

a       c        b 
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et 

La  proposition  est  donc  démontrée  pour  le  quadrilatère  général 
Si  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  elle  est  encore  vrs 
car  alors  on  a,  par  exemple, 

et  par  suite 

«  =  (/  — r)f4-/V; 

t  et  t'  étant  indépendantes,  il  faut  que  cette  relation  se  ramèiK 

Tune  des  formes 

«=/r,    11  = /Y. 

Enfin,  si  le  quadrilatère  est  tel  que  Ton  ait  a  =  &,  c  =  r/,  et  qu 
t,  r^,  £^  vérifient  Téquation  de  la  conique  (12),  il  faudra  queTéqua 
tion  (i5)  soit  identique  à  celle  de  la  conique  (la)  multipliée  pa 
un  facteur  quelconque  du  premier  degré  en  t,  f',  t"  : 

On  verra  facilement  que  p  est  nul,  et  il  restera  les  équations 

IV  =  an,      lY  z=z  en,     l'I"  z=  cm, 

l'\  =  am,     r'kz=:cm,     r\' z=  en, 
qui  donnent 

a       c       a         ' 
et  par  suite 

u  =  h[ai  -+-  or'  -f-  rr")  =  —  hetf. 

Donc  la  proposition  est  établie  dans  tous  les  cas. 

Je  terminerai  ces  remarques  par  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  quadrilatère  articulé  dont  les  côtés  ont  pout 
exponentielles  t,  tf,  t" ^  i" ^  si  l'on  a  trouvé  par  un  moyen  quelcoJUj^ 
une  relation  linéaire  non  identique  de  lajorme 

at-h  bt'  -h  et"  :=  Oj 

le  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

En  effet,  c'est  seulement  dans  le  cas  du  parallélogramme  qo*^ 
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existe,  en  dehors  de  la  première  des  équatious  (5),  une  relation 
linéaire  entre  les  variables  t^t\t",  il" , 


II. 

-\(>us  commcucerons  l'étude  du  problème  proposé  en  trnitant 
complétera  eut  le  cas  oùTun  des  six  quadrilatères  conjugués  est  un 
parallélogramme.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

a  •=.  c,     b  =z  d. 

On  aura  alors  à  satisfaire  aux  équations 

/î(i  — û')f  -hbb'i'=ai{i  —  a\)u  ^b,b\u\ 
b[i  —  b']t'—  ac't=b^[\  ^b\]u' -^c^c'y^ 
^a[\^c']t'-bdff=zc,{i  —  c\)u''-^d,Jy, 

Je  vaisd  abord  démontrer  que  le  quadrilatère  U  est  toujours,  comme 
le  quadrilatère  T,  un  parallélogramme. 

F.n  eflet,  si  des  deux  premières  équations  on  peut  tirer  t,  t'^  ces 
<IQaniités  seront  de  la  forme 

f  ou  /'  =  /ii-h  /'  u*  H-  l'u"^ 

%  par  conséquent,  leurs   expressions  devront  contenir  un  seul 
•erme. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  t  =  lu^  ^  =  lu"\  Ces  va- 
leurs devant  satisfaire  à  la  première  équation,  on  aura,  en  les  sub- 
itiluant,  une  relation  entre  £/,  i/,  u!"  qui  ne  sera  pas  identique, 
pais(jue  le  coefficient  de  u!"  ne  sera  pas  nul.  Donc,  d'après  un  des 
lemmes  établis  précédemment,  le  quadrilatère  sera  un  parallélo- 
gramme. Le  raisonnement  peut  se  faire  de  même  pour  tous  les 
systèmes  possibles  de  valeurs  de  t  et  de  t'.  Donc,  dans  ce  cas,  la  pro- 
posiiion  est  établie. 
Si  des  deux  premières  équations  on  ne  peut  pas  tirer  t  et  ^,  leur 

^lerminant  étant   nul,   on  pourra  les  éliminer  et  il   restera  une 
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relation   entre  m,  i/,   u".   Donc  encore  le  quadrilatère  U  < 
parallélogramme. 
Faisant 

û,  =  f,,     b^zzzdxy     u"  =.  —  tf,     u"*  :=z  —  m'y 
nous  aurons  à  satisfaire  aux  équations 

/,  f^,  u,  i/  étant  d'ailleurs  des  exponentielles  absolument  ind 
dan  tes. 

Les  équations  précédentes  peuvent  être  satisfaites  de 
manières  diflérentes.  Supposons  d'abord  que  de  deux  quelco 
d'entre  elles,  on  ne  puisse  pas  tirer  f,  ^.  Alors  elles  devr 
réduire  à  une  seule,  et,  en  exprimant  que  les  coefficients  des  var 
sont  proportionnels,  on  obtiendra  sans  peine  les  relations 

a\  =  a\     b\  =  b\     c\  =  c\     (t^  =  </', 

[a]  {  i^n'  ^  1  — c' 

I  —  a'  —  c'  I  —  a'  —  cr 

qui  donnent  une  première  solution;  u,  uf  seront  définis  en  foi 
de  t^  ^par  la  première  des  relations  (i6)  jointe  à  sa  conjugm 
posant 


f^  = 


f 7» 

I  —  a  —  c         '  I  —  a  —  7 

ces  relations  prennent  la  forme 

On   voit  qu'à  un  système  de  valeurs  ^,    tf  correspondent 
systèmes  de  valeurs  pour  u,  u'. 

L'un  des  parallélogrammes  et  ses  quatre  triangles  sont  de 
dans  la  fîg,  2. 


ai  -+-  mbt' 

— 

/7,tf 

H- 

byniu\ 

a 
1 

-1 

— 

-+- 

b^ii 

J 

I 
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\        La  conslruclion  géométrique  ii'oUrc  aucune  diflicullé.  En  eH'el,  on 

a  ici 

hP  =  b{i  —  b']i\     2C=zac't, 

H  par  conséquent 

NB_  BP 

AN  ■"  PC* 

Cette  équation  exprime  que  les  triangles  BPC,  ÏVSA  sont  directe- 
ment semblables.  On  voit  donc  que  Ton  peut  construire  très-aisé- 

Fiç.  2. 


•nent  la  figure  en  commençant  par  le  quadrilatère  ABCD.  Les 
divers  triangles  CPB,  AJVB,  AMD,  DQC  sont  directement  sem- 
blables, les  sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre 
dans  notre  manière  de  les  désigner.  Cette  première  solution  est 
celle  du  cas  V  de  M.  Kempe(page  i46  des  Proceedings) . 

Revenons  aux  équations  (16)  et  supposons  maintenant  que,  de 
deux  d'entre  elles,  on  puisse  tirer  les  valeurs  de  /,  t!  \  ces  valeurs 
seront  nécessairement  de  la  forme  suivante, 

A«  +  Bi/, 

et  elles  devront,  comme  nous  l'avons  vu  (Lemme  I),  ne  contenir 
quun  terme.  11  faudra  donc  que  Ton  ait 

u  —  ht,       u'=h't', 
ou 

L^  première  hypothèse  conduirait  à  la  solution  identique 
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Examinons  la  seconde.  j\ous  aurons,  en  exprimant  que  les  q 
équations  (i6)  sont  vériCées, 

a[i—c')  =  b^<fji\  b[i  —  d')  =  —  a^a\h, 

bit  =^,[i  —  Cj)//,  €!«'=  —  6i(i  — r/j)//. 


d'où  Ton  déduit 


i-rf 


(^) 


6V 


b,= 


l-b' 

a 


^\  = 


//.  = 


I  —  c' 

; 7» 

1  —  ft    V 


_(,_«'_c').     «,=  -(i'  +  rf'_,) 


Ainsi ,  dans  cette  deuxième  solution,  on  pourra  prendre  a',  h\ 

$ 

Fijf-  3. 


arbitrairement,  c'est-à-dire  construire  des  triangles  de  forme  q 
conque  sur  les  côtés  du  parallélogramme  MNPQ  ^  h  et  /l' seront  î 
définis  par  la  condition  que  les  valeurs  de  &|,  Ut  soient  réell 
positives.  Si  Ton  a,  par  exemple, 

h\  qui  est  de  module  égala  i,  sera  e'*,  et  l'on  aura  i|  = 
Remarquons  que  les  six  quadrilatères  sont  ici  des  parallélogram; 
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Les  équations  précédentes  donnent,  par  exemple,  AN|  -4-  BN  =  o, 
ce  qui  exprime    que   le  quadrilatère  AjN[|BN  est  un  parallélo- 

gnmme. 

Le  svslème  entier  est  dessiné  dans  ^^Jig-  3.  Cette  solution  coïncide 

arec  le  cas  Vide  M.  Kempe. 
Dans  la  suite,  nous  pourrons  donc  nous  dispenser  d'étudier  tous 

les  cas  où  un  seul  des  quadrilatères  conjugués  serait  un  parallélo- 

gramme. 

Ul. 

Aous  avons  maintenant  à  examiner  le  cas  général,  et  nous  allons 
chercher  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  que  les  équations 

^?  [^*)î  (8)^  (9)  soient  satisfaites  par  une  iuGnité  de  systèmes 
des  valeurs  des  t  et  des  u. 

Remarquons  d'abord  que  ces  équations  peuvent  être  considérées, 
toutes  les  ibis  que  le  mouvement  de  la  figure  est  possible,  romnie 
établissant  une  correspondance  entre  le  point  (^,  t\  t'\  t'")  de  la 
cubique  T  liée  au  quadrilatère  T  et  le  point  (  w,  lé.  u'\  u!^')  de  la 
cubique  L!  liée  au  quadrilatère  U.  Je  vais  d'abord  examiner  tous  les 
eas  où  cette  correspondance  est  uniforme,  c'est-à-dire  où  à  un 
point  de  chacune  des  courbes  correspond  un  seul  point  de  l'autre. 
Je  montrerai  ensuite  que  tous  les  autres  cas  peuvent  être  ramenés 
à  celui-là. 

Considérons  la  cubique  T  représentée  par  les  équations  (5)  et 
<^Qpons-la  par  les  couiques  variables  C  définies  par  les  équations 

tt!  —  W(^,     at  4-  bt'  -h  et!'  -4-  di"=:  o  ; 

^s  coniques  rencontrent  la  cubique  en  quatre  points  fixes 

[t=iO,      tr=zo),       [t=Oy      f=:o), 

(/'^o,   /"  =  o),   (f  =  o,   e'=o), 

'^  eu  deux  points  variables. 

De  même,  si  l'on  coupe  la  cubique  U  par  les  coniques  D  repré- 
^niéespar  les  équations 

un'  ==.  au^u'^y     ûiU  -h  biU  -{-  c'i «" -+-  fiy uT  =  o, 
ici  coniques  D  couperont  la  cubique  U  seulement  en  deux  points 
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variables.  D*après  cela,  si  à  la  conique  C  coupant  la  cubique  Te 
un  point  m  on  fait  correspondre  la  conique  D  coupant  U  a 
point  n  correspondant  à  m,  on  voit  qu^à  chaque  conique  C  corres 
pondront  au  plus  deux  coniques  D,  et  réciproquement.  On  aura  don 
entre  X  et  /:x  une  relation  de  la  forme 

[17)      { AX*  -h  BX  -^  C)  fi'  -+-  (B'X»  -+-  D>  -h  E)  ft-f-  C'>«  4-  Y/\  -h  F=c 

Cela  posé,  je  remarque  que,  en  vertu  des  relations  (9),  au  poir 
(  ^  =  o,  t'=  o)  de  la  cubique  T  correspond  le  point  de  U  pour  lequi 
on  a 

si  l'on  prend  m  =  o  ou  m'=  o,  la  première  des  équations  (  8)  donn 
i/=  o  ou  M  ==  o.  On  ne  peut  donc  avoir  que  les  deux  points 

tt=:0,      tt'zrzo,       OU      u"  =z  O^      uT=0. 

On  verra  de  même  que  les  deux  points  précédents  sont  les  seu 
qui  puissent  correspondre  au  point  (/'^=  o,  t"'=  o)  de  lacubiquel 
Comme  les  quatre  points  considérés  (t  =  o,  f'=  o),  (m  =  o,  u'=o),  . 
ne  sont  jamais  des  points  doubles  des  cubiques  sur  lesquelles  l 
sont  situés,  à  chacun  d'eux  correspond  un  seul  point.  On  ne  pet 
donc  avoir  que  les  deux  modes  de  coire«pondance 

(  (r  =0,   r'=o),  [u   =0,  u'  =0), 

l'^J                   !  {i"=o,  r  =  o),  (a"  =  o,  u-  =  o), 
ou 

,                         (  (^=0,  i'=o).  (a-  =  o,  «-  =  0), 

I  (r-  =  o,  r  =  o),  (11  =  0,  u'  =0). 

Dans  le  premier  cas,  on  voit  que  toutes  les  fois  que  X  deviendr 
nul,  ce  qui  aura  lieu  seulement  pour  (^  =  o,  f'=r  o),  il  en  sera  d 
même  dejtx,  et  réciproquement.  De  même,  X  et  /x  deviendront  in6n: 
en  même  temps. 

La  relation  (17)  doit  donc  donner  :  i^  deux  valeurs  nulles  d 
[JL  pour  X  =  o,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

E=:o,      F=:0; 

^^  deux  valeurs  nulles  de  X  pour  /:x  =  o,  ce  qui  donne 

E'=:Oî 
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3*  deux  valeurs  infinies  de  /x  pour  la  valeur  00  de  X.  ce  qui  donne 

A=o,     B'  =  o; 

f  deux  valeurs  infinies  de  X  pour  la  valeur  x  de  /x,  ce  qui  donne 

enfin 

B  =  o. 

Elle  prend  donc  la  forme 

Cf»«-4-D>;A-hC'À»r=o 
ou  plus  simplement 

Le  même  raisonnement,  appliqué  au  cas  où  la  correspondance  est 
établie  par  les  formules  (19),  nous  donnera 

/i 
On  aura  donc  la  formule  unique 
e  désignant  ±  i ,  ou 

On  établirait   aisément  que  A,   doit   être   égal   à-f-i*,   mais  cela 
résultera  aussi  de  la  suite  du  raisonnement. 
Par  une  méthode  identique  à  la  précédente  on  établira  de  même 

les  équations 


;2i 


Nous  allons  d'abord  montrer  que  ces  équations,  établies  en  sup- 
l^ant  les  cubiques  T  et  U  indécomposables,  subsistent  dans  tous 

les  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  a  =  i,  c  =  rf.  La  cubique  T 

se  décomposera  en  une  droite  et  en  la  conique  f,  dont  les  équations 

sont 

it'  =  ff^     at  4-  atl-^r  cr"-h  c/^=  o. 
-^ous  pouvons  rejeter  la  droite,  puisqu'à  ses  diilërents  points  cor- 
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respond  le  mouvemcut  dans  lequel  le  quadrilatère  demeure  ua 
parallélogramme,  et  ce  cas  a  été  déjà  examiné  ;  t^  tf^  tP^  t'"  vérifieront 
donc  les  équations  précédentes.  Je  dis  que  la  cubique  U  se  décom- 
pose aussi.  En  eiTet,  si  elle  ne  se  décomposait  pas,  u,  i/,  i^^  if 
pourraient  prendre  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  aux  poinU 
de  cette  cubique,  et,  en  particulier,  au  point  (  a  =  o,  u'=  o)  devrait 
correspondre  un  point  de  la  conique  précédente  T'.  Or  cela  n'a  pas 
lieu,  car  nous  avons  vu  qu'au  point  (u  =  o,  i^  =.0)  ne  peut  cor- 
respondre que  Tun  des  deux  points  (^  =  o,t'=  o),  (t''=  o,t"'=o), 
et  aucun  de  ces  points  ne  se  trouve  sur  la  conique  ï'.  Ce  raisonne- 
ment, qui  s'applique  du  reste  au  cas  ou  la  correspondance  ces- 
serait d'être  unifùrme,  montre  donc  que  la  cubique  U  se  décompose 
aussi  en  une  droite  et  en  une  conique.  La  droite  peut  être  rejetée, 
puisque  le  quadrilatère  U  ne  peut  être  un  parallélogramme.  Il  reste 
donc  à  prendre  la  conique,  qui  doit  être  représentée  par  une  des 
trois  équations 


uu*  •=.  u^u"^     uu 


"  -=L  uiC^^     uu'^=i  u'u" , 


Les  deux  dernières  doivent  être  rejetées,  car  les  coniques  corres- 
pondantes passeraient  par  le  point  (u  =  o,  a'  =  o),  ce  que  nous  ve  - 
nous  de  démontrer  être  impossible.  11  reste  donc  la  conique 


//w'=  u"u'" , 


On  voit  que  Ton  aura  encore  Téquation  (20) 


et  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la- 
méthode  générale,  que  les  équations  (21)  subsistent  encore  ici. 

En  résumé,  les  équations  (20),  (21)  ont  lieu  dans  tous  les  cas 
de  correspondance  uni/orme. 

Résolvons-les,  en  faisant  successivement  toutes  les  hypothèses 
sur  Cl ,  62,  £3.  Nous  aurons  les  solutions  suivantes  : 


(') 


t"—ù"Ou"'', 


(") 


e'  =  Wu'\ 


"'tM*^ 


^fu 


y 
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III.     /  '  iIV) 


i'  =  ep'u\ 


où  9  est  une  variable  auxiliaire,  jO,  /s',  p" ^  p^des  constantes  incon- 
Does;  e  désigne  toujours  ih  i .  Le  système  IV  se  déduit  du  système  U 
par  une  permutation  circulaire.  Il  reste  donc  seulement  trois  sys- 
tèmes de  solutions  a  examiner,  chacun  se  décomposant  en  deux . 
rindique  d*abord  des  propriétés  communes  de  toutes  les  solutions. 
Considérons,  par  exemple,  le  premier  système  de  solutions.  De 
Técputioii 

at  -+-  ht'  4-  et"  -\-df  =zo 
(»n  déduit 

apu'^-^-  bp' u'^ -h  cf  u""^ 4-  tlù^u"^  =  o. 

Or,  eutre  les  quantités  a'  il  ne  peut  exister  d'autre  relation  li- 
néaire (|UC 

*«)n  a  donc 

Où        ht/       cù"        tlù" 

t  i  I  t 

tn  employant  de  même  Téquatiou 


on  aura 


abc        d 
t       t'      t"      r^ 


"■P  —  T  ?  —  "  ?   —  TP  » 


t'i«  par  cx)nséquent,  on  doit  avoir 

9  —  9        ?        ^  '       a         b         c         d  * 

mêlant  un  nombre  positif. 

La  présence  de  Tarbitraire  B  dans  les  formules  permet  de  rem- 
placer toutes  les  quantités  p  par  i,  et  Ton  a  les  formules  définitives 

'  ii  =  0£',     u'=Oi\     iiT^fif^     a*'=:0/''s 
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0  étant  évidemment  de  module  égal  à  i ,  comme  quotient  de  det 
quantités  de  module  i .  On  a,  de  plus, 

(I)  «1  =  ^'^1     ^1  =  ^^»     ^1  =  Ifc^     df  =  Ad» 

En  d'autres  termes,  les  deux  quadrilatères  correspondants  soi 
directement  ou  inversement  semblables^  suivant  que  e  =  + 1  c 
e  =  — I. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  deux  autres  système 
pour  lesquels  on  aura 

I   u  =  Bt^\      u'  =  $t^\      u^zriBlf^      u'zzzBt, 

(II) 

f  fli  r=:  kd^        bx  =  Xt,  Ci  =  kb^       d^  =  /a, 

,      ^  (  u=zBt"\     u'  =  et^'      11*^=©/*,      i£*'=©r'', 

(m)  1 

l  ai=:  kc^       b^  =  kd^        c^  =  Aa,        </<  =  kb. 
Nous  allons  examiner  successivement  les  diverses  solutions. 


IV. 


Je  commence  par  le  système  I  et  je  suppose  d'abord  e  =  i .  Ou 
alors 

i/=zôf,      ii'=zôr',     a^=ôr,      u'=^tr^ 

flj  =  Aîrt,      ^j  =  kb^       Cj  =  Xc,       c/i  =  kd. 
Les  équations  à  vérifier  sont 

b[\^v)t ^cc'iT z=^k^\b[\  -  b\)e ^ ce^tr\ 

Si  entre  les  deux  premières  on  élimine  /r0,  on  est  conduit  à  la  rel 
tion 

(«*r/'[(i-«')(,-i',)_(,-<)(,-5')] 

(23)  +ac«'[{,-«')c;-(l-«'.)c'] 

1       +  6«  (  i'  _  A',  )  f»  H-  bcif  [b'c\  —  t^b',  ]  =  o. 

Si  la  cubique  T  est  indécomposable,  cette  relation,  étant  du  secoi 


9. 
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degré,  devra  être  une  identité.  On  aura  donc 

et  par  suite 

La  première  des  équations  (  sa  )  donne  alors 

Xô  =  I     ou     A-  =  I ,     ô  =  I . 

Cestune  solution  identique;  les  deux  quadrilatères  coïncident. 

La  même  conclusion  subsisterait  si  la  cubique  T  se  décomposait 
et  était  remplacée  par  la  conique 

car  alors  la  relation  entre  t^  ^,  tP  serait 

et,  comme  cette  équation  ne  contient  pas  de  terme  en  ^^,  la  rela- 
tion (23)  doit  encore  avoir  lieu  identiquement. 
La  conclusion  est  la  même  si  Ton  a  la  conique 

<^ cas  se  ramenant  au  précédent  par  une  permutation  circulaire. 
U  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  Ton  a 

tf  =  eir,     az=zc,     b  =  d, 

^  wi-inlire  où  le  quadrilatère  T  et  par  conséquent  le  quadrilatère  U 
^nt  des  contre-parallélogrammes. 
La  relation  entre  f ,  r',  l"^  f  est  alors 

attf  -+-  bl!^  -+-  aft'  -+-  btf  =  o, 
H,  en  écrivant  qu'elle  est  identique  à  la  relation  (stS),  on  aura 

=  a'  (  I  —  o.')c\  —  «*  (  I  —  a\  )  c' 
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d'où  résultent  d'abord  les  deux  rôlations,  ne  contenant  ni  a  ^ 


a!  a\  b'  b\ 


I  —  b'        1  —  b\         I  —  c*        1  —  c\ 

m 

auxquelles  on  peut  joindre,  par  une  permutation  circulaire, 


c\  if  fC^ 


I  —  a       I  —  rfj        1  —  a         I  —  «j 

Si  Ton  désigne  par  m,  n^  p^  r  les  valeurs  communes  des  rappo 
égaux,  on  aura 

a'  -h  mb*  =  m,     a\  4-  mb\  =  m, 
6'  4-  /îc'  rz:  /î,       b\  4-  /ic,  =  /î, 

{f  -k-  ra'  z=  r,        </,  -H-  /*«  j  =  r; 


*  c  -hpa  =zp^      c 


si  l'on  considérait  m,  n,  ^,  /*  comme  donnés,  ces  équations  dcle 
mineraient  al^  h\  c/,  d\  et,  par  suite,  on  aura 

a'  =  a , ,      b'  ■=.  b\^     c^=:  c\^     d -^zd^y 

tant  que  leur  déterminant  ne  sera  pas  nul.  La  solution  précédei 
devant  être  écartée,  il  faut  que  les  quatre  équations  (25)  se  rédi 
sent  à  trois,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

mnpr  =  i ,      i  —  m  4-  mn  —  mnp  =  o. 
On  aura 

, ,        m  —  a!  .       nm  —  m  -\^  a'         ^  .      , 

b  -=. ?      c' = 9      a  z=.r — ra  ^ 

m  mn 

et  de  même  pour  i',,  c,,  cf^,  et  ces  valeurs,  portées  dans  ce 
4es  équations  (24)  qui  n'a  pas  été  employée,  donneront 

6'  =:  à^mp^ 
et  par  suite 

a*  =  b^nr. 

En  résumé,  les  équations  (25),  jointes  au  groupe 
l  a*=zb*nr,      i  —  m  4- /»/t  —  /w/i/?  =  o, 
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suffisent  n  exprimer  que  les  quatre  équations  (2a)  qu'il  s'agit  de 
vérifier  se  réduisent  à  une  seule,  la  première,  par  exemple,  qui 
donnera  kO,  Il  reste  à  écrire  que  le  module  de  la  valeur  de  kO 
fournie  par  cette  équation  est  constant  et  égal  à  k.  Â  cet  eflet, 
nous  associerons  à  la  première  équation  (22)  sa  conjuguée 


«(.-«')  ^  &p'^^Ja(l-«',)  ^  bp,^^ 


et  nous  multiplierons  membre  à  membre.  Nous  aurons  ainsi 

~ai[^-i-«;)i5',~(,-«')|3']^4-«H^Ml-«i)^'.--('--«')^'l7- 
Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  nous  aurons 

,,    y('-«')_^'('-^') 

«'!l-a')(,  -  «')  +  fc« ft' ?'=*»[««(!  -«',)  (i  -  «',)  -4-  *«*',  p-J. 

En  remplaçant  h^  par  sa  valeur,  on  ramène  cette  dernière  équa- 
tion à  la  forme 

[<,-«')(,  _„',)_*. A' j?,][6'(,_a',)_//,(,_«')]=o. 

.Le  second  facteur,  égalé  à  zéro,  conduit  encore  à  la  solution 

identique 

a':^<ij,      b*-=.b^j     c':=:ic^^     cfzzia^^ 

i  moins  que  Ton  n'ait 

Mais  alors  le  premier  est  nul,  on  le  reconnaîtra  aisément.  Il  suf- 
fit donc  de  poser 

)U,  en  remplaçant  —  parm^, 


I  —  a ,         I  —  c' 
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En  réunissant  tous  les  éléments  de  la  solution,  on  a 


(«^i 


6*  rrr  a'  m/?, 

h*  -I-  ne   z=  rty 
c'  -4-  pd!  =^Pn 


1  —  w  -H  mn  —  mnp 
a\  -H  mb\  r—  m. 


ra 


1 


m,   =:r. 


mipm  —  I ]  H-  w a' ( I  —  t:) 

*  /?m  —  m  -f-  a'  (  /w  —  tt  ) 

, , ^/'  /îw  —  p  -4-  «' ( |x  —  p]  TiL  —  m 


a'  (  m  —  7ç 


m  —  1 


fji,  7r  désignant  les  quantités  conjuguées  de  m,  p. 

Fîg.  4. 


En  résumé,  quand  a  et  i  sont  donnés,  m  elal  ou,  si  Ton 
a\  V  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Toutes  les  autres  qua 
sont  déterminées. 

Les  six  quadrilatères  du  système  sont  tous  des  contre-para 
grammes  \  \^jig*  4  représente  le  système  articulé  dans  le  cas 
triangles  construits  sur  les  côtés  se  réduisent  à  des  droites.  ( 
est  nouveau. 
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Examinons  maintenant  la  deuxième  solution  du  premier  système  : 


K 


On  devra  avoir  les  équations 

FJiminoDs  A0  entre  les  deux  premières  équations.  Nous  aurons 

Supposons  d'abord  la  cubique  T  indécomposable. 

L  équation  précédente  devra  être  identique  à  la  relation  (11). 
^  relations  d'identification,  jointes  à  celles  qu'on  en  déduit  par 
'^permutations  circulaires,  nous  donnent 

l    c  z=a  ,  c^=  a,, 

b'  =  d'  =  I  — «'.  b\  =  €t^  =  i^a\, 

a'  -4-  «',  —  2«'«'i  =  Oy 

fli-f.c«—  ^«  —  ^  =  0,      X*=(2a'  — i)(2«'— i). 

Le  quadrilatère  T  a  donc  ses  diagonales  rectangulaires.  Les 
Sangles  MDQ,  PCQ,  PBN,  MAN  sont  directement  semblables,  et 
'c  quadrilatère  ÂBCD  est  un  parallélogranmie  dont  les  côtés  ont 
pour  expressions 

\h=z(i  —  a')[at  -hbt'),       BC  =  «'(^/'4-c/"), 
CD  =  (  I  —  /i'  )  (ci"  4-  dt^),     DA  =  n'  (r/r-f-  at). 


d\ 
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On  voit  que  ÂB,  BC  sont  proportionnels  aux  diagonales  c 
drilatëre  T  et  font  avec  elles  un  angle  constant.  L^angle  du  j 
logramme  est  donc  constant.  Les  autres  quadrilatères  coi 
sont  tous  bi-isoscèles.  Le  cas  où  les  huit  triangles  se  réduiseï 
droites  est  représenté  dans  \difig,  5. 

Cette  figure  montre  clairement  qu'à  chaque  position  de  1 
quadrilatères  autres  que  T  et  U  correspondent  deux  posit 
l'autre.  Par  exemple,  au  quadrilatère  MDM|  A  correspond 

Fîg.  5. 


deux  positions  de  PCP|D,  symétriques  par  rapport   à 
gonale  QN. 

Cette  solution  correspond  au  cas  IV  de  M.  Kempe. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  cubique  T  ir 
posable.  Admettons  maintenant  qu'elle  se  décompose  et  so 
placée  par  une  conique. 

Si  l'on  a  a  =  &,  c=  ^2  et  par  conséquent 

la  première  et  la  troisième  des  équations  (^7),  divisées  l'i 
l'autre,  nous  donnent 


t     f 
c'est-à-dire  une  relation  entre  -71  -=•  Or,  la  seule  relation 


/ 


MÉLANGES.  177 

entre  ces  variables  est 

Cette  équation  ne  peut  pas  être  satisfaite  par  une  expression 
de -telle  qu*on  la  déduirait  de  la  formule  précédente.  On  doit 

donc  avoir 

a[\  —  a') a[\  —  a\] c[\  —  r' )  ( i  —  c\)r 

W^     '  ~      W       ~  ~dd!',      "      dd      ' 
<*t  alors  la  première  des  équations  (  27)  nous  donne 

bb\         ' 
on  a  donc 

*'"•  i  après  les  formules  (  7  ), 

AN  -+-  BN,  =1  o. 

^  quadrilatère  âNBjNi  est  donc  un  parallélogramme,  et  nous 
'outrons  dans  un  cas  examiné. 

I^  mêmes  conclusions  s'appliqueraient  au  cas  o\ia=  d^  b  =:  c^ 
^iiJ  se  déduit  du  précédent  par  une  permutation  circulaire. 

Examinons  enlin  l'hypothèse  a:=c^  h  =:  d^  pour  laquelle  on  a 

ou 

F^n  divisant  la  première  des  équations  (27)  par  la  seconde  et 
'^plaçant  t  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  on  obtient 

*«luaiion 

\hh'[al!^ht")^a[\—a!)[al!'^bt]\t' 

\^at!^be'){b[\-^yy^cc'e\ 

_  f{hy^  [at"  ^  be)^  a[\  —  dy  [at'  ^  bf  )] 
W/.Jn  Sciencef  mathém.,  i"  Série,  t.  UI.  (Avril  1879.)  l3 
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Cette  équation  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  le  rapport 
obtient  facilement  les  conditions 

c  =  a',  *^i  =  ^'i  =  ^'  * 

La  première  des  équations  (  27  )  donne  alors 

Â0=^  ^ — ;; -^—  =  —  rr " , 

at'-h  bt 

d*où  résidte 
et  par  suite 

Je  n'insiste  pas  sur  cette  solution,  qui  sera  retrouvée  plus  le 
une  forme  plus  générale. 


Examinons  maintenant  les  solutions  du  système  II  et  d'al 

<7,  =:  kd^      />!  =  Xr,        c,  =  kby        d^  =  /:«  ; 

on  devra  avoir  les  équations 

b[i-b']e-^cc't'' =  kB[c[i^b\]e-^bc\f], 

f^î^'  »   c[x  —  c')t!'-^dd'l!'=kO[b[i^c^)t'-^ad^^t\ 

d{i  —  d')t'^-haa't  z=  kB[a{i^d\)t  -i- da\t^]. 

Divisons  la  seconde  de  ces  équations  par  la  quatrième  ;  n* 
rons 

b{j^b')t'-{-cc't''  _  c[i^b\)i^-^bc\i' 
d(i^d')t'^-^aa'i^  a(l^€e^)t-^da^t^' 

C'est  une  relation  entre  -77  et  —  qui  doit  être  satisfaite  ide 
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'"^'H  toutes  les  fois  que  la  cubique  est  indécomposable.  On  a  donc 

I  —  V  c\  1  —  (f  a\ 

i  — '  ti    '  f  y"  ' 

C  1  t^ ,  /<  I   W  , 

^'  ^Icrs  la  seconde  des  équations  (29)  donne 

1-// 


A0  = 


^1 


-^'^     .Q,  en  vertu  des  formules  (  7 ), 

BP-4-CP,  =  o. 


'un  des  quadrilatères  conjugués  est  encore  un  parallélogramme 

^     ^•^  ous  pouvons  nous  dispenser  de  continuer. 

apposons  la  cubique  décomposable. 

i  Ton  a  tf  =  l't'\  la  méthode  précédente  s'applique  sans  modîfi- 

^  ^n  et  conduit  aux  mêmes  conclusions. 

il'on  a 

a  =  c,  b=d     et     «"  =  /Y", 

^      l^remière  et  la  deuxième  équation   (29),   divisées  membre   à 
ii*^riibre,  donnent,  après  la  substitution  des  valeurs  de  t"y  l'"^  l'é- 


^oite  équation  ne  devient  identique  que  si  l'on  a 
I  —  a'=z  ù',     a\  =  a',     b\=  b\     c\=z  c\ 

^ors  la  première  des  équations  (29)  donne  A0  =  —  i,  et  par 
suite  J[  =  1 ,  6  =  —  I .  Les  quadrilatères  correspondants  k  la  seconde 
^U  la  quatrième  de  ces  équations  sont  des  parallélogrammes.  Nous 
pouvons  encore  nous  dispenser  de  continuer. 
U  reste  à  examiner  enfin  l'hypothèse 

30)  tt'  —  ft''^     a=2b,     c  =  d. 

J«uîs(jue  dans  ce  cas  le  premier  de  nos  quadrilatères,   celui  qui 

i3. 


■ 

I 
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correspond  à  Téquation 

a(i  -^a')i^bb'i'  —a^[i  -- a\)u  —  b,b\u  =o, 

a  sa  cubique  indécomposable. 

En  effet,  les  exponentielles  des  côtés  de  ce  quadrilatè 
proportionnelles  à  t^  t\  u^  u*.  Si  donc  la  cubique  de  ce  qu 
tère  était  décomposable,  ou  aurait  une  des  trois  relations 

«'  =  /iuu\     tu*  =z  /tut' y     tu  =  /luY^ 
h  étant  une  constante,  ou,  en  remplaçant  u^  id  par  leurs  vaL 

tt'  =  h  0'  t"t^,   tt" = ht'tr,   tt'' = hétr. 

Les  deux  dernières  relations  sont  incompatibles  avec 
tion  (3o).  La  première  donne  d  constant,  et  alors  deux  de 
quadrilatères  conjugués  deviennent  encore  des  parallélogr^ 
On  voit  donc  que  l'on  peut  supposer  la  cubique  de  notre  \ 
quadrilatère  indécomposable.  Mais  alors,  en  lui  faisant  jouer 
du  quadrilatère  T,  on  retrouvera  ailleurs  les  solutions  qu 
pourrions  obtenir  ('). 

Il  nous  reste,  pour  terminer  Texamen  du  second  système, 
dier  le  cas  où  Ton  a 

0  0  0  9 

U  =-=»        U   =-77»       tt    =T»       "    =  -' 

11  faudra  alors  satisfaire  aux  équations 

.  /      ,^  H,      ,     .  r  ^  (  ï  —  ^i)    ^f^\  ~\ 


(*)  On  pourrait  craindre,  il  est  vrai,  que  la  correspondance  entre  ccqua 
ot  son  conjugue  soit  multiple;  mais  nous  démontrerons  plus  loin  (art.  VI) 
n'a  jamais  lieu  toutes  les  fois  que  la  cubique  du  quadrilatère  est  indôcompoi 
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Uifflinons  0  entre  les  deux  premières  équations  et  servons-nous 

«le  Ja  relation 


a       h        c         d 
t         t  t  t 


pooT  éliminer  t"'.  Mous  aurons 


/ir 


h-'>')[i-b;)t-i.ab(t-a')c;i+bch-(,-b;)'^+b'b'c\ 

I  — a.  — b 


+l*('-*')''  +  '^'''j[(i-«'.)(7-t-p) 


Dans  le  cas  où  la    cubique  T  est  indécomposable,   l'équation 
doit  être  identique  à  Téquation  (n).  En   écrivant  les  équations 
i'idenlificalion  et  en  y  joignant  celles  qu*on  obtient  par  la  permu- 
tation circulaire  qui  change  t  en  d'^  on  obtient  le  système  suivant  : 


iC 


c'  =Z 

I  — 

//, 

t 

". 

-«', 

§ 

-c-. 

*/  = 

I  — 

a\ 

b', 

-*', 

< 

=  rf', 

(«>- 

-fo 

1  v' 

-a' 

)  +  (c' 

b')b': 

/  — 

I, 

0  — 

bf 
b 

? 

-f-rt" 

e    ' 

=  o 


il  est  très-facile  de  définir  géométriquement  cette  nouvelle  solu- 
tion. Lesiriangles  MAN,  MDQ  sont  directement  semblables,  et  de 


Fig.  6. 


Pi        P 


même  les  triangles  NBP,  CPQ.  La  relation  entre  les  côtés  a,  i,  c,  rf, 
retranchée  de  sa  conjuguée,  prend  la  forme 
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et  elle  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangle^ 
eonstruits  sur  les  quatre  eôtés  est  nulle.  On  a 

AB  =  a{i—a')t-{-bb't\ 

BC=(i  -f/)(bi'-i-ci''), 

DA=(i  — r/)  (dT-^ai), 

On  voit  donc  que  AD  et  BC  sont  dans  un  rapport  constant  avt'C 

la  diagonale  NQ  du  quadrilatère  ftlNPQ.  EnOn  on  a,  comme  il  esl 

aisé  de  le  vérifier, 

gr.  AB  =  gr.  CD, 

Cette  solution  correspond  au  cas  III  de  M.  Kempe.  hsijig,  6  montre 
la  disposition  de  Tappareil  dans  le  cas  où  les  triangles  se  réduisent 
à  des  lignes  droites.  ABCD  est  alors  un  trapèze  isoscèle,  et  les  deux 
quadrilatères  sont  symétriques  par  rapport  à  la  médiane  de  ce 
trapèze. 

Le  cas  très-remarquable  où  «  =  rf  est  dessiné  dans  Xdijig.  7. 


Alors,  si  Ton  fixe  MiNi,  et  que  l'on  supprime  les  tiges  inutiles 
MN,  MQ,  le  point  N  décrit  une  droite  perpendicidaire  à  Mt  N,,  et 
l'on  obtient  le  premier  appareil  à  ligne  droite,  composé  de  cinq 
tiges,  de  M.  Hart.  Mais,  si  Ton  conserve  les  deux  tiges  MN,  MQ,  on 
réalise,  au  moyen  de  sept  tiges  seulement,  le  mouvement  de  la 
droite  MN  parallèlement  à  elle-même.  On  a  vu,  dans  notre  article 
antérieur,  que  la  seconde  disposition  de  M.  Hart  permet  d'obtenir 
le  même  résultat. 
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^oos  a?ODs  supposé  jusqu'ici  la  cubique  T  indécomposable. 
CoDsidérons  le  cas  où  l'on  a 

Alors,  en  désignant  par  9  la  valeur  commune  des  deux  membres 
^^ /'équation  précédente,  on  aura 

^'  casa  donc  été  déjà  examiné. 
0«  même,  si  l'on  a 

^"^  pourra  poser 

-  =  9'''     "-6^''     "=6''^'     "=ë''- 

^-^  cas  se  ramène  aussi  à  un  autre  qui  a  déjà  été  discuté,  si  Ton 

ctti&ctue  la  permutation  circulaire  qui  change  t  en  t'y  u  en  i/. 

U  ne  reste  plus  que  le  cas  où  Ton  SLtt!=z  t'W".  En  répétant  le 

bonnement  de  la  page  iSo,  nous  voyons  que  nous  pouvons  nous 

tenter  d'examiner  l'hypothèse  où  la  cubique  du  quadrilatère 

^^^«'xespondant  à  la  première  équation  (3 1)  est  décomposable.  Or 

cel  a  n'aura  lieu  que  si  Ton  a 

'^  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette  expression  de  9, 
l^^  équations  (3 1)  deviendront  linéaires  en  î,  l!^t"^i!".  Elles  de- 
vront donc  être  identiques  toutes  à  l'équation 

«/  -f-  «i'  -f-  ct!'->r  cf=i  o, 

^^  Von  est  ainsi  conduit  à  un  cas  particulier  d'une  solution  qui  sera 
<lonnée  à  l'article  suivant. 


1 


VI. 

D  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  le  troisième  système  de  so- 
lution. Nous  prendrons  d'abord 
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Les  équations  à  vérifier  prennent  ici  la  forme 

b[\-^b')t!  -+.fc'/''=Aô[r/(i— ^\)r-hiic,r], 
'^^'  ^  c(i-c')r^-h^^/*'=X-9[û(i-c'Jr   -\-bd:/]. 

Éliminons  Ar0  entre  les  deux  premières.  Nous  aurons  une  équ: 
du  second  degré 

[a[i  ^a')t  -\-  bb'  e][ac\t^[i  ^  b\){at  -\-  bi'  -^  et")] 

=:[b[i^b']t'^  ec't"]  [c(i  -  a',  )r''-  b\  (at-^bl'^ct'']] 

Cette  relation  devra  être  identique  si  la  cubique  T  est  indé 


posable.  Les  relations  qu'on  obtient  ainsi  et  celles  qu'on  en  d 
par  des  permutations  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant 


/  a\=:a\  b\  =  b\     c\  =  c\ 

I  c'  =a\  b'  =d'  =  1  -«', 

(  X   =  1 ,  0    =  —  i . 

On  a  alors 


AB  =  (i  — a')  [at -h  be'),       BC  =fl'(6r'  -hc/"), 
CD  =  (i  —  a')  (ct^-h  fit"),      DA  =  a'  (rf^-i-  ai). 

Les  triangles  MDQ,  MAN,  PBN,  PCQ   sont  directement 
blables,  et  le  quadrilatère  ABGD  est  un  parallélogranmic.  L'u 
deux  systèmes  de  quatre  triangles  est  dessiné  dans  la  Jig,  i 


/ 
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l:     p^tie  non  représentée  du  système  articulé  est  symétrique  de  la 
Premère  par  rapport  au  centre  du  parallélogramme  ABCD.  Cette 
•"''     Mution  correspond  au  cas  I  de  M.  Kempe. 

On  reconnaît  aisément  que  les  cas  où  la  cubique  est  décompo- 
sable  se  ramènent  à  d*aulres  déjà  examinés. 
Si  Ton  a 

on  pourra  poser 

et  ce  système  a  été  étudie. 
De  même,  si  Ton  a 

on  pourra  poser 

f  t  l'  t 

ce  qui  nous  ramène  à  une  hypothèse  déjà  étudiée;  de  même  enfin, 
si  l'on  a 

Étudions  maintenant  la  dernière  solution  possible,  celle  pour  la- 
quelle on  a 

,_  «        ,._8         ,._0        ,-_0 

•  U  U  II  II 

Les  équations  à  vérifier  sont  les  suivantes  : 


33 


i86  PREMIERE  PARTIE. 

Éliminons  kO  entre  les  deux  premières,  nous  aurons 

[b[b;-b')t+cc'b\i'-a[t-a-)(i-b;)t](^^  +  t^i.^ 

+  a'(i-a-)c',+abb'c',-^-bc{i-b')[j-a'y-„-c'c'{,-a',]=  = 

Si  la  cubique  est  indécomposable,  celte  équation  devra  être  id< 
tique  à  l'équation  (ii),  et  les   équations  d'identification,  joiat 
à    celles    qu'on    en    déduit    par   des    permutations,    nous  doi 
neront 

(g) 


^i 


(,_«')(,_  ^')(,  —  c')(l  — rf')z=û'6Vrf', 


f  ^^)  ^  «!(,_«') (i  _  h')  —  ô»^'(i -  ft')  -+-  c'c'b'  ^ÈJ^d'  =  o. 

I  —  c 

Quand  ces  relations  seront  satisfaites,  les  équations  (  33  )  se  rédui- 
ront à  une  seule.  Mais  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  valeur  de  tO 
fournie  par  l'une  quelconque  de  ces  équations  a  son  modide  con- 
stant. 

Multipliant  membre  à  membre  la  première  équation  et  sa  con* 
juguée,  on  trouve 

û»(,  _  fl'  )  (,  —  a')  4-  b'b'p'  —  cH^(ï  —  fl',  )  (i  —  a'J  —  A^€pb\  p\ 

Cette  relation  doit  être  identique  à  la  suivante  : 

a^^b'^ab(^j,-^Yj=:c^^d^-^cdl^Ç^Çy 


(s) 


Nous  sommes  ainsi  conduit  aux  équations 

b'  p'  r      _     d' 


I  —  a         I  —  a         I  —  7  I  —  <- 
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1'      ___      c'  ol'      _      a' 

X'=. ^^ ^VH-c'--î)(a'4-7'-l) 

(    =(.-,>to_^>)(^'-^'^'-')(r-^J'-;)- 

enant  compte  des  équations  (35),  on  reconnaît  aisément  que 
lière  équation  (34)  est  identique  à  Téquation  conjuguée  et 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

,'(«' —  a')  H- 6'(ô' —  p') -+-r»(c' -'/) -hrf>(//' —  ^')  =  O, 

prime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles  con- 
sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  est  nulle. 
e  dernière  solution  a  été  aussi  rencontrée  par  M.  Kempe  et 
)  complètement  à  divers  points  de  vue;  les  appareils  les  plus 
sants  auxquels  elle  co/iduit  sont  précisément  ceux  dont  nous 
Tait,  après  M.  Hart,  la  théorie  géométrique  (p.  iSa  de  ce 

e). 

i  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet,  mais  nous  dirons  quelques 

une  forme  élégante  que  Ton  peut  donner  aux  équations  qui 

entent  dans  la  solution  actuelle  et  dans  plusieurs  des  solu- 

récédentes  du  problème  posé. 

i  avons  rencontré  le  système  d'équations 


1  —  a'  I  —  a  I  —  c'         I  —  7' 

c'        _      7'  r/       _       a' 

-,  » 


ignification  géométrique  de  ces  relations  est  presque  évi- 
La  première,  par  exemple,  exprime  que  le  rapport  complexe 

NB     AN 


INP  •  MN 


[  à  son  conjugué.  Il  a  donc  un  argument  égal  à  Att.  C'est 
?  l'angle  BN  A  est  égal  à  PNM,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
angles  B>P,  ANM  sont  égaux  et  de  même  sens  de  rotation 


i88  PREMIÈRE  PARTIE. 

[fis*  ^)-  ^^  d'autres  termes,  les  deux  triangles  qui  se  réuniss 
en  uu  sommet  du  quadrilatère  y  ont  le  même  angle.  11  suit  d< 
que  les  angles  à  la  base  de  ces  triangles,  égaux  par  couples 
deux,  n*ont  que  quatre  valeurs  distinctes.  En  appelant  m,  /z,  p 
les  tangentes  de  ceux  de  ces  angles  qui  ont  leurs  sommets 
M,  N,  P,  Q,pn  est  conduit  à  la  solution  suivante  des  équations  ( 
et  à  l'expression  des  quantités  a!.  On  trouvera 

n  —  m  '  p  —  n  ^ 

c':= '- (1-+-//^  ,  d  =  {I-+-'7), 

7  —  p  m  —  «  ' 

(38)       \ 

I  —  c'=  — ^—  f  I  -f-/i7 ),       I  — r/'=:  — ^ (i -h un), 
p — q  q  —  m 

Si  les  triangles  se  réduisent  à  des  droites,  il  suffira  de  supp 
que  m,  tz,  /;,  q  tendent  vers  zéro,  leurs  rapports  demeurant  £ 
ce  qui  revient  à  garder  les  formules  précédentes,  en  y  supprin 
les  termes  imaginaires. 

Si  Ton  adopte  les  expressions  (38)  pour  Tétude  de  la  derr 
solution,  on  trouvera,  pour  les  valeurs  m,,  /Zi,  Piyfji  des  qui 
tés  m,  /i,  Pf  q  relatives  au  second  quadrilatère,  les  express 
très-simples 

(  39)  arc  tang  w,  =  arc  tang  m  —  arc  tang  —  1 


h 


où  Ton  a 

(4o) 

On  a  aussi 


(  /i    =  itip  —  nqy 

(  h'  =imp{n  -hq)  —  nq[iii  -f-  /? ). 


[p^n)(p  —  q)  (/«  —  ,/)  (  w  —  7  ) 
j  _  ^.,__  //[(/iH-«y)(l— m/>)~(//i-4-^)(l~/?r/)] 

(40      {  (p  —  ^)[p  —  q)[f*  —  f')Kf''-q) 

,         q[p-^n)[\  4-/V/î) 
".- Â^wÂ^ ' 


^* 


v-t- 
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Ces  formules  permettront  de  se  rendre  compte  très-aisément  de 
iwisles  cas  particuliers  de  la  solution  générale. 

En  résumé,  nous  avons  trouvé  toutes  les  solutions  de  M.  Kempe« 
pus  celle  de  la  fig.  4^  qui  nous  parait  nouvelle. 


VU. 


I  - 


Toutes  les  recherches  précédentes  reposent  sur  l'hypothèse  que 

^^  formules  établissent  une  correspondance  uniforme  entre  les 

Wnts  de  la  cubique  T,  liée  au  quadrilatère  T,  et  ceux  de  la  cu- 

*^^Mq  U.  Nous  allons  montrer,  en  terminant,  que  tous  les  cas  de 

'^'^espondance    multiple  se   ramènent  à  celui   que  nous  avons 

^*té  et  sont  compris  dans  les  solutions  données. 

•Supposons,  en  eflet,  qu'à  un  système  de  valeurs  des  u  puissent 
'^^^respondre,  par  les  formules  (8),  deux  systèmes  différents 

^  valeurs  des  t.  On  aura  alors,  en  vertu  de  ces  formules. 


;42  ) 


r(.- 


a')t 
b')t' 

c']t 
it)t 


bb't',. 


\  *// 


cc't' 


dttt'. 
aa't  : 


d<rr. 


La  première  équation  peut  s'écrire 

/i(i-a')(f-r,)  =  6*'(i'. -<'), 
ft    «'H  V  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées, 

I^s  ditlërences  t  —  fi,  t' — 1\  ne  sont  pas  nulles,  puisque  les  deux 
sTStèmes  de  vàletirs  sont  distincts.  On  a  donc,  en  divisant  les  équa- 
tions membre  à  membre, 

I  -  «'       b'  ,, 
1  —  a         p 
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De  cette  équation  ci  des  équations  analc^es  on  déduit 

/,=A-,  /,=//%  c=à''^^  /:=/'">» 

■ 

0  étant  une  inconnue  auxiliaire,  /i,  h\  hf^  h"'  des  constantes.  Si  Yqhl 

porte  ces  valeurs  de  li,  . . . ,  t^  dans  l'équation  ^ 

'j 

/ï/,  -4-  W,  -f-  c/',  4-  <f/7  =  o»  1 

on  obtient  J 

Cette  équation  n'est  vérifiée   (en  excluant  le  cas   du  parallélo- 
gramme)  que  si  les  quantités  h  sont  égales.  On  peut  les  supposer  ^ 
égales  à  I ,  et  l'on  a  I 

(43)  ^'~7'     «^P'    '»'^?'    ''~ï^' 

j 

et  par  conséquent 

a{i  —  a')t  -4-A^7  =ô(  ^ h  —  K 

Eliminant  6  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

(44)  < 

Cette  équation  ne  peut  jamais  être  satisfaite  tant  que  la  cubique  T 
est  indécomposable.  D'ailleurs,  nous  avons  vu  (art.  III)  que,  si  la 
cubique  T  est  indécomposable,  il  en  est  de  même  de  la  cubique  U 
du  quadrilatère  conjugué.  Donc  : 

Tant  que  la  cubique  de  l'un  des  six  quadrilatères  conjugués 
sera  indécomposable,  il  y  aura  une  correspondance  uniforme 
entre  les  positions  correspondantes  de  ces  quadrilatères  conjugués 
ou  entre  les  points  correspondants  de  leurs  cubiques. 
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B  suit  de  là  que,  en  traitant  spëcialement  de  la  correspondance 
UDiformCj  nous  avons  certainement  obtenu  tous  les  systèmes  dans 
lesquels  un  seul  des  quadrilatères  a  sa  cubique  indécomposable.  Il 
$u£ra  donc  d'examiner  si,  quand  tous  les  six  quadrilatères  ont  leurs 
cubiques  décomposables,  il  peut  y  avoir  une  correspondance  mul- 
tiple entre  deux  quadrilatères  conjugués.  Nous  allons  voir  que  cela 
est  impossible. 

En  effet,  considérons  le  quadrilatère  correspondant  à  la  pre- 
mière des  équations  (8).  Pour  que  sa  cubique  soit  décomposable, 
il  faut  que  Ton  ait  une  des  équations 

uu'=htt\     ut'=^hu'iy      ut=zhu!t'. 

D^abord  les  deux  dernières  sont  impossibles  dans  le  cas  d'une  cor- 
respondance multiple,  car  elles  déterminent  toutes  deux  une  seule 

%  aleur  de  —  quand  h  et  u'  sont  connus.  Or  il  résulte  des  for- 
mules (  43  )  que,  dans  les  cas  de  correspondance  multiple,  les  deux 
valeurs  de-j»  4  sont  distinctes  et  réciproques.  On  ne  peut  donc 
avoir  quo  la  relation 

h 
Mais  on  aura  aussi,  pour  le  second  système  de  valeurs  des  f, 

J  '         ; 

OU,  en  vertu  des  formules  (43)« 

0  =  kuu\ 

La  considération  de  la  seconde  des  équations  (  8  )  nous  donnerait 
de  même 

résultat  incompatible  avec  le  précédent  tant  que  U  n'est  pas  un 
parallélogramme,  ce  qu'on  peut  supposer.  Ainsi  : 

//  n'existe  pas  dmitres  solutions  que  celles  qui  ont  été  déduites 
de  r étude  de  la  correspondance  uni/orme. 
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11  était  d'autant  plus  nécessaire  d'établir  cette  proposition,  < 
sur  les  sept  solutions  trouvées  trois  présentent  des  cas  de  con 
pondance  multiple  : 

1°  La  solution  (a)  représentée  par  la  Jig.  2,  comme  n 
l'avons  déjà  fait  remarquer; 

d^  La  solution  (d),  représentée  par  la  fig.  S  ; 

3°  Enfin  la  solution  (c),  représentée  dans  la  Jig.  6. 

Deux  des  quadrilatères  conjugués,  CP'BP  et  DM^AM,  sont 
parallélogrammes,  et  à  une  position  de  l'un  de  ces  quadrilaU 
correspondent  deux  positions  de  Vautre,  symétriques  par  rapj 
à  la  droite  QQ'' i\N". 
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THOMAE  (J.).  —  Abriss  einer  Théorie  der  couPLEXEv^mlôrrOf^N  und  dbr 
Thetafixctionex  EiNER  Veranderlicuen.  2  Âuflage.  I  vol.  in-8°,  197  p. 

Halle,  1874. 

Le  Livre  de  M.  Tliomae  contient  sous  une  forme  condensée, 
ainsi  que  l'indique  le  titre,  les  propriétés  les  plus  essentielles  des 
fonctions  0  d'une  seule  variable,  propriétés  qui  constituent  le  fon- 
dement de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques; elles  sont  résumées 
en  soixante-dix  pages.  La  première  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée 
à  rétablissement  des  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
fouctions  d'une  variable  imaginaire,  des  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires,  à  quelques  notions  sur  les  surfaces  de 
Riemann,  nécessaires  pour  la  représentation  d'une  fonction  ra- 
lionnelle  de  x  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré  en  x,  enfin  aux  intégrales  elliptiques. 

Les  premières  pages  du  livre  de  M.  Thomae,  employées  àr  défi- 
nir nettement  les  fonctions  dont  l'auteur  va  s'occupera  discuter 
différents  genres  de  discontinuité,  à  prévenir  le  lecteur  contre 
certaines  erreurs  où  tombent  volontiers  les  commençants  et  dont 
lous  les  livres  élémentaires  ne  sont  pas  exempts,  sont  peut-être 
particulièrement  dignes  de  fixer  l'attention. 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  d'une  seule  variable  réelle, 
ï^ous  citerons  la  construction  simple  d'une  fonction  bien  définie 
'^^'J,  entre  a  et  i,  pour  laquelle  le  rapport 

A ' 

îtwnd  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  a  toujours  pour 

iioiite  zéro,  et  qui  toutefois  n'est  pas  constante.  Supposant  que 

/'on  ait  a  <^  a  <^  j3  <^  . . .  <^  i,  on  donnera  .1  la  fonction  la  valeur 

zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  cr,  la  limite 

sapeVieure  a  étant  exceptée,  la  valeur  i  pour  toutes  les  valeurs  de 

JT  qui  vont  de  a  à  (3,  en  excluant  la  dernière  limite  (et  non  la 

première),  etc...  L'existence  d'une  telle  fonction  met  en  évidence 

la  fausseté   d'une  démonstration  bien  connue  de  ce  qu'une  fonc- 

BuU.  des  Sciences  mathém,,  a*  Série,  t.  UT.  (Mai  1879.)  14 
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lion  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle  entre  deux  limite 
et  b  est  constante  entre  ces  limites,  démonstration  qui  supp 
seulement  que  le  rapport 

n 

tend  vers  zéro  quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positif 
l'erreur  tient  à  ce  que  la  supposition  précédente  n'entraîne 
l'existence  d'un  nombre  h  tel  que  pour  toute  valeur  d< 
comprise  entre  a  et  b  le  rapport  soit  plus  petit  qu'un  nom 
donné.  M.  Thomae  montre  que,  lorsque,  pour  toute  valeur  d 
comprise  entre  les  limites,  le  rapport  de  l'accroissement  de 
fonction  à  l'accroissement  positif  ou  négatif  de  la  variable  t 
vers  zéro,  la  fonction  est  eilectivemcnt  constante*,  au  surplus 
démonstration,  maintenant  classique,  due  à  M.  Ossian  Bonnet, 
la  formule 

met  la  chose  nettement  en  évidence,  et  de  la  façon  la  plus  sim 
Citons  encore  la  distinction  de  ce  genre  particulier  de  discoi 
nuité  relative  a  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  et  qui  di 
rait  en  changeant  la  valeur  de  la  fonction  pour  ces  valeurs  part 
lières.  M.  Seidel  en  a  donné  [Journal  de  C relie,  t.  73,  p.  3 
un  exemple  simple  dans  la  fonction 

/(.r)=:lim ^     pour     /i  zi;  ao  , 

qui  pour  x^i  est  nulle,  et  pour  j:=  i  est  égale  à  A,  et  prés» 
ainsi,  pour  cette  vs^leur  particulière,  la  discontinuité  signalée. 
Pour  ce  qui  est  des  fonctions  de  deux  variables,  M.  Tho 
insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  de  déCnir  la  continuité  d 
fonction  f{x^j)  pour  le  point  x,  y  V^^  ^^  condition  que 
puisse  toujours  trouver  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  la  d 
renée 

puisse  être  rendue  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu*un  non 
donné  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  ^  et  y?  étant  des  nombres  q 
conques   satisfaisant   à    l'inégalité    |*-4->:*=i.    Cette    oondit 
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pour  les  points  x,  y  situés  sur  le  contour  qui  limite  le  domaine 
dans  Tintérieur  duquel  on  astreint  la  fonction  à  être  continue, 
doit  être  modiGée  de  manière  à  n*y  faire  entrer  que  les  valeurs  de 
;,y;qui  satisfont  à  Tinégalité  précédente  et  qui  répondent  à  des 
points  situés  dans  le  domaine  considéré.  Ainsi,  il  ne  suffît  pas  que 
/(x-f-0/1,7)— /(x,7)  et/(x,jr-f-0/i)— /(x,j)  tendent  vers 
zéro  avec  li  pour  que  la  fonction  soit  continue.  La  fonction 

/(x,  y)  =1  sin  4  arc  lang  -  9 

à  laquelle  on  attribue  la  valeur  zéro  quand  xctj  sont  nuls,  est  évi- 
demment discontinue  pour  le  point  x  =  o^j  =0,  bien  que  Ton  ait 

/{Bh,  o)  -/(o,  o)  =  o,    /(o,  Bh]  -/(o,  o)  =  o. 

L«méme  exemple  montre  aussi  que  l'existence  des  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  (j:=o, 
J=o)  n'entraîne  pas  l'existence  de  la  dillërentielle  totale.  Un 
autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction 

OÙ 

y 

r  zr:z  yx*  4-  .r  %     9  =  arc  tang  -  5 

eioùF(ç)  est  la  fonction  définie  par  la  série  procédant  suivant 
«es  sinus  des  multiples  de  l'arc  9,  qui  entre  — tt  et  H-  tt  repré- 
sente, sauf  pour  o  =  o,  la  fonction  impaire 


(?'-"')</; 


Signalons  encore  ce  genre  de  discontinuité  qui  disparait  par  le 
^^'•angement  des  valeurs  d'une  fonction  en  des  points  particuliers 
ou  le  long  d'une  courbe;  lafonclion  de  M.  Scidel 

n/{.r,  y  ) 


lim  ^^ -—  t     r  z=z  d.i:^  4-  r  '•      pour     //  .^r  x  , 

nulle  pour  tous  les  points  du  plan  non  situés  sur  le  cercle 


.r'-h  r*—  I 


^n  est  un  exemple  simple. 

.4. 
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Ces  préliminaires  établis  permettent  à  Tauteur  de  donner  la  ne 
tion  précise  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  5  =x-+-j 
auxquelles  il  entend  se  borner,  fonctions  pour  lesquelles  ne  do 
exister  aucune  discontinuité  du  dernier  genre  et  qui  pour  tous  1< 
points  du  domaine  considéré,  sauf  en  des  points  isolés  ou  le  lot 
de  lignes  isolées,  satisfont  à  Téquation  aux  dérivées  partielles 

/  =: ■ . 

()^'  or 

M.  Thomae  montre  ensuite  comment  le  changement  d'une  v; 
riable  imaginaire  en  une  autre  conduit  à  la  représentation  cor, 
forme  d'une  portion  de  plan  sur  une  autre  portion  de  plan,  défin 
ce  qu'il  faut  entendre  par  une  intégrale  prise  entre  des  limit< 
imaginaires,  établit  d'après  Riemann  le  théorème  fondamental  c 
Cauchy;  démontre  les  propositions  relatives  au  développemei 
d'une  fonction  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entier* 
positives  ou  négatives  de  la  variable,  en  somme  de  fractions  r< 
tionnelles,  en  produits  d'un  nombre  inlini  de  facteurs;  donne  ! 
notion  d'une  fonction  doublement  périodique,  du  parai  lé  logramn 
élémentaire  et  de  ses  propriétés;  montre  comment  les  période 
les  zéros  et  les  infinis  déCnissent  une  fonction  doublement  péri< 
dique,  et  comment  les  fonctions  doublement  périodiques  du  secon 
ordre  suffisent  à  construire  les  fonctions  doublement  périodiqu< 
d'ordre  supérieur.  L'auteur  est  alors  amené  à  dire  quelques  mo 
des  fonctions  doublement  périodiques  à  infinis  doubles  et  d< 
fonctions  a  (jc)deM.  Weierstrass,  dont  le  logarithme  a  pour  dériva 
seconde  une  fonction  de  ce  caractère,  qui  peuvent  être  défini* 
par  l'égalité 

G{X)  =  jTT    (i TtA  C^ 


imK-f-aniK'       (ImK-l-affik' j  * 

9 


vX  qui  d'ailleurs  ne  diflerent  que  par  un  facteur  exponentiel  d 
fonctions  0.  Après  avoir  établi  la  relation  algébrique  entre  ui 
i'onction  doublement  périodique  du  second  ordre  et  sa  dérivé 
l'auteur  est  amené  à  étudier  les  surfaces  de  Riemann,  en  tai 
qu'elles  servent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  il  doni 
ensuite  la  forme  canonique  des  intégrales  elliptiques  et  leurs  pn 
priélés  les  plus  simples. 
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Le  point  de  départ  de  M.  Thomae,  dans  Tétude  des  fonctions  6, 
est  pris  dans  les  équations  fonctionnelles 

où  h,  jf,  X,  fi  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  3-  une 
foDctioQ  uniforme,  finie  et  continue  dans  tout  le  plan.  En  faisant 
X  =  Iog^,  on  aperçoit  aisément  que  les  fonctions  chercliées  doivent 
ètredéveloppables  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  et  négatives  de  t  =  e'-^  les  équations  fonctionnelles 
posées,  jointes  à  Téquation  aux  dérivées  partielles  . 

déterminent  les  coefficients  de  ces  séries  \  les  valeurs  o,  i  attri- 
iiuées  aux  indices  A,  g  conduisent  aux  quatre  fonctions  3-.  Le  pro- 
cédé même  qui  a  servi  pour  intégrer  les  équations  fonctionnelles 
conduit  à  prouver  Texistence  d'une  relation  linéaire  à  coefficients 
constants  entre  p  H-  i  fonctions  qui  satisfont  aux  équations 

,:>-^X/Tr)=z.(-,)*^ç(.r), 

•Ue  là  résultent  aisément  les  relations  entre  les  carrés  des  fonc- 
tions 3^  et  les  expressions  développées  du  produit  de  deux   fonc- 
tions 5 dont  les  arguments  sont  x -h  $,  jc  —  \'^  ces  dernières  for- 
mules conduisent  immédiatement  au  théorème  sur  Taddition  des 
orpiments  dans  les  fonctions  elliptiques.  De  ce  théorème  on  peut 
déduire  les  équations  diilérentielles  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions; on  peut  dès   lors    établir  la  notion  des  intégrales  ellip- 
tiques  de   deuxième  et  de    troisième    espèce,    leur     expression 
3u  moyen  des  fonctions  ^,  et  les  propositions  relatives  à  l'addition. 
L'auteur  passe  ensuite  aux  divers  développements  en  produits  infl- 
uis  et  en  séries  trigonométriques,  et  expose  quelques-unes  des  con- 
séquences arithmétiques  qui  s'en  déduisent  naturellement.  Enfin, 
iprès  avoir  consacré  quelques  pages  aux  fonctions  qu'on  obtient 
^  généralisant  la  série  du  binôme  par  le  procédé  appliqué  par 
M.  Heine  à  la  série  hypergéométrique,  il  s'occupe  de  la  transfor» 
^lîon  linéaire  des  fonctions  3  et  des  fonctions  elliptiques. 

J.  T. 
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ROHN  (K.).  —  Betrachtungen  I'ber  dib  Kummer^sche  Flacue  und  ihrei 

ZUSAMMENUANG  MIT  DEN  HTPERBLLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  p  =  1.  —  MUncheO 

1878.  In-8**,  60  pages. 

On  connaît  l'étroite  connexion  qui  existe  entre  les  fonction 
elliptiques  et  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  ;  si  Ton  cou 
sidère  les  fonctions  hyperelliptiques  pour  lesquelles  les  fonctiou 
O  correspondantes  dépendent  de  deux  arguments ,  c'est  k  un 
surface  que  Ton  peut  espérer  de  les  relier  par  un  mode  analogue 
celui  que  nous  venons  de  rappeler,  et  la  surface  qui  se  trouve  ain; 
étroitement  unie  à  ces  fonctions  est  la  surface  de  Kummcr. 

C'est  cette  connexion  qu'étudie  M.  Rohn  dans  son  important 
dissertation  inaugurale. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  s'occupe  de  la  surface  d 
Kummer  en  elle-même,  définit  les  deux  paramètres  qui  déterminen 
chaque  point,  recherche  les  diverses  formes  que  peut  affecter  1 
surface  et  les  régions  dans  lesquelles  on  peut  la  décomposer;  I 
terrain  ainsi  préparé,  M.  Rohn  expose,  dans  la  seconde  Partie  d 
son  travail,  comment  on  peut  représenter  les  fonctions  hyperel 
liptiques  (^=2)  sur  la  surface  qu'il  a  étudiée,  et,  dans  la  troi 
sième,  compare  avec  sa  méthode  celle  qu'a  donnée  M.  Borchard 

JNous  indiquerons  quelles  variables  choisit  l'auteur  pour  détei 
miner  les  diilërents  points  de  la  surface. 

Au  système  de  complexes  du  second  degré  homofocaux 

+  -7 — ^- -4-..  .-t- -j — ^-=0, 


A*  I  ~^"  A  A'j  ^^~  A  A  2  ~~"~  A 

où  les  six  complexes  linéaires  fondamentaux,  deux  à  deux  en  inv 
lution,  Xt  =  o,  jTt  =  o,  . . . ,  sont  tels  que  l'on  ait  identiqueme 

x\'\-x\'\'  ...-+-  jrj  =  o, 

correspond  une  même  surface  de  Kummer,  touchée  par  chaq 
droite  singulière.  L'équation  du  système  de  complexes  est  du  qu 
trième  degré  en  X,  en  sorte  que  chaque  droite  appartient  à  quat 
complexes  du  système  \  réciproquement,  quatre  complexes  du  sy 
tème  se  coupent  suivant  trente-deux  droites,  dont  les  coordonne 
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sont  données  par  les  formules 

F^*  = TTÔ t«=:  I,  2,  ...,bj, 

^^  /'(^t)  est  la  valeur  de  la  dérivée,  pour  X  =  /r,,  de 

^«^  droites  singulières  s'obtiennent  en  égalant  deux  paramètres  X. 
D'aiUenrs,  en  général,  une  seule  droite  du  faisceau  de  tangentes  en 
Un  point  à  la  surface  de  Kummer  appartient,  en  tant  que  droite 
singulière,  à  chaque  complexe  du  système,  les  deux  autres  points  où 
elle  rencontre  la  surface  étant  les  points  singuliers  correspondants; 
par  suite,  si  la  tangente  considérée  est  une  tangente  d'inflexion, 
le  faisceau  entier  des  tangentes  appartient  au  complexe  dont  cette 
droite  est  une  droite  singulière.  Les  tangentes  en  un  point  appar- 
tiennent donc  à  deux  complexes  du  système  homofocal,  et  ce  sont 
les  paramètres  a,,  X,  de  ces  complexes  qui  servent  à  M.  Rohn  pour 
définir  ce  point;  quant  aux  autres  paramètres  X,,  X4  des  tangentes, 
ils  sont  égaux.   Lorsque  leur  valeur  commune' X    varie  de  —  00 
à  -h  00  ,  la  tangente  décrit  le  faisceau  et,  pour  X  =  X^  ou  X,,  devient 
^ine  tangente  d'inflexion.  Pour  chaque  système  de  valeur  de  X|,  X,, 
on  peut  donc  obtenir  les  six  coordonnées  de  chacune  des  tangentes 
<3'mtlexion  relatives  au  point  correspondant.  Les  différentes  com- 
l)inaisons  de  signe  fournissent  trente-deux  couples  de  telles  tan- 
gentes, en  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  Xi,  X,  correspon- 
dent trente-deux  points  de  la  surface  de  Kummer  ;  ces  trente-deux 
points  peuvent  être   regardés   comme  les  intersections  de  deux 
lignes  asymptotiques  dont  les  équations,  dans  le  système  de  coor- 
données   précédemment   déGni,   seraient  Xi  =  const.,  X,=  const. 
L'emploi  des  fonctions  hyperelliptiques  permet  de  distinguer  les 
trente-deux  points  et  de  leur  attribuer  des  paramètres  diflerents. 
EnGn,  la  comparaison  du  procédé  de  représentation  de  M.  Bor- 
chardl  et  du  sien  conduit  M.  Rohn  à  reprendre  Tétude  des  trans- 
formations quadratiques  et  leur  signiGcation  relative  à  la  surface 
de  Kummer;  il  parvient  ainsi,  pour  ces  transformations,  aux  for- 
nnilesles  plus  simples. 

Quant  à  l'étude  des  diverses  formes  de  la  surface  de  Kummer, 
des  relations  entre  ses  nœuds  et  ses  points  doubles,  elle  a  naturel- 
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lement  pour  point  de  départ  la  distinction  des  cas  qui  peuvent    ^^^ 
présenter  quant  à  la  réalité  des  six  complexes  linéaires  fondame^K]. 
taux.  Ces  six  complexes  étant  donnés,  ii  existe  une  triple  inûnlia 
de  systèmes  homofocaux  correspondants,  en  sorte  qu'on  peut  prendre 
arbitrairement  un  point  de  l'espace  pour  nœud  de  la  surface  de 
Kummer^  les  seize  nœuds  et  la  surface  tout  entière  sont  a  lors  déter- 
minés. Si  Ton  prend  le  nœud  sur  la  surface  réglée  intersection  de 
trois  des  complexes  fondamentaux,  les  seize  nœuds  sont  aux  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  d'un  système  et  de  quatre  gé- 
nératrices de  l'autre,  et  la  surface  de  Kummer  n'est  autre  que  la 
surface  du  second  degré  comptée  deux  fois  ]  cette  dernière,  avecles 
seize  points  d'intersection  des  huit  génératrices  considérées,  peut 
ôtre  regardée  comme  l'image  d'une  surface  de  Kummer,  avec  ses 
seize  nœuds,  qui,  par  une  déformation  continue,  viendrait  se  con- 
fondre avec  elle.  J.  T. 


BOUSSINESQ  (J.).  —  Essai  théorique  sur  l'équilibre  des  massifs  pulvé- 
rulents, COMPARÉ  A  celui  DE  MASSIFS  SOLIDES  ET  SUR  LA  POUSSÉE  DES  TERR^ 

s.ANS  COHÉSION.  —  PaHs,  Gauthier-Villars,  1876.  In-4*  de  180  p.  Prix  :  10  !*• 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  essaye  de  poser  les  bases  de  la  Méc^  ^ 
nique  des  corps  semi-fluides  qui  sont,  les  uns  pulvérulents,  f 
autres  plastiques.  Rankine,  dans  une  étude  Sur  la  stabilité  de 
terre  sans  cohésion  [Philosophical  Transactions,  1 856-1 857), 
traité  de  l'équilibre  limite  que  présentent  des  masses  pulvérulent    - 
sur  le  point  de  s'ébouler  ^  il  a  admis,  comme  base  de  son  analys 
qu'en  chaque  point  d'une  telle  niasse  la  pression  la  plus  inclina 
sur  la  normale  à  l'élément  plan  qu'elle  sollicite  fait  avec  cette  no.^ 

maie  un  angle  égal  à  celui  du  frottement  intérieur  ou  de  terre  coi 

lante.  D'autre  part,  M.  Tresca,  dans  un  Mémoire  Sur  le  poinçonna^ 
des  métaux  et  la  déformation  des  corps  solides  [Sai*ants  étrange/ 
de  l'académie  de  Paris,  t.  XX,  187a),  et  M.  de  Saint- Venaul^ 
dans  divers  articles  insérés  aux  Comptes  rendus  de  1870  et  1871 
ont  été  conduits  par  l'expérience  à  admettre,  comme  principe  fon^ 
damental  de  la  Mécanique  des  corps  plastiques,  la  coxistance  de  \b 
plus  grande  composante  langentiellc  de  pression  aux  divers  points 
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ie  ces  corps,  supposés  pétris  avec  une  certaine  lenteur.  Mais  on 
I  Wt  pas  encore  cherché  comment  ces  états  éboul eux  et  plastiques 
d'une  mâùère  que  Ton  déforme  indéfiniment  se  rattachent  aux 
éuis  élastiques  ordinaires,  correspondant  à  des  déformations 
r^  1  mins  étendues,  c'est-à-dire  comprises  entre  les  limites  d'élasticité. 
£n  outre,  pour  les  niasses  pulvérulentes,  on  n'avait  aucune  con- 
juissance  de  l'expression  de  leurs  forces  élastiques  en  fonction  des 
ivJ  petites  déformations  éprouvées  à  partir  de  l'état  naturel.  C'est  à 
lyM  cette  double  lacune  que  répond  le  Mémoire  de  M.  Boussinesq. 

Admettant  que  les  expressions  des  forces  élastiques  sont  déve- 
loppables  en  séries  très-convergentes  suivant  les  puissances 
entières  des  déformations,  il  cherche  les  formes  auxquelles  se  ré- 
duisent nécessairement  ces  expressions,  supposées  de  grandeur 
iBodérée,  dans  les  deux  cas  d'un  solide  d'élasticité  constante  et 
d'une  masse  pulvérulente,  c'est-à-dire  suivant  que  le  corps  présente 
toujours  une  rigidité  finie  ou  suivant  qu'il  résiste  aux  déformations, 
alors  seulement  qu'il  supporte  dans  tous  les  sens  une  pression  plus 
ou  moins  grande.  Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  aux  formules 
très-connues  de  Lamé  (à  deux  coefficients  d'élasticité  ^,  fJi).  Dans 
le  second  cas,  il  arrive,  pour  les  six  composantes  N,  T  suivant  les 
^^J)Z  des  pressions  exercées  sur  les  éléments  plans  qui  leur  sont 
i»onnaux,  aux  relations 


t-T-i 


•='""U-^;7PJ'  ^'=^'"U-^rf^)'  ^'=/^'"U+^)  = 

'^  désigne  un  coeflicient  constant  pour  chaque  matière  pulvéru- 
lente, p  la  pression  moyenne  exercée  autour  de  la  molécule  consî- 
^^rée  (j:,^,  z),  et  u^v^w  les  composantes  du  petit  déplacement 
Qu'elle  a  éprouvé.  De  plus,  la  même  analyse  montre  que  la  dila- 
^tion  cubique  est  négligeable  en  comparaison  des  trois  dilatations 
*tnéaires  dont  elle  égale  sensiblement  la  somme  algébrique.  On 
peut  donc  joindre  aux   trois  équations  ordinaires  d'équilibre  où 
entrent  ^  les  dérivées  en  j:,  jk»  ^  des  forces  N,  T  la  quatrième 
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équation  indéihiic 

au  ÔV  ()(!' 

-7-  -h  -T-  -+-  -V-  =  o, 
ax      Or       oz 

nécessaire  à  la  détermination  des  quatre  fonctions  inconnues  u,  9^ 

Il  existe,  en  outre,  des  conditions  d'équilibre  spéciales  aux  siv^ 
faces  libres  du  massif  et  d'autres  conditions,  très-variées  suivant  lei 
circonstances,  concernant  les  surfaces  de  séparation  de  ce  masfll 
d'avec  le  sol  ou  les  murs  rigides  qui  le  soutiennent.  Ces  demièrei 
relations  sont  remplacées  par  une  condition'de  maximum  de  stal»- 
lité  intérieure  dans  le  cas  le  plus  important,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  des  modes  d'équilibre  qui  se  produisent  à  la  longue,  une  fois 
que  les  petits  ébranlements  auxquels  tout  massif  est  sans  cesse 
exposé  ont  réussi  à  grouper  les  grains  pulvérulents  de  la  manière 
la  moins  forcée,  la  plus  voisine  de  Tétat  naturel. 

L'intégration  du  système  d'équations  indiqué  fait  connaître,  duu 
chaque  problème  spécial,  les  valeurs  de  u,  i',  w,/;,  et  par  suite 
celles  des  déformations.  U  reste  ensuite  à  exprimer  que  les  troii 
dilatations  principales  ()i,ds)  ^s  satisfont  partout  à  une  certaine  iné- 
galité, c'est-à-dire  ne  sortent  pas  des  limites  d'élasticité  imposées, 
comme  on  sait,  à  toute  matière  douée  de  la  tendance  à  reprendre  k 
forme  dont  on  l'écarté.  Dans  le  cas  simple  de  déformations  planes, 
on  a  ()|=:  o,  et  M.  Boussinesq  reconnaît  que  l'inégalité  dont  il  vient 
d'être  question  revient,  pour  les  masses  pulvérulentes  et  pour  les 
solides  suffisamment  plastiques,  à  supposer  la  plus  grande  dilt- 
tation  di  inférieure  à  une  constance  spécifique  ^  le  fait  de  l'absence 
de  cohésion  des  massifs  pulvérulents  lui  permet  même  de  poser, 

« 

pour  ces  massifs,  Oi<^- — -^  o  désignant  un  angle  aigu  positif  qu'il 

démontre  plus  loin  être  précisément  celui  du  frottement  intérieur. 
Les  intégrations  sont  faciles  quand  le  massif  homogène  et  pesant 
a  pour  surface  libre  un  talus  plan  faisant  un  angle  donné  co  avec 
l'horizon,  et  que  les  déformations  éprouvées,  parallèles  à  son  plan 
vertical  de  symétrie,  se  trouvent  les  mêmes  en  tous  les  points  éga 
lement  distants  du  talus  supérieur.  M.  Boussinesq  effectue  ces  inlé 
grations  pour  un  massif  pulvérulent  et  pour  un  massif  solide.  Li 
résultats  deviennent  fort  simples  dans  les  cas  où  la  profondeur  e 
suflisamment  grande.  Alors  les  dilatations  principales  ()t,  dt  so: 
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èmes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  sensiblement 
rtjoiuielles  à  la  distance  au  talus  supérieur,  dans  le  cas  d'un 
solide.  De  plus,  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  élé- 
linéaires  qui  éprouvent  ces  dilatations  principales  ont  des 
»n5  constantes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  des 
ns  qui  tendent  à  devenir  constantes  quand  on  s*enfonce  dans 
if  solide.  L'angle  e  que  fait  avec  la  verticale  une  quelconque 
[irections  est  astreint,  dans  un  massif  pulvérulent  de  pro- 
quelconque et  dans  un  massif  solide  de  profondeur  très- 
i  vérifier  l'inégalité 


sm*w 


'       sin*  f 

e  pour  un  massif  pulvérulent  l'angle  défini  ci-dessus  et  pour 
5Îf  solide  l'angle  aigu,  dont  le  sinus  vaut  fx  :  (X  -|-  fx).  Cette 
é  n'est  compatible  avec  aucune  valeur  réelle  de  e  quand  on 
,  d'où  se  conclut  l'impossibilité,  pour  un  massif  pulvérulent, 
lutenir  sous  un  angle  supérieur  à  celui  de  terre  coulante,  et 
I  massif  solide  profond  de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur 

dont  le  sinus  vaut  le  rapport  |ul:  (X-f- f^))  d'autant  plus 
e  zéro  qu'il  s'agit  d'un  corps  plus  mou.  Si  au  contraire  ci)<^  <p, 
•ecevoir  une  InBnité  de  valeurs  ;  elles  correspondent  à  tout 
le  modes  distincts  d'équilibre  d'élasticité,  tous  compris  entre 
iodes  d'équilibre  limite,  l'un  par  détente,  l'autre  par  corn- 
a,  précisément  identiques,  dans  les  milieux  pulvérulents,  à 
l'avait  découverts  Rankine.  M.  Boussinesq  démontre  qu'un 
les  d'équilibre  d'élasticité  ainsi  obtenus,  et  un  seul,  convient 

où  le  massif  est  soutenu  d'un  côté  par  un  mur  plan,  soit 
;  ce  mur  présente  un  degré  de  résistance  connu  et  que  l'équi- 
est  réglé  à  la  longue,  soit  lorsque  le  mur  est  une  paroi  sans 
sur  que  maintient  contre  le  massif  une  force  donnée,  com- 
itre  celle  qui  suffirait  à  peine  pour  le  soutenir  et  celle  qui  le 
refluer  par  écrasement  au-dessus   du  talus  supérieur,  soit 

pour  d'autres  circonstances,  les  plus  simples  en  théorie, 
?a  réalisables  pratiquement. 

deux  derniers  paragraphes  du  Mémoire  (§§IXetX),  qui 
ssi  les  plus  longs,  sont  consacrés  à  la  Dynamique  des  massifs 
rcnts  et  des  solides  malléables.  L'auteur  reconnaît  d'abord 
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que  les  très-petites  vibrations  élastiques  d'une  uiasse  pulvérulenUt 
non  comprimée  ne  sont  pas  réglées  par  des  équations  linéaires,  eer: 
qui  explique  pourquoi  ces  masses  ne  peuvent  pas  vibrer  pendulaii, 
rement     sous    l'influence    de    leur    élasticité   et  pourquoi  eUoT 
étoutFent  le  son.  Il  se  borne  ensuite  à  Tétude  des  mouvements  asaK 
lents  dans  lesquels  Tincrtie  n'a  qu'un  rôle  négligeable,  si  ce  nV 
en  des  points  exceptionnels.  Les  six  pressions  ]V,  T  n'y  diflei 
pas  sensiblement,  en  cliaque  endroit,  des  forces  élastiques  m; 
que  comporte  la  matière ,  en  sorte  que  l'équation  caractéristiqodR 
de  l'état  ébouleux  ou  de  l'état  plastique  s'obtient  en  exprimantqne  ' 
les  limites  d'élasticité  se  trouvent  atteintes;  cette  équation  est  pré- 
cisément, soit  la  formule  fondamentale  posée  par  M.  Rankine,  soit 
celle  de  MM.  Tresca  et  de  Saint- Venant  pour  la  plasticodyna* 
mique.  M.  Boussinesq  joint  donc  cette  relation  iinie  en  ]N~,  Taux, 
trois  équations  bien  connues  qui  expriment  l'équilibre  d'un  élé- 
ment de  volume  parallélépipédique  et  où  entrent  les  dérivées  en 
Xjj^zdcs  six  pressions  N,  T.  Mais  il  observe  que  la  masse  en 
équilibre  ébouleux  ou  plastique  n'admet  généralement  plus  un  état 
naturel  où   les  pressions  peuvent  s'annuler  partout  ;  il  faudrait, 
séparer  toutes  ses  particules  infiniment  petites  les  unes  des  autres 
pour  qu'elles  puissent  se  détendre  simultanément  sans  se  gêner. 

M.  Boussinesq  complète  le  système  de  neuf  équations  indéfinies 
nécessaires  à  la  détermination  des  six  pressions  N,  T  et  des  trob 
composantes  u,  ^,  w  de  la  vitesse  de  chaque  particule  en  admettant 
que  les  diverses  fibres  qui  se  croisent  en  un  môme  point  éprouvent 
des  dilatations  persistantes  proportionnelles  à  leurs  dilatations 
élastiques  actuelles.  Ce  principe  simple  lui  fournit  aisément  les 
cinq  équations  indéfinies  qui  manquaient.  Enfin  il  joint  des  con- 
ditions évidentes  spéciales,  soit  aux  surfaces  libres,  soit  aux  couches 
en  contact  avec  des  parois  solides,  soit  aux  surfaces  de  séparation 
des  parties  passées  à  l'état  ébouleux  d'avec  celles  qui  sont  restées  à 
l'état  élastique  ordinaire. 

Comme  première  application,  M.  Boussinesq  démontre  que  la 
vitesse  d' écoulement  du  sable  par  un  orifice  tend  vers  une  limite 
ou  devient  indépendante  de  la  hauteur  de  charge  dès  que  celle^i 
atteint  une  certaine  valeur,  fait  connu  des  anciens  et  qui  leur  per- 
mettait de  mesurer  le  temps  au  moyen  des  sabliers.  Il  étudie  ensuite 
la  répartition  des  pressions  dans  un  massif  sans  cohésion  soutenu 
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ftr  un  mur,  aux  premiers  moments  d'un  éboulement  déterminé  par 
â»ranlement  du  mur.  M.  Maurice  Lcvy  a  heureusement  appliqué 
la problème,  en  la  découvrant  de  nouveau,  une  des  deux  solutions 
Immées  par  Rankine  dont  il  a  été  parlé  plus  haut  ;  seulement  elle 
K  convient  que  pour  un  cas  restreint,  car  elle  n'est  compatible 
WKC  le  glissement  de  la  matière  du  massif  contre  le  mur  qu'autant 
Ipe  celui-ci  a  sa  face  postérieure  dirigée  d'une  certaine  manière. 
IL  Boussinesq  en  trouve  d'autres  beaucoup  plus  générales  appli- 
edUes  pour  des  inclinaisons  quelconques  de  ces  faces  et  même  pour 
k cas  où  les  surfaces  limites  du  massif  sont  courbes.  Ces  solutions 
comportent  des  représentations  géométriques  assez  simples,  et  elles 
prouvent  que,suivantles  cas,  une  portion  déterminée  du  massif,  con- 
tigDë  au  mur  de  soutènement,  reste  à  l'état  élastique  ou  devient  le 
ûifgd  d'un  état  éboulêux  très-différent  de  celui  qui  ailecte  le  reste. 
Vailleurs,  elles  ne  sont  rigoureusement  exactes  que  lorsque  la  ma- 
tière pulvérulente  présente  une  hétérogénéité  trop  peu  sensible 
foor  qu'il  y  ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  l'étude,  en  coordonnées  po- 
hiresy  des  déformations  planes  d'une  masse  plastique  ou  pulvéru- 
lente soumise  en  divers  sens  à  des  pressions  beaucoup  plus  grandes 
fie  son  poids,  principalement  quand  ces  pressions  sont  ou  pareille- 
Mnt  distribuées   autour  d'un  axe,  ou  pareillement  orientées  en 
te  les  points  de   chaque    rayon  vecteur  émané    de    l'origine. 
M.  Boussinesq  en  déduit,  comme  formules  approximatives,  les  ex- 
pessions  simples  et  remarquables  auxquelles  M. Tresca  a  été  conduit 
ï» l'expérience  :  i®  la  force  capable  de  faire  pénétrer  un  poinçon 
crlindrique  suivant  l'axe  d'un  bloc  de  plomb  de  même  forme,  mais 
^plus  grand  diamètre,  à  contour  tantôt  libre,  tantôt  entouré  d'un 
Kaiichou  rigide  ;  a**  la  hauteur  de  la  débouchure  que  détache  ce 
poiucon,  quand  un  oriiice  de  même  dimension  transversale  que  lui 
ftt  percé  suivant  son  prolongement  à  travers  le  plan  poli  qui  sup- 
porte le  bloc  poinçonné  ;  3°  enfin  la  force  capable  de  faire  écouler 
par  un  tel  orifice  un  morceau  cylindrique  de  plomb  remplissant  un 
vase  en  fer  et  poussé  par  un  piston.  M.  Boussinesq  trouve  aussi  les 
modes  les  plus  simples  de  distribution  des  pressions  qui  se  pro- 
duisent dans  une   masse  plastique  ou  pulvérulente  remplissant 
l'angle  dièdre  formé  par  deux  plans  rigides,  soit  lorsque  cet  angle 
•st  constant  et  que  la  masse  considérée  y  coule  de  manière  que  la 
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matière  contiguë  aux  plans  converge  des  deux  côtés  vers  Taréteot' 
s*eu  éloigne  des  deux  eolés,  soit,  au  contraire,  que  Tangle  iei 
deux  plans  diminue  ou  grandisse  et  que  l'écoulement  soit  produit  po^ 
Técrasement  de  la  masse  ou  par  sa  détente  latérale. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposition  d'une  méthode  d'il 
gration  grapliiquc  due  à  Rankinc,  pour  traiter  le  problème  de  Ta 
libre  limite  d'un  massif  pulvérulent  à  surface  supérieure  coi 
Rankine  l'avait  appliquée  en  faisant  une  hypothèse  simplifical 
qui  change  beaucoup  la  question.  M.  Boussinesq  montre  coomu 
elle  peut,  avec  presque  autant  de  simplicité,  s'adapter  aux  éqat-^ 
tions  vraies  du  problème.  P.  M. 


MÉLANGES. 

LETTRES  DE  LAPLAGE  A  GONDORGET. 

I. 

A  l'École  militaire,  ce  3.3  décembre  1771. 

Monsieur, 

En  repassant  sur  les  diflérens  Mémoires  que  j*ay  présenta 
jusques  ici  à  l'Académie  j'en  ay  extrait  les  remarques  suivantes  qui 
sont  relatives  à  un  objet  dont  vous  vous  estes  occupe  dans  le  tra- 
sième  Volume  des  Mémoires  de  Thurin  ;  et  je  prends  la  liberté  de 
les  soumettre  à  vostre  examen. 

Vous  et  M.  de  la  Grange  avez  démontré  dans  ces  Mémoires 
d'une  manière  fort  élégante  que,  si  l'on  sçait  intégrer  l'équation 

dx  étant  constant  et  H,  H',  . .  •  étant  des  fonctions  de  x^  on  poum 
toujours  intégrer  celle-ci, 

{.)  x=.r+H|:  +  H'^+...4-H-ç:r. 

X  étant  une  fonction  de  x. 
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Je  suis  parvenu  par  une  méthode  assez  singulière  non-seulement  à 
démontrer  ce  théorème,  mais  encor  à  la  règle  suivante.  Soit 


w— 1  ,,n~~i 


Imtégrale  complète  de  Téquation  (i),  i/,  u\  m",  ...  étant  des  inté- 
grales particulières  de  cette  équation,  et  C,  C,  C, ...  étant  des  con- 
stantes arbitraires  ^  on  fera 

^  ^"  du 

-     u"du  —  udn"        =      V'dJi —  7idV' 

Il  = ,        w'rz:  = 9        •  •  •  » 

^«  du 


-„     n'^du  —  udu 
u  =  — 


m 


du 
jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  former  u^.  Soit  alors 


1/2  n'étant  pas  un  exposant,  mais  indiquant  seulement  le  rang  de  z 
dans  la  suite  des  z).  Si  dans  l'expression  de  2"""*  on  change  u""* 
en  ^""2  Qi  réciproquement,  on  formera  z'^"-  ^  si  dans  la  même  ex- 
pression de  z""*  on  change  u"~*  en  u""~^  et  réciproquement,  on 
formera  2""',  et  ainsi  de  suite;  on  aura 

y=z       H      (C      -i-fzXdx) 

H-«'       (C      -hfz'\d.r) 


un-i(Cn-i^J'z^-lXdr), 


pour  l'intégrale  complète  de  Téquation  (2). 

U  résulte  encore  de  cette  méthode  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  dépend  toujours  de  l'intégration  de  deux  autres  en  degré 
"  —  1  et  dont  il  n'est  même  nécessaire  que  de  trouver  un  nombre 
'^  —  2  d'intégrales  particulières.  La  mesme  méthode  s'étend  cncor 
3»x  différences  finies. 


2o8  premiërb:  partie. 

Soit  réquation  diiTërcntio-diâerentielle  aux  différences  finies 

(3)  X'^rr'-h  H*J*-^*  4-  ^Pj*-»-*-.  .  .H-  "-^H'T'-^", 

X^,  H-^,  *H^,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  X-^,  y^^  H-',  ...  ne 
signant  pas  des  puissances  de  X,j^,  H, ...,  mais  le  x**"*  term 
la  série  des  X,  des  y^  etc. 

Que  Ton  désigne  par  la  caractéristique  A  les  différences  fini 
par  la  caractéristique  S  les  intégrales  finies  \  cela  posé,  soit 

l'intégrale  de 

(4)  o  —  f'-\-  H'j'-^*  -4- ...  4-  «-iH'r'-^", 

M,  'w,  "a^  . . .  étant  des  intégrales  particulières  de  Téquatîo  i 
et  A,  'A,  . . .  étant  des  constantes  arbitraires*,  que  Ton  fasse 


I 


jusques  à  ce  qu'on  parvienne  à  former  a^;  que  Ton  fasse 


„«_n-U. 


si  dans  cette  expression  on  change  ""^uen  """^u  et  réciproquemci 
on  formera  ""^r,  et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  de  Téquation  ( 
sera 

■■■(  '^-S") 

le  signe  -h  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  —  s'il  est  p; 
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Je  suis  parvenu  par  cette  méthode  non-seulement  à  sommer  très 
directement  les  suites  récurrentes,  mais  de  plus  une  espèce  de 
suite  fort  générale  dont  celles-ci  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 

Toutes  ces  choses  sont  développées  dans  un  Mémoire  que  M.  de 
Fouchi  m'a  promis  de  faire  imprimer  au  pi  us  tost.J'aurois  bien  désiré 
que  vos  occupations  vous  eussent  permis  d*y  jettcr  un  coup  d'œuil  ; 
mais  je  sais  le  peu  de  temps  qu'elles  vous  laissent.  Je  crains  même 
d'avoir  abusé  par  cette  lettre  de  votre  complaisance^  mais  j'espère 
que  vous  me  pardonnerez  aisément  cette  importunité,  que  je  vous 
prie  d'imputer  au  désir  que  j'ai  de  mériter  votre  amitié.  Je  suis 
avec  estime  et  respect 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Laplace. 


Remarque  lur  la  Lettre  précédente  ; 
Pas  m.  g.  DARBOUX. 

En  essayant  de  démontrer  la  règle  indiquée  pir  Lnpiacc,  je  me  suis 
aperçu  que  l'illustre  géomètre  la  rapporte  d'une  manière  inexacte,  et  que  sa 
'^ttre  contient  plusieurs  erreurs  de  transcription.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
'^nnaître  a  priori  que  l'une  au  moins  des  deux  règles  données  pour  les 
^nations  différentielles  et  pour  les  équations  aux  différences  finies  est 
''^cte;  car  celle  qui  se  rapporte  aux  équations  aux  différences  finies  devrait 
^Qiprendre  l'autre  comme  cas  particulier  lorsqu'on  suppose  les  différences 
"ornent  jietites,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Dans  ce  qui  suit,  je  vais  dé- 
i&ODtrer  et  énoncer  d'une  manière  exacte  la  première  règle  relative  aux 
étions  différentielles  linéaires. 

Considérons  l'équation 

^ï soient  «,  i/j,  «j,  . . .,  «„_!,  n  intégrales  particulières  de  l'équation  sans 
*cond  membre.  La  méthode  d'intégration  singulière  dont  parle  Laplace  est 
évidemment  la  suivante,  qui  est  maintenant  bien  connue,  et  qui  est  exposée 
sous  une  forme  un  i)eu  différente  dans  le  Tnité  de  Calcul  différentiel  et 
^f^gral  de  M.  Serret  (  t.  U,  p.  624  ). 

BitU.des  Sciences  math.,  î«  série,  t.  Ml.  (Mai  187g.)  l5 
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Posons 


Xx  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue,  et  substituons  cette  valeur  de 
dans  l'équation  (i).  Le  résultat  contiendra  l'intégrale  dans  les  termes  & 
vants  : 

\dP''^     *  dx'*-^ 


f^  +  H,fS-^—4-H,«)/-5rf.. 


et,  comme  u  est  une  solution  particulière  de  Téquation  (  i  )  où  Ton  a  s 

primé  le  second  membre,  on  voit  que  le  coefficient  de  Pintégrale    /  *— 

sera  nul,  et  il  restera  pour/j  une  équation  débarrassée  de  tout  signe  d'iv 
gration  et  qui  sera  évidemment  de  la  forme 

//"— *  1"  d'*~'^v 

Les  solutions  de  Féquation  sans  second  membre  seront  maintenant 

dx  \u  )  dr  \  M  /  dx  \    ti    / 

Je  poserai 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  une  équation  différentielle  (3)  de  méi 
forme  que  Tcquation  (i]  et  h  laquelle  nous  pourrons  appliquer  la  met 
méthode.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  nous  parviendrons  à  m 
équation  du  premier  ordre,  que  nous  saurons  intégrer.  Cette  méthode  e 
tout  h  fait  différente  de  celle  de  Lagrange,  et  il  est  aisé  de  trouver  la  fof 
mule  définitive  à  laquelle  elle  conduit. 

En  l'appliquant,  nous  serons  conduits  successivement  a  faire  les  substiti 
tions  suivantes  : 


5 
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U  fonction  ji  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 

et  les  solutions  particulières  de  l*équation  sans  second  membre  étant 

•  •  • 

Si  donc  on  fait  /  =  /7  —  i ,  on  sera  ramené  à  l'équation 

et,  tf^l}  étant  l'intégrale  de  Téquation  sans  second  membre,  on  aura 

Pt  par  conséquent 

La  constante  arbitraire  qui  doit  figurer  dans^„^|  sera  la  limite  inférieure 
^c  l'int^rale.  En  se  reportant  aux  formules  (5),  on  voit  que  l'on  aura 

Comme  les  quantités  cfj^  sont  définies  par  les  formules  (5],  cette  formule 
lie  contient  rien  d'arbitraire,  e(  les  n  constantes  que  doit  contenir  7*  seront 
^Bïences  par  les  intégrations  successives  que  l'on  aura  à  effectuer. 

faisons  une  application  de  la  formule  (9)  au  cas  des  équations  linéaires 
>  coefficients  constants.  Alors  les  solutions  particulières  qu'il  y  aura  à  con- 
«dérer  seront 

on  trouvera  aisément  pour  les  quantités  kJ^  l'expression 
«lia  formule  (9)  deviendra 

^^^signons  cette  valeur  de  j  par  y(rt,  «|,  /i,,  .  .    ,  rt„-.i).  L'intégration 

i5. 


2ia  PREMIÈRE  PARTIE. 

|>ar  partie»,  portant  sur  la  première  intégrale  et  sur  le  terme  ^("1""^^'  r 
nous  donnera  la  formule 

?(<»>«t»«ii  ••  -1  ««-1) 

d*où  Ton  déduira  sans  peine 
en  |)osant 

f[x]  r=:  (x  —  a)  (x  —  fli  ) .  .  .  (  j;  —  fl„«,  ). 

La  formule  précédente  est  équivalente  à  la  suivante, 

('0  ^ 

qui  est  bien  connue  et  fréquemment  employée. 

Telles  sont  les  remarques  que  Ton  peut  présenter  sur  la  méthode  do 
Laplace  parle  dans  sa  Lettre,  considérée  en  elle-même  ;  mais  si  Ton  rapprocl 
cette  méthode  de  celle  de  Lagrange,  on  sera  facilement  conduit  à  la  rég 
de  Laplace. 

En  effet,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  revient  à  considère 
rintégrale  générale  de  l'équation  (  i  )  comme  représentée  par  la  formule 

(1^)  j  =  Ca  +  Cj  «1  + . . .  -t-  C„_jtt„-„ 

où  les  /7  —  I  fonctions  C  sont  assujetties  à  vérifier  les  équations  suivantes 

fùc  €i.r  (ijc 

du   dC  ^^"n-X  ^n-\ 


(i3]  /    dx  dx  ilx        dx 


d'^-^U  dC  ^/"-'«n-i  dCn-i 

H .    „    , ; =  O. 


dx"-^  dx  rfx'*-»         dx 

Si  Ton  ])ose 
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et  si  Ton  désigne  par  le  symbole  ^  des  diCTérenttations  où  les  quantités 
_,  __, ...,  — 2__î  sont  traitées  comme  constantes,  les  équations  (i3) 

dx     dr  dx  IV. 

s'écriront,  d'ime  manière  abrëgëe. 

Si  nous  nous  reportons  maintenant  aux  formules  (2),  nous  aurons,  en 
tenant  compte  de  l'équation  X  =  o, 

/i  ==  tt  ^  K  j  ==  C,  11; -+- Cjtt}  H- . .  . -4- C«-j tt^; _i, 
fti  si  l'on  pose 

"Q  trouve,  en  substituant  l'expression  des  quantités  iri, 
^psr conséquent,  en  ^rtu  des  équations  (i4)>onaura 

(•6)  e^,=:0,        Je^  =  0,         ...,        (î'»-'al>i=0. 

^d'autres  termes,  les  quantités  Ci  vérifient,  par  rapport  à  la  nouvelle 

•  * 

<^Qation  en  ji  comme  par  rapport  à  l'ancienne,  les  équations  auxquelles  les 
^ujettirait  l'application  directe  de  la  méthode  de  Lagrangc  à  cette  équation 

^  répétant  donc  les  mêmes  raisonnements,  nous  voyons  que  Ton  aura 
i«:)  j-i=  CiU<  -t-  C,+,  ttj^,  4. .  . .  -^  C„«t  u'„j^ , 

*vec  les  conditions 

'•«quelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

âX(  =0,     . .  . ,    J"-'-*  A»/=  o. 
^n  aura  donc  en  particulier 
,18  v      — r     ,«/"-' 
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et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

(>9)  C„_,=  /-rT. 

Cest  là  précisément  la  règle  donnée  par  La  place.  Comme  on  peut  i 
les  intégrales  particulières  dans  un  ordre  quelconque,  il  est  clair,  c 
Laplace  le  fait  remarquer,  que  cette  formule  donnera  toutes  les  quant 
par  des  permutations  convenables.  Mais  on  pourrait  aussi  observer  c 
équations 

e^fl^f  ^^^  O,        e.V;,^3  m:  G,         t  ■  •  ,        aV|  ^^^  O5        tJio  HIZ  O 

détermineront,  la  première  — ^^  la  seconde  — ^y  ctainside  suite, 

elr  dx 

— - —  sera  connue. 

(IX 

Dans  le  cas  des  équations  à  coefficients  constants,  on  a 
f'{a)  ayant  la  signification  déjà  donnée,  et  par  suite 


le  signe  2  s*étendant  à  toutes  les  racines  de  Téquation  caractéristique, 
s'accorde  bien  avec  notre  premier  résultat. 

La  méthode  de  Cauchy,  telle  qu'elle  a  été  exposée  par  M.  llermitt 
son  Cours  de  TEcole  Polytechnique  de  1873-1875,  donne  un  moyei 
simple  d'arriver  à  la  formule  précédente,  et  même  à  la  formule  plus 
raie  qui  doit  être  employée  quand  l'équation  caractéiîstique  a  des  r 
multiples.  On  peut  aussi,  quand  la  formule  précédente  a  été  démo 
employer  d*une  manière  assez  simple  le  procédé  de  d'Alembert  par  leqi 
passe  du  cas  des  racines  au  cas  des  racines  multiples.  En  effet,  Z  dési 
la  valeur  de  X  quand  on  remplace  .r  par  z,  la  formule  précédente 
s'écrire 

et  elle  nous  donne  une  intégrale  particulière  de  l'équation  si  Wm  pre 
même  limite  inférieure  a  dans  toutes  les  intégrales  ;  on  a  alors 

f?o;  .>  ~  /    7.Rr/2, 
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ui  > 


en  posant 

,'2ri 


R=V 


gOlX-Z) 


jLifi") 


Or,  on  }>eut  définir  R  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  Ton  déve- 
loppe, dans  la  fonction 

I 


^,N(jr—z) 


/(«)' 


Texponentielle   suivant   les  puissances  positives  de   u  et  -; — :  suivant  les 

puissances  négatives  de  u.  On  obtiendra  un  développement  contenant  a  la 
fnb  les  puissances  positives  et  négatives  de  n,  développement  qui  sera  d'ail- 
leurs convergent  quand  u  sera  suffisamment  grand.  Le  coefficient  du  terme 


en  -  est  précisément  R.  On  a,  en  effet. 


et,pn(Jévelo|)pant 


suivant  les  puissances  de  -?  on  trouvera  précisé- 

u  —  a  u 


I 


BJent,  pour  le  aieffîcient  de  -  ? 

u 

Ainsi,  nous  avons  la  règle  suivante  :  On  aura  une  intégrale  particulière 
"f  ^'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  avec  second  membre  X,  en 

Panant 

[il] 


«/a 


7Midz. 


^  n  désigne  le  coefficient  de  -  dans  le   développement  de  —jr. — r-  effectué 

lia  fois  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  île  i/,  c'est-à-dire  le  nU' 
orateur  e^i'^^)  étant  développé  suivant  les  puissances  positives  de  u  et 

I 
jrr  étant  développé  suivant  les  puissances  négatives  de  u, 

Cette  règle  permet  de  trouver  l'intégrale  |)articulière  sans  résoudre  Té- 
({uation  caractéristique.  Comme  elle  est  indépendante  de  la  nature  des 
racines  de  Téquation  caractéristique,  elle  subsistera  quand  cette  équation 
^ura  des  racines  multiples.  On  aura  alors 


/ 
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et  l'on  reconnaîtra,  par  un  calcul  des  plus  simples  et  en  développant  d' 
bord  rcxjK)neuticlle  e"(^--)  suivant  les  puissances  de  w  —  a,  que  le  coet 

cient  de  -  dans  le  dévelop])ement  de 

A2 ^ii(x-z) 


est 

1 c^ix^z)  ij,  _  2]7. 

1.2...^  ^  ' 

On  a  donc,  dans  le  cas  des  racines  multiples. 


(23) 


^L  '  \  .1. .  .p  —  I  J 


formule  que  l'on  obtient  d'ailleurs  beaucoup  plus  rapidement  en  employs 
la  belle  méthode  exposée  par  M .  Hermite  dans  le  Cours  déjà  cité. 


II. 

A  Monsieur  le  marquis  de  Condorcet,  Secrétaire  dï 
l'Académie  des  Sciences,  rue  Lguis-le-C^rand,  a  Paris  . 

J'ai  reçu,  Monsieur,  la  Note  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  m'< 
voyer^  elle  me  pareil  très  juste,  et  vous  observez  avec  raison  qi 
toutes  fois  que  Tintégrale  sera  possible  en  termes  finis,  vous 
trouverez  par  votre  méthode,  qui  me  paroit  fort  ingénieuse.  Qua 
mon  travail  sera  fini  sur  cet  objet,  je  me  propose  de  vous  le  comir 
nîquer.  Du  reste,  on  vous  doit  et  je  vous  rendrai  la  justice  d'c 
server  que  vous  estes  le  premier  qui  ayez  donné  une  métho 
générale  sur  ces  intégrations,  car  il  me  semble  qu'une  des  raiso 
pour  lesquelles  on  n'a  point  avancé  celte  partie  de  l'Analyse  auU 
qu'elle  pouvoit  l'être  est  que  l'on  s'est  borné  à  des  méthodes 
transformation  nécessairement  limitées.  Je  vous  prie  de  me  cro 
avec  toute  l'estime etramitié  possibles, 

Monsieur, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur^ 

Laplace. 
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LAPLAGE  A  D*AL£MBERT. 

I. 

A  Paris,  ce  samedi  i5  noYembre  1777. 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Au  lieu  d'aller  demain  vous  importuner,  comme  je  me  Tétois 

proposé,  j'ai  cru  plus  à  propos  de  vous  envoyer  l'addition  dont 

Doos  sommes  convenus  ;  d'ailleurs  je  n'aurai   plus   demain  mon 

Mémoire,  puisque  je  dois  le  remettre  ce  soir,  à  l'Académie,  à  M.  le 

marquis  de  Condorcet.  Après  cette  phrase  :  «  C'est  donc,  à  propre- 

"  ment  parler,  à  M.  d'Alembert  qu'il  faut  rapporter  les  premières 

"  recherches  exactes  qui  ayent  paru  sur  cet  important  sujet;  cet 

"  illustre  authcur,  s'étant  proposé,  dans  son  excellent  Ouvrage  qui 

a  pour  titre  Réflexions  sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  eil'ets 

'  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  notre  atmosphère,  y  dé- 

"  termine  d'une  manière  synthétique  et  fort  belle  les  oscillations 

"  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  recouvre  une  planète  immo- 

"  i)ile  aa-dessus  de  laquelle  repose  un  astre  immobile  :  il  cherche 

"  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la  planète 

"  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformément 

"  sur  un  parallèle  à  l'équateur,  et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 

*  savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équations  de  ce  problème  \ 

"  mais  la  difficulté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  sup- 

"  positions  qui  en  rendent  la  solution  incertaine.  On  trouvera  dans 

"  ces  recherches  la  solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quels 

"  que  soient  la  densité  du  fluide  et  le  mouvement  de  l'astre.  » 

l'ai  ajouté  ce  qui  suit  : 

«  Au  reste,  je  dois  à  M.  d'Alembert  la  justice  d'observer  que,  si 
"  j'ai  été  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  cet  égard  a  ses 
"  excellentes  réflexions  sur  la  cause  des  vents,  j'en  suis  principale- 
"  meut  redevable  à  ces  réflexions  elles-mêmes  et  aux  belles  décou- 
"  certes  de  ce  grand  géomètre  sur  la  théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul 
••  intégral  aux  différences  partielles  dont  on  voit  les  premières  traces 
'*  dans  l'Ouvrage  que  je  viens  de  citer.  Si  Ton  considère  combienles 
"  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre  et  surtout  dans  une  ma- 
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»  tière  aussi  compliquée,  si  Ton  fait  attention  aux  progrès  immezu 
»  de  l'Analyse  depuis  l'impression  de  son  Ouvrage,  on  ne  serap 
))  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encor,  et  qu'aiW^ 
))  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout  entierre^ 
»  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière  qu': 
»  a  le  premier  ouverte,  o 

J'espère,  mon  cher  Confrère,  que  vous  serez  content  de  celt 
addition*,  je  suis  très  enchanté  d'avoir  cette  occasion  de  vou 
témoigner  publiquement  mon  estime  et  ma  reconnoissance.  Je  vou 
devois  d'ailleurs  cette  justice  à  tous  égards,  puisqu'il  est  vray  de  dir 
que,  sans  votre  travail  et  sans  les  belles  recherches  que  vous  ave 
publiées  dans  votre  excellent  Essay  sur  la  résistance  des  fluides  t 
que  M.  Euler  a  depuis  présentées  d'une  manière  fort  simple  et  for 
générale  dans  les  Mémoires  de  Berlin  et  de  Pétersbourg,  je  n'auroi 
jamais  osé  entreprendre  de  traiter  la  matière  qui  fait  l'objet  de  me 
Recherches. 

J'ai  toujours  cultivé  les  Mathématiques  par  goût  plus  tost  qa( 
par  le  désir  d'une  vaine  réputation,  dont  je  ne  fais  aucun  cas*,  mon 
plus  grand  amusement  est  d'étudier  la  marche  des  inventeurs  et  de 
voir  leur  génie  aux  prises  avec  les  obstacles  qu'ils  ont  rencontrésel 
qu'ils  ont  scu  franchir;  je  me  mets  alors  à  leur  place,  et  je  me 
demande  comment  je  m'y  serois  pris  pour  surmonter  ces  même 
obstacles,  et,  quoique  cette  substitution  n'ait  le  plus  souvent  rien 
que  d'humiliant  pour  mon  amour-propre,  cependant  le  plaisir  de 
jouir  de  leur  succès  me  dédommage  amplement  de  cette  petite  humi- 
liation. Si  je  suis  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  leurs 
travaux,  j'en  attribue  tout  le  mérite  à  leurs  premiers  efforts,  bien 
persuadé  que  dans  ma  position  ils  auroient  été  beaucoup  plus  loin 
que  moi.  Vous  voyez  par  là,  mon  cher  Confrère,  que  personne  ne 
lit  vos  Ouvrages  avec  plus  d'attention  et  ne  cherche  mieux  à  ei 
faire  son  profit  que  moi*,  aussi  personne  n'est  plus  disposé  a  vou) 
rendre  une  justice  plus  entière,  et  je  vous  prie  de  me  regarde! 
comme  un  de  ceux  qui  vous  aiment  et  qui  vous  admirent  le  plus 
C'est  dans  ces  sentiments  que  j'ai  l'honneur  d'être, 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

'  Laplàce. 
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II. 

«  Ce  dimanche,  lo  mars  178a. 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Je  suis  très  flatté  que  mes  recherches  sur  les  suites  ayent  pu  fixer 
telles  momens  votre  attention  ]  j'aurois  bien  désiré  que  vos  oc- 
pations  vous  eussent  permis  de  suivre  l'analyse  que  j'y  donne  du 
Même  des  cordes  vibrantes  au  moyen  du  Calcul  intégral  aux 
fmnces  finies  partielles,  car  il  me  paroît  évident  par  cette  ana- 
e  que  toute  figure  initiale  de  la  corde  dans  laquelle  deux  côtés 
itigos  ne  forment  point  entre  eux  un  angle  fini  peut  être  admise, 
iden  peu  de  mots  à  quoi  se  réduit  mon  raisonnement. 
il  Ion  nomme  j^x,f  l'ordonnée  d'une  corde  vibrante  dont  Tab- 
ise  est  X,  t  désignant  le  temps,  il  est  clair  que  la  force  accélé- 
rice  du  point  de  la  corde  placé  à  l'extrémité  de  cette  ordonnée 
I  proportionnelle  à  la  différence  seconde  des  trois  ordonnées  qui 
ondent  à  x — rfx,  x,  x-^-dx^  c'est-à-dire  proportionnelle  à 
.dx^t — 2^x,r-J-J^x+</x,f  î  de  plus,  cette  force  sera,  par  les  prin- 
es  de  Dynamique,  proportionnelle  à  ddjx.ti  cette  différence  se- 
ide  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  t.  En  la  mettant 
ic, comme  cela  se  peut,  sous  cette  forme  j^^,  t^dt —  ^Jx,  t  -+"JKjr,  t^dtt 
aura,  pour  déterminer  le  mouvement  de  la  corde,  Téquation 

Itant  un  cœfiBcient  constant.  Cette  équation  convient  incoutes- 
lement  àtous  les  points  de  la  corde,  excepté  aux  deux  extrêmes, 
it  le  premier  n'a  point  d'ordonnée  antérieure  et  le  second  d'or- 
inée  postérieure^  mais  ces  deux  points  sont  fixes  par  les  conditions 
problème.  J'observe  cependant  que,  pour  que  l'équation  précé- 
lie  subsiste,  il  est  nécessaire  que  deux  côtés  contigus  ne  forment 
int  entre  eux  un  angle  fini  ;  car  au  sommet  de  cet  angle  la  force 
célératrice,  qui  partout  ailleurs  est  finie,  seroit  infinie^  la  vitesse 
tangeroit  donc  brusquement  à  ce  point,  et  l'on  ne  pourroit  pas 

ipposer  la  force  accélératrice  égale  à       ''  >  comme  cela  est  néces- 
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saire  pour  que  rëquation  générale  du  problème  des  cordes  vibrantes 
puisse  avoir  lieu. 

Maintenant,  au  lieu  d'intégrer  l'équation  précédente  par  la  con- 
sidération des  infiniment  petits,  ce  qui  peut  laisser  des  doutes  sur  la 
discontinuité  des  fonctions    arbitraires  auxquelles  on  parvient,  je 
l'intègre  comme  une  équation  aux  diUerences  finies,,  et  dans  laquelle 
par  conséquent  dx  et  dt  sont  des  quantités  finies.  Il  est  visible  que, 
rien  n'étant    négligé  dans  cette  intégration,  les  résultats  que  je 
trouve  conviennent  également  au  cas  de  dx  et  de  dt  infiniment 
petits;  et,  comme  dans  le  cas  général  la  valeur  de  yx,e  se  construit 
en  plaçant   alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des 
abscisses  le  polygone  qui  représente  la  valeur  de  j'x,f  lorsque  f  =  o, 
on  doit  en  conclure  que  cette  même  construction  a  lieu  lorsque  dx 
et  dt  sont  infiniment  petits,  et  qu'ainsi  la  construction  que  vous 
avez  donnée  dans  vostre  Mémoire  sur  les  cordes  vibrantes  relati- 
vement aux   fonctions  analytiques  est  générale,  quelle  que  soit  la 
figure  initiale  de  la  corde,  pourvu  qu'aucun  de  ses  angles  ne  soit 
fini.  Il  ne  me  sera  pas  difficile  présentement  de  répondre  à  la  diffi- 
culté que  vous  me  faisiez  hier  à  l'Académie  sur  la  force  accélé- 
ratrice qui  a  lieu  au  point  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  toa- 
chent.  Pour  cela  je  considère  deux  arcs  de  cercle  BA,  B'A  qui  se 
touchent  au  point  A  et  dont  les  centres  sont  C  et  C.  La  force  accé- 
lératrice au  point  A  est  en  raison  inverse  du  rayon  osculateur  de 
ce  point,  et,  comme  il  appartient  également  aux  deux  arcs  AB,  AV, 
vous  me  demandiez  lequel  des  deux  rayons  CA,C'A  on  doit  choisir 
pour  représenter  la  force  accélératrice  du  point  A.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  j'observerai  que,  lorsqu'on  suppose  la  force  accélé- 
ratrice inversement  proportionnelle  aurayon  osculateur  au  point  A) 
cela  veut  dire  que,  si  l'on  prend  deux  points  M  et  M'  infiniment 
voisins  et  équidistants  de  A,  et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par 
ces  trois  points,  la  force  accélératrice  du  point  A  sera  en  raison  in- 
verse du  rayon  de  ce  cercle.  Cela  posé,  je  dis  que  cette  force  ne  sera 
inversement  proportionnelle  ni  à  CA  ni  à  C'A,  parce  qu'aucnn 
de  ces  deux  rayons  ne  sera  celui  du  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M,  A,  M'*,  mais,  si  l'on  prolonge  M' G  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre MC  en  O,  O  sera  le  centre  de  ce  cercle  et  la  force  en  A  sera 
réciproque  au  rayon  AO  5  or  il  est  facile  de  prouver  que  AO  est  égal 
au  produit  des  deux  rayons  CA  et  C'A,  divisé  par  la  moitié  de  leur 
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omme.  H  n'y  a  donc  point  d'ambiguïté  relativement  à  la  force 
accélératrice  du  point  A,  qui  sera  toujours  proportionnelle  à  la 
^flférence  seconde  des  trois  ordonnées  qui  passent  par  les  points 
M,  A  et  M'. 

Telles  sont,  Monsieur,  les  réflexions  que  j'ai  Thonneur  de  vous 

{Ksenter  sur  une  question  très  délicate  que  vous  avez  tant  de  fois 

agitée  et  sur  laquelle  l'opinion  dépend  de  la  manière  dont  on  envi- 

:  nge  le  problème.  Il  est  naturel  de  transporter  au  résultat  de  la 

Fig.  1. 


solution  la  continuité  qu'exige  la  méthode  dont  on  fait  usage  et  qui 
V>aTent  restreint  la  généralité  de  cette  solution-,  aussi  je  ne  suis 
point  surpris  que  notre  illustre  ami  M.  de  la  Grange,  qui  a  traité 
^  problème,   dans  le  Tome  III   des   Mémoires  de  Thurin,  par  la 
înéthode  des  suites  infinies,   ait  cru  la  continuité  nécessaire  entre 
*«  dillérences  quelconques  des  fonctions  arbitraires  \  mais  la  mé- 
Uiode  des  différences,  dans  laquelle  on  ne  néglige  rien,  est  exempte 
A;  ces  inconvénients.  Il  m'a  toujours  semblé  que  M.  Euler  a  été 
trop  loin  en  n'assujettissant  à  aucune  condition  les  fonctions  arbi- 
traires; mais  je  pense  que  vous  avez  été  trop  circonspect  en  les 
restreignant  aux  seules  fonctions  analytiques.  Cette  circonspection 
«toit  bien    naturelle  dans  l'inventeur  d'un  calcul  qui  offre  des 
résultats  aussi  vastes  et  aussi  inattendus  ;  mais  vous  ne  devez  pas 
trouver  mauvais  que  Ton  vous  prouve  que  votre  calcul  a  plus 
d'étendue  que  vous  ne  lui  en  aviez  soupçonné  d'abord.  Je  vous  prie 
de  croire  que  personne  ne  sent  mieux  que  moi  l'importance  et  la 
beauté  de  cette  précieuse  découverte  et  ne  vous  rend  à  cet  égard 
une  justice  plus  sincère,  à  laquelle  je  suis  porté  d'ailleurs  par  le 
sentiment  de  la  reconnoissance  pour  vos  premières  bontés,  que  je 
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n'oublierai  jamais.  J'ai  rhonneur  d'être  avec  toute  l'estime  et  II 
considération  possibles, 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Làplàce. 


LETTRE  DE  BORDA  A  GONDORGET. 


Réponse. 

\^  Et  moi  aussi  ^  mais  j'ai  fait 
voir  que  Thypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches  donnoit  le 
mouvement  du  fluide  assez  exac- 
tementlorsqu'une  certaine  quan- 
tité N  n'influait  pas  beaucoup 
sur  les  résultats,  et  c'est  le  cas 
de  toutes  les  questions  que  j'ai 
examinées. 

2°  Lorsqu'une  partie  du  fluide 
agit  sur  l'autre  comme  si  elle 
n'étoit  pas  contenue  entre  des 
parois,  il  y  a  nécessairement  une 
perte  de    forces  vives,   et,    s'il 


Profession  de  foi 
de  M,  de  Condorcet, 


i 


1°   Je  regarde  comme  hypo-  . 
thétique  toute  théorie  qui  n'est  \ 
pas  fondée  sur   le   mouvement 
des  particules. 


2°  Je  crois  qu'il  y  a  perte  de 
forces  vives  dans  le  choc  de  deui 
masses  de  fluide  ;  mais,  lorsqu'il 
n'y  a  point  de  choc  entre  le 
masses  ni  de  fermentation  dam 


Fig.  2, 


P  9 

n'y  en  avoit  pas,  il  s'cnsuivroit 
que,  si  l'on  supposoit  l'orifice/;^ 
infiniment  petit  par  rapport  au 


ce  fluide,  je  ne  vois  pas  pourquo 
on  la  supposeroit. 
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lergé)  le  fluide  entre-  j 
c  vase  avec  une  vitesse 

lis  du  même  avis,  c'est 
je  ne  me  suis  permis 
r  une  tranche  entière 
e  masse  unique  qu'a- 
montré,  dans  le  com- 
t  de  mon  Mémoire, 
isidération  des  difTé- 
ches  rcvenoi  t  au  même 
des  différents  canaux 
es  dans  tous  les  cas 
iminés. 

î  vais  point  contre  les 
lions  rigoureuses. 


'^'ji3 


3**  Je  regarde  comme  très-hy- 
pothétique toute  manière  d'éva- 
luer la  perle  de  forces  vives,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  la  valeur 
de  cette  perte  pour  chaque  par- 
ticule et  qu'on  ne  somme  ces  va- 
leurs. 


lémontré  le  contraire 
roîr,  outre  cela,  d'où 
»urdilé  du  résultat. 


la  solution  des  sy- 
M.  l'abbé  Bossut,  la 
nîfie  la  surface  supé- 
7jr.  p.  374,  ligne  der- 


4*^  Je  ne  crois  pas  que  dans 
un  vase  qui  se  vuide  par  un  trou 
percé  au  fond  la  dernière  tran- 
che tombe  (dans  les  premiers 
instants)  comme  un  corps  libre. 
Cette  conclusion  me  paroît  plus 
extraordinaire  encore  que  celle 
de  M.  d'Alembert,  sur  laquelle 
je  suspends  aussi  mon  jugement, 

5°  Je  ne  crois  pas  que  l'hypo- 
thèse qu'a  choisie  M.  l'abbé  Bos- 
sut soit  inadmissible  pour  le  cas 
où  le  fluide  environnant  est  très- 
étcndu  et  le  trou  très-petit. 

6°  En  examinant  la  solution 
du  syphon,  on  trouve  la  vitesse 
imaginaire  comme  dans  la  solu- 
tion du  vase  submergé  lorsqu'on 
cherche  la  vitesse  pom*  un  en- 
droit où  la  tranche  du  fluide  est 
infiniment  petite,  ce  qui,  d'après 
votre  propre  manière  de  compa- 
rer le  problème  à  celui  des  sy- 
phons,    prouve  la  nécessité  de 
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changer  les  signes, 
siste  à  croire  que  Vh 
M.  Tabbé  Bossut  doi 
vitesse  réelle. 

7*  Votre  solution 
ment  des  roues  est 
nieusc,  mais,  dans  le  c 
verticales,  elle  me  j 
hypothétique  que  l'a 
tre  manière  d'évalué 
sion  des  fluides  ne  ni 
tme  chose  démontrée 


7®  Si  vous  entendez  par  roues 
verticales  celles  dont  les  ailes 
remplissent  exactement  le  cour- 
sier dans  lequel  elles  se  meuvent, 
je  nie  la  proposition  •,  si  vous  en- 
tendez celles  qui  se  meuvent  dans 
le  courant  des  rivières,  je  n'en 
ai  pas  entrepris  la  solution  parce 
que  je  la  regarde  comme  trop 
au-dessus  de  tous  les  géomètres; 
mais  si  j 'a vois  voulu  y  appliquer 
la  théorie  ordinaire  de  la  résis- 
tance des  fluides,  je  n'aurois  cer- 
tainement pas  commis  la  même 
faute  que  M.  Tabbé  Bossut. 

Ma  manière  d'évaluer  le  choc 
des  fluides  est  la  même  que 
celle  de  tous  les  géomètres,  c'est- 
à-dire  que  je  dis  comme  eux  que 
ce  choc  est  proportionnel  au 
nombre  des  molécules  qui  frap- 
pent, dans  un  temps  donné, 
multiplié  par  la  vitesse  perdue 
par  chacune  de  ces  molécules. 


Voilà,  mon  cher  confrère,  ma  réponse  à  votre  pi 
foi  ;  je  suis  lâché  que  vous  ne  soyiés  pas  de  ma  croyance 
n'en  irons  pas  moins  tous  les  deux  au  paradis,  sauf  i 
sur  les  fluides,  et  je  répondrai  de  vive  voix  à  la  parti< 
votre  Lettre. 


Je  vous  embrasse  de  tout  mon  cœur. 


De  Bok 
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LETTRE  DE  FUSS  A  CONDORGET  (  *  ). 

Saint-Pétersbourg,  le  ij/qG  mai  1778. 
MONSIBUB, 

C'est  avec  un  plaisir  proportionné  à  rimportance  du  sujet  et 
à  rimpression  qu'il  a  faite  sur  moi  que  j'ai  appris  de  M.  J.-A.  Euier, 
mon  cher  et  respectaLle  amy,  que  les  deux  Mémoires   Sur  les  dé- 
rangements d*une  comète  qui  passe  près  d'une  planète,  que  j'ai 
eu  l'honneur  d'envoyer  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  avec  la 
devise  Non  jani  prima peto^  Afnestheus,  etc.,  ont  remporté  le  prix. 
Mais  j'ai  été  surpris  en  même  temps  d'apprendre  que  vous  n'avés 
reçu  ni  le  billet  que  j'avois  ajouté  à  mon  premier  Mémoire,  adressé 
à  M.  de  Foucliy,  ni  celui  du  supplément,  que  M.  Euler  le  fils  eut  la 
complaisance  de  vous  adresser,  et  qui  contenoient  l'un  et  l'autre  les 
éclaircissements  nécessaires  qu'on  a  coutume  d'ajouter  aux  pièces 
concourantes.   M.  Eider  pourroit  appuyer  de  son  témoignage  l'as- 
surance que  je  n'ai  pas  manqué  à  cette  formalité. 

Je  me  fais  un  devoir,  Monsieur,  de  vous  réitérer  ici  la  décla- 
mation contenue  dans  les  billets  égarés  :  que  c'est  uniquement  à 
^on  illustre  maître,  M.  Euler  le  père,  dont  les  soins  et  les  in- 
structions sont  depuis  quatre  années  le  bonheur  de  ma  vie,  que  je 
suisrcdeval)le  d'avoir  pu  présenter  à  votre  illustre  Académie  quel- 
que chose  qui  ne  fut  pas  indigne  de  son  approbation,  relativement 
^u  sujet  important  qu'elle  avoit  choisi  deux  fois  et  proposé  à  l'orbe 
littéraire,  parce  que,  outre  que  c'est  à  lui  seul  que  je  dois  le  peu 
^e  lumières  que  j'ai  acquises,  il  m'a  non-seulement  encouragé  à 
^umcttre  à  tant  de  juges  éclairés  les  deux  Mémoires  qu'ils  vien- 
nent de  couronner,  mais  qu'il  m'en  a  même  suggéré  les  principales 
idées.  Le  seul  mérite  donc   sur  lequel  je  puisse  faire  quelque  pré- 
tension  est  celui  d'avoir  assés  bien  saisi  et  exécuté  les    idées  de 
nion  divin  maître,  pour  m'attirer  le  sullrage  inestimable  de  votre 
musire  Corps.  Ils  auroient  sans  doute  infiniment  gagné,  ces  idées, 
*  il  avoit  voulu  les  digérer  et  vous  présenter  lui-même 


v)  Toutes  les  Lettres  publiées  dans  ce  numéro  ont  été  trouvées  dans  les  papiers 
^  Condorcct  légués  à  l'Institut  par  M"»*  0*Connor-Condorcet,  sa  fille. 

M.  des  Sciences  math.,  1^  Série,  t.  111.  (Mai  1.S79.)  16 
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Daignés,  Monsieur,'  Hre  auprès  de  Tilluslre  Académie  rimer- 
prèle  des  sentiments  de  respect  vX  de  reconnoîssance  que  je  lui  dois  à 
tant  de  titres  :  je  ne  trouve  point  d'expressions  assés  fortes  pour 
vous  dépeindre  ceux  dont  je  suis  pénétré  en  ce  moment. 

M.  J.-A.  Euler,  qui,  ayant  été  plusieurs  fois  dans  le  cas  pré- 
sent, saura  mieux  que  moi  les  formalités  et  les  mesures  à  prendre, 
aura  la  complaisance  de  vous  dire  à  ma  place  quelques  mots  sur  les 
moyens  de  me  faire  parvenir  l'argent  qui  m'est  destiné.  Je  pense 
que  le  plus  sur  seroit  si  vous  vouliez  bien  faire  négocier  et  m  en- 
voyer une  lettre  de  change  de  Holande,  qui  sont  partout  les  plus 
sures  et  les  plus  recherchées. 

Agréés,  Monsieur,  l'hommage  d'un  jeune  géomètre  qui  ni 
d'autre  mérite  que  celui  d'être  élève  de  M.  Euler  et  celui  de  pca* 
voir  vous  admirer  dans  vos  Ouvrages,  qu'il  a  le  double  avantage 
de  lire,  et  de  lire  à  son  divin  maître.  Il  y  a  longtemps  que  j< 
souhaite  une  occasion  de  vous  témoigner  le  profond  respect  qu< 
m'a  inspiré  la  profondeur  et  la  fécondité  de  votre  génie.  La  voili 
qui  se  présente  aujourd'huy  et  elle  nepourroît  être  ni  plus  flatteuse 
ni  plus  solennelle  pour  celui  qui  a  l'honneur  d'être  avec  tous  le 
sentiments  de  la  plus  haute  vénération  et  de  la  plus  parfaite  estime 

Monsieur, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 

Nicolas  Fuss, 

Adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciencet. 

P. "S.  — M.  Euler,  qui  vous  fait  assurer  de  son  amour  et  de  sc^ 
estime,  me  charge  de  vous  demander  si  par  liazard  vous  n'auritf 
pas  reçu  la  dernière  Lettre  qu'il  vous  a  adressée  (j'ai  oublié  sou 
quelle  date,  quoiqu'elle  soit  écrite  de  ma  main),  vu  qu'il  n'a  poin 
reçu  de  réponse.  Elle  contenoit,  comme  une  des  précédentes,  quel 

ques  réflexions  sur  la  formule  intégrale    /   -^—^ — ?  qu'il    ob 

serve  pouvoir  être  rendue  rationnelle  moyennant  la  substitution 

singulière  x  = —^  quoiqu  il  ait  cru  autrefois qu  i 

soit  impossible  de  la  réduire  à  la  rationalité   par  quelque  substi- 
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alion  que  ce  soît,  parce  qu*il  en  pouvoit  exprimer  riiitégrale  par 
es  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle.  Il  y  avoit  ensuite  ajouté  quel- 
ues  observations  sur  la  somme  des  quarrés  des  coefficients  d'une 
uissance  quelconque  d'un  binôme  et  Tessentiel  de  la  méthode  dont 
s^est  servi  pour  ces  sommations  dans  un  Mémoire  présenté  à 
Hre  Académie. 


LETTRE  DE  JEAN-ALBERT  EULER  A  GONDORGET. 

A  Saint-Pétersbourjr,  ce  ifi/aG  may  177^^. 

MONSIBUR  ET  TRÈS  ILLUSTRE  CoNFRÈRE, 

L'auteur  de  l'écrit  sur  la  perturbation  des  comètes,  auquel 
)tre illustre  Académie  vient  d'ajuger  le  prix,  est  M.  Fuss,  élève 
s  mon  père,  et  adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  pour 
s  Mathématiques.  Il  aura  l'honneur  de  vous  le  notifier  lui-même, 
lonsieur,  dans  une  Lettre  qu'il  m'a  promis  de  me  remettre  encore 
î  soir  pour  la  faire  partir  avec  la  mienne.  J'ai  été  bien  surpris  de 
5ir,  par  votre  obligeante  notification,  qu'il  ne  s'est  point  trouvé 
*  billet  cacheté  ni  à  la  pièce  même  que  j'ai  eu  l^honneur  de  vous 
Iresseren  iJjS,  ni  au  supplément  qui  vous  est  parvenu  l'année 
ïssée.  M.  Fuss  m'assure  en  avoir  joint  à  Tune  et  a  l'autre;  il  faut 
>nc  qu'ils  ayent  été  égarés  par  mégarde,  dont  je  suis  bien  fâché, 
irce  que  par  là  le  public  a  été  pour  quelque  temps  détourné  d'un 
une  géomètre  qui  déjà  mérite  toute  son  attention,  et  qui,  quelque 
ur,  fera  l'admiration  de  l'Europe  savante.  Quant  à  la  manière  de 
i  faire  toucher  le  prix,  je  lui  ai  conseillé  de  vous  prier.  Monsieur, 
le  vous  lui  en  fassiez  remisse  par  une  lettre  de  change  sur  la 
(Jlande,  de  la  même  manière  que  mon  père  a  touché,  il  y  a 
lelcpie  tems,  les  mille  roubles  dont  votre  très  gracieux  Roy  a 
ien  voulu  le  gratifier. 

Mon  père  se  porte  très  bien  au  sein  de  sa  nombreuse  famille  ; 
*s<ia'ici  il  ne  discontinue  point  de  travailler  journellement  à  des 
Mémoires  de  Géométrie  et  de  Physique  qui  entreront  dans  nos 
^ctes  académiques.  Ensuite,  pour  se  délasser  et  se  donner  du  mou- 
'Cïïiem  nécessaire  à  la  conservation  de  sa  santé,  il  s'amuse  à  alman- 
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ter  des  barres  d*Qcier  trempé,  dont  îl  a  un  très-grand  nombre  de 
dîirérentes  dimensions^  il  en  a  de  3o  pouces  de  long  sur  a -^pouces 
d'épaisseur  en  quarré  qu'il  travaille  et  frotte  avec  des  lames  de 
24  pouces.  Il  vous  remercie  infiniment  de  la  part  obligeante  que 
vous  me  prenez  h.  son  état  et  vous  prie  d*ètre  très  persuadé  de 
son  parfait  retour.  Mais  il  ne  comprend  pas  quelles  nouvelles  le 
comte  de  Schouvalov  vous  a  pu  donner  de  sa  santé,  lui  qui,  comme 
tous  ses  autres  compatriotes,  ne  se  souvient  guère  des  gens  de  notre 
état  et  les  voyent  le  moins  qu'ils  le  peuvent.  Mais  ces  messieurs 
sont  tout  autres  lorsqu'ils  voyagent  que  lorsqu'ils  sont  sur  leur 
fumier  :  passent  encore  les  b(;aux  esprits,  les  poètes  —  dont  ils  ne 
font  cependant  de  cas  qu'autant  qu'ils  les  amusent. 

Vous  aurez  actuellement  reçu,  Monsieur,  le  diplôme  acadé- 
mique que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  de  la  part  de  notre 
Académie,  et  dont  le  chevalier  de  Corberon,  votre  chargé  d'affaires 
à  notre  Cour,  a  bien  voulu  se  charger.  Je  dois  une  ample  répons* 
k  notre  digne  et  cher  confrère  M.  de  Lalande,  et  je  m'en  acquitte 
rai  avec  bien  du  plaisir  au  premier  jour  5  je  vous  prie  de  l'assureJ 
eu  attendant,  de  mon  inviolable  attachement. 

»  J'ai  l'honneur  d'être  avec  la  plus  parfaite  estime ,  Monsieii 
et  très  illustre  Confrère,  votre  très  humble  et  très  obéissant  ser 
viteur. 

Jean-Albert  Euler. 


DOMENIGO  GHELINI  (NOTICE  NÉCROLOGIQUE); 
Par  m.  L.  CREMONA  (*). 

Dominique  Chelini  naquit  le  18  octobre  i8oa  à  Gragnanc 
duché  de  Lucques,  d'une  famille  de  paysans  aisés.  Son  père,  Frac 
çois-Marie,  désira  qu'il  entrât  dans  la  carrière  ecclésiastique,  e- 
l'ayant  placé  à  Lucques  chez  une  famille  privée,  l'y  fît  instruicr 
dans  les  premiers  rudiments  de  la  langue  latine,  où  il  eut  poiM 

(*)  Lue  dans  la  séance  du  5  janvier  1S79  de  rAcadcmie  royale  des  Lincei. 
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maître  un  certain  P.  Puccinelli,  des  chanoines  de  Latrau.  Son  père 
étant  mort  lorsque  Dominique  était  encore  fort  jeune,  ses  frères 
souhaitèrent  qu'il  revint  dans  sa  famille,  soit  pour  éviter  des  dé- 
l)enses,  soit  pour  qu'il  les  aidât  dans  les  travaux  des  champs.  Mais 
le  P.  Puccinelli,  voyant  avec  regret  le  jeune  homme  interrompre  des 
études  où  il  avait  fait  et  promettait  encore  de  faire  de  grands  progrès, 
fit  tant  qu'il  parvint  à  faire  poursuivre  a  son  élève  la  carrière  entre- 
prise. Pendant  qu'il  était  encore  à  Lucques,  il  fut  initié,  parait-il, 
aux  études  de  Minéralogie  par  le  P.  Pictrini,  des  Se  no  le  pie,  pro- 
fesseur à  rUniversité  de  Rome.  Grâce  aux  soins  du  P.  Puccinelli, 
Chelini  fut  bientôt  admis  a  revêtir  Thabit  religieux  à  Rome,  où  il 
entra  dans  les  Scuole  pie  le  i8  novembre  i8i8y  et  (it  ses  études 
au  Collège  de  Nazareth,  de  1819  a  1826.  Il  y  eut  pour  professeur  en 
Philosophie  le  P.  Barretti,  eu  Mathématiques  le  P.  Gandolfi,  tous 
les  deux  de  l'Archigymnase  romain,  et  en  éloquence  le  P.  Bianchî, 
latiniste  de  grande  réputation.  U  se  distingua  a  la  fois  dans  les 
études  scientiGques  et  dans  les   études   littéraires,   si  bien  que, 
à  peine  eut- il    cessé    d'être    écolier,    il    fut  chargé    d'enseigner 
les  humanités    dans    le    même    Collège.    L'année    suivante,    il 
alla  professer  la   rhétorique   à  Narni,  où  il  fut  ordonné   prêtre 
(avril  1827).  Là,  se  trouvant  dans  une  résidence  tranquille  et  sui- 
vant rinclination  naturelle  de  son  esprit,  il  se  mit  avec  ardeur  à 
continuer  seul,  avec  le  secours  des  livres,  ses  études  mathématiques, 
entreprise  qui  fut  toujours  sa  principale  et  sa  plus  chère  occupation, 
et  qu'il  n'abandonna  jamais  jusqu'à  la  iin  de  sa  vie.  U  passa  une 
*nnée  à  Narni,  puis  une  autre  (1828-29)  à  Città  dclla  Pieve,  comme 
professeur  de  Philosophie  \  de  là  il  fut  transféré  avec  les  mêmes 
onctions  à  Alatri.  En  i83i,  il  tomba  gravement  malade,  et  alla  se 
^faitcr  à  Naples.  La  même  année,  il  fut  rappelé  au  Collège  de  Naza- 
reth et  il  y  obtint  la  chaire  de  Mathématiques,  qu'il  occupa  pendant 
^ne  vingtaine  d'années,  quoique,  pendant  plusieurs  années  à  partir 
Je  i836,  il  professât  aussi  la  Philosophie  en  l'absence  du  titulaire. 
Dans  les  derniers  mois  de  i843  et  dans  les  premiers  de  i844î  il  fit 
U  connaissance  de  Jacobi,  venu  à  Rome  pour  raisons  de  santé,  en 
"ïème  temps  que  Lejeune-Dirichlct,  Steincr,  Schliifli  et  Borchardt, 
et  il  s'acquît  la  bienveillance  et  l'estime  du  grand  mathématicien 
et  de  ses  illustres  compagnons. 
Eu  octobre  i85 1 ,  il  alla  comme  professeur  de  Mécanique  et  d'Hy- 
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draulique  à  l'Université  de  Bologne^  le  24  mai  1860,  il  perdit  sa 
place  pour  avoir  refusé  de  prendre  part  à  la  solennité  religieuse  de 
la  fête  du  Statut,  et,  le  5  novembre  de  la  même  année,  il  fut  rétabli 
dans  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle  par  une  décision  exception- 
nelle sous  forme  d'un  arrêté  ministériel,  le  nommant  professeur 
extraordinaire  pour  un  temps  illimité,  avec  dispense  du  serment  et 
les  mêmes  appointements  dont  il  jouissait  auparavant  comme  pro- 
fesseur ordinaire.  Mais,  eu  octobre  i863,  on  commença  à  ne  plus 
vouloir  respecter  la  position  exceptionnelle  de  Chelini-,  on  lai  si- 
gniGa  un   arrêté  qui  le  nommait  professeur  extraordinaire  pour 
Tannée  scolaire  suivante,  comme  c'est  l'usage  pour  les  professeurs 
extraordinaires.  Ce  procédé  ailecta  très-péniblement  Chelini,  qui 
aimait  sincèrement  la  patrie  italienne  et  qui  était  absolument  in- 
capable de  s'associer  k  tout  acte  hostile  au  gouvernement  national; 
sur  ses  sentiments  à  ce  sujet,  ses  intimes  amis  peuvent  lui  rendre 
le  plus  complet  témoignage.  Un  an  après,  le  ministère  lui  demanda 
de  prêter  le  serment  politique,  et,  sur  sa  déclaration  qu'il  ne  pouvait 
le  prêter  à  cause  de  sa  position  ecclésiastique,  il  fut  destitué  par 
arrêté  du  18  décembre  1864.  A  cette  occasion,  les  professeurs  et  les 
étudiants  de  l'Université  de  Bologne  manifestèrent  de  diverses  ma 
nières  toute  l'estime  et  toute  l'alîcction  qu'ils  portaient  à  Chelini,  c 
toute  la  douleur  qu'ils  ressentaient  de  se  voir  privés  de  toute  esp^ 
rance  de  le  conserver  dans  leur  Université.   Chelini  supporta  s 
disgrâce  avec  une  admirable  sérénité  d'àme;  il  se  rendit  à  Lucqueî 
où  il  avait  de  nombreux  neveux  et  où  il  reçut,  à  sa  grande  couse 
lation,  un  album  des  portraits  photographiques  des  professeurs  d 
Bologne  et  de  ses  amis  scient itiques  des  autres  Universités. 

En  mars  i865,  il  alla  à  Rome,  où  on  lui  avait  fait  espérer  ui 
chaire  à  l'Université^  mais  ce  fut  seulement  en  septembre  18É 
qu'il  obtint  l'enseignement  de  la  Mécanique  rationnelle,  et  il  l'iuai 
gura  au  commencement  du  mois  de  décembre  suivant.  Quatre  ai 
après,  il  fut  de  nouveau  congédié,  alors  que,  Rome  étant  devem 
capitale  de  l'Italie,  on  lui  présenta  de  nouveau  le  dilemme  de  prêt 
serment  ou  de  se  retirer.  Depuis  lors,  il  enseigna  dans  l'Universi 
dite  du  Vatican,  tant  que  celle-ci  ne  fut  pas  fermée-,  après  cel 
il  se  consacra  à  l'enseignement  privé. 

11  espérait  obtenir  une  petite  pension,  qu'il  eût  destinée  à  s< 
courir  des  parents  dans  le  besoin^  elle  lui  fut  refusée.  Au  pri: 
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temps  de  1878,  TOrdre  civH  de  Savoie  luî  décerna  ua  petit  traî- 
tement  annuel,  qu'il  accepta  avec  une  vive  gratitude;  mais  il  ne 
lui  fut  pas  donné  d'en  toucher  le  premier  trimestre,  la  mort  Tayant 
surpris  le  16  novembre,  après  quelques  jours  de  maladie,  au  Col- 
lège de  Nazareth,  où  il  habitait  depuis  i86j. 

11  était  membre  de  l'Académie  des  Lincci  depuis  1847?  ^^  TAca- 
iémie  de  Bologne  depuis  i854  et  de  la  Société  Italienne  des  Qua- 
rante depuis  i863.  Il  appartenait  en  outre  à  un  grand  nombre 
daatres  Académies  et  Sociétés  moins  importantes. 

Toute  sa  vie  fut  consacrée  aux  progrès  de  la  Science  et  de  l'in- 
stnictiou.  Ses  publications  sont  au  nombre  de  cinquante- trois  et 
embrassent  une  période  d'au  moins  quarante-quatre  ans.  Son  pre- 
mier travail  est  un  Mémoire  «  Sur  la  théorie  des  quantités  propor- 
lionnelles  »,  lu  à  l'Académie  des  Lincei  le  28  juillet  i834)  ^^  ^^^ 
dernier  est  un  Mémoire  «  Sur  quelques  questions  de  Dynamique  », 
présenté  à  l'Académie  de  Bologne  le  26  avril  1877.  Jusqu'à  ses  der- 
niers jours,  il  conserva  intacte  la  force  de  l'esprit  comme  celle  du 
corps.  Deux  semaines  environ  avant  sa  mort,  il  était  chez  moi  et 
me  parlait  d'une  question  qui  l'occupait,  et  de  la  solution  de 
laquelle  il  espérait  tirer  un  Mémoire  destiné  au  Recueil  de  l'Aca- 
démie de  Bologne. 

Je  sortirais  des  limites  qui  me  sont  Imposées  dans  cette  enceinte 
w,pour  peindre  au  vif  l'excellent  ami  que  j'ai  perdu,  j'essayais  de 
montrer  de  quel  génie,  de  quel  cœur,  de  quel  caractère,  de  quelle 
modestie  il  était  doué.  J'y  renoncerai  d'autant  plus  facilement, 
sacbant  qu'une  vraie  et  complète  biographie  sera  écrite  par  un  ami 
commun,  le  professeur  Beltrami.  Je  me  bornerai  à  terminer  cette 
Notice  en  citant  les  belles  paroles  par  lesquelles  M.  Beltrami  an- 
nonça à  l'Académie  de  Bologne  la  mort  de  Chelinl  :  «  ....  Ceux  qui 
I  ont  connu  l'ont  aimé.  Les  mathématiciens  qui  ont  étudié  ses  tra- 
vaux l'ont  admiré  et  aimé  en  même  temps.  C'est  que  sa  pensée 
^ientifique  était  limpide  et  sereine  comme  son  cœur,  et  le  souci 
<xmstantde  rendre  intuitives  les  vérités  les  plus  cachées  était  en  lui 
le  reflet  d'une  splendide  intelligence  non  moins  que  d'un  sentiment 
«quis  d'universelle  bienveillance.  L'entreprise  de  résumer  et  d'ex- 
pliquer la  longue  série  de  ses  travaux  sera  facile  et  agréable  à  celui 
Tii  devra  s'en  charger^  ce  sera  une  histoire  d'idées  belles,  bonntîs 
^^  Traies,  revêtues  de  formes  simples  et  élégantes  -,   ce  sera  une 
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nouvelle  preuve  delà  célèbre  maxime  :  «  Le  style,  c'est  l'homme.  >^ 
Malheureusement,  si  le  style  nous  reste,  Thomme  n'est  plus.  Lu.^ 
aussi,  ce  vétéran  de  la  Science  italienne,  dont  le  nom  sortait  ave< 
respect  de  la  bouche  des  étrangers  au  temps  où  nos  études  parta- 
geaient rabaissement  de  nos  destinées  nationales,  il  est  descendi: 
dans  la  tombe.  Il  attendait  son  dernier  jour  Tàme  tranquille*,  il 
avait  la  conscience  d'une  vie  noblement  dépensée.  Bénissons  la  me 
moire  de  Dominique  Chelini  :  c'est  la  mémoire  d'une  âme  candid< 
et  d'un  esprit  d'élite.  » 

Une  souscription  est  ouverte  pour  ériger  à  Chelini  un  modesL 
monument  daas  le  portique  de  l'Université  romaine,  où  il  a  ter 
miné  sa  carrière  comme  professeur  public. 

Voici  maintenant  la  liste  de  ses  publications  : 


Publications  scientifiques  de  Domenico  Chelini. 

I.  —  Giornale  Arcadico, 

\  .  Teoria  délie  quantité  proporzionali  (Memoria  letta  iiell'  Ace  - 
demia  dei  Lincei,  le  28  juillet  i834)-  (T.  LXXUI,  i83 
p.  166-190). 

2.  Teorica  de  valori délie  proiezioni.  (T.  LXXIV,  1 838,  p.  47-75" 

3.  Saggio   di  Geometria  analitica   trattata   cou  nuovo  metod 

(T.  LXXV,  i838,  p.  8o-i3o,  279-308^  t.  LXXVI,  i83: 
p.  3-65,  257-286) (*). 

\.  Formazione  e  dimostrazione  délia  formol  a  clie  dà  i  valori  deL 
incognite  nelle  equazioni  di  primo  grado.  (T.  LXXXV,  i84 
p.  3-12). 

5.  Nota  suUe  propriété  di  alcune  espressîoni  algebrichc  relati' 

aile  superficie  di  second'  ordine  e  sulla  riduzione  di  alcu 
integrali  multipli.  (T.  XCIV,  i843,  p.  49*57). 

6.  Teorema  di  Steiner  sul  volume  di  un  corpo  terminato  da  b£ 

1       r-  '■ ** 

(*)  Ce  travail  a  été  aussi  public  séparément  (Roma,  tipografia  délie  Belle  Arti,  i83 
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parallèle  e  circonscritto  lateralmcnte  da  uua  superûclc  rigata. 
(T.XCVI,  1843,  p.  3-16). 

7.  Sull'  equazione  cubica  pcr  la  qualc  si  detcrminaro  gli  assi 
principali  délie  superficie  di  second'  ordine^  jNota  del  sig. 
doit.  E.-E.  Kuminer,  prof,  in  Breslavia,  tradotta  dal  sig. 

C.-G.-J.  Jacobi  ed  annotata  dal  prof.  Domenico  Chelini. 
(T.XCVffl,  1844,  p.  71-82). 

8.  Equazioni  diiTcrenziali  del  moto  di  un  sistcma  di  punti  matc- 

riali.  (T.  C,  i844î  P-  129-136). 

9.  Equazioni  diflerenziali  del  moto  di  un  piancta  intomo  al  Sole 

intcgrate  connuovo  metodo  dal  sig.  C.-G.-J.  Jacobi  (estratto 
di  una Memoria  di  Jacobi  con  Note  del  prof.  dott.  Chelini). 
(Ihid.,  p.  i36-i4o). 

10.  Dimostrazioni  geomctriche  délie  trasformazioni  degli  intcgrali 

muliipli  relativi  aile  superficie  ed  ai  volumi.  (T.  CVI,  1846, 

p.  127-161). 

1 1 .  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodeliche  sopra  i 

praLoloidi.  {Ibid.,  p.  161-164). 

f—  Di  alcuni  teoremi  di  F.  Gauss  relativi  aile  superficie  curvc. 
(T.  CXV,  1848,  p.  357-284^  T.  CXVr,  1848,  p.  3.20).  * 

II-  — Aicco&a  scientifica  di  Palomba.  (Roma,  184^-1849)- 

\o.  Sulla  curvatura  délie  linee  e  délie  superficie.  (T.  I,  i845, 
P- io3-iog,  129-136,  140-1485  i56-i6o). 

1 1.  ciopra  uno  de'  tre  principî  che  formano  Tanello  di  unione  tra 
1  Algcbra  e  le  diverse  parti  délie  Matematiche.  (T.  II,  1846, 
P-  57-61,  73-77). 

15   T         •  •  •  .  . 

•  teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodetichc  sopra  i 

P^raboloidi(*).  (7A/rf.,p.93.97). 


(•) 


'^'^HiuctioD,  sauf  de  légères  variantes,  du  Mémoire  n"  11. 


a34  PREMIÈRE  PARTIE. 

16.  Determiuazione  geometrica  in  coordiuate  ellitticlie  degli  e^ 

menti  dsf^  ds^^  ds^  dcUe  tre  lince  d'inlersezîonc  5|,  5s,s- 
sccondo  cui  si  segano  în  un  punto  Ire  superficie  ortogoii^ 
di  secondogrado(À),  (p),  (v).  (7ifW.,  p.  lop-iiS,  i26-i3i 

17.  Principio  délie  velocilà  virtuali.  (T.  lU,  1847,  p.  i4^-i52 

18.  Sui  ccniri  deî  sistemi  geometrici.  (T.  V,  18497  p.  39-73). 

19.  SuU*  uso  sistematico  de*  principî  relatîvi  al  metodo  délie  coordi 

nate  rettilince.  [Ibid,,  p.  227-^63,  333-374)- 

m.  —  Annali  di  Scienze  jisiche  e  tnatematiche  compilati 

da  B,  Tortolini. 

20.  Jacobi  inRoma.  (T.  II,  i85i,  p.  i42-i43)  ('). 

31 .  Nota  sulla  spiegazione  delF  esperieuza  del  sig.  Foucaull  intori 
al  pendolo.  [Ibid,,  p.  243-246). 

22.  Osservazioni  sopra  una  Memoria  délie  sig.  Liouvillc  intorno  al 

tcoria  générale  délie  superficie.  [Ibid,,  p.  291-300). 

23.  Addizione  alla  Nota  sulle  oscillazioni  del  pendolo  :  nuova  d 

mostrazione  geometrica  del  principio  diuamico  de'  nioti  rcl 
livi.  [Ibid.,  p.  3ii-3i6). 

24.  Nota    sulla    risoluzione    in    numeri    interl    deir     equazio 

x'-hj2=N.  (T.  m,  i852,  p.  126-129). 

25.  Memoria  sulle  formole  fondamentali  riguardanti  la  eur\'atiz 

délie  superficie  e  délie  linee.  (T.  IV,  i853,  p.  337-394). 

IV.  —  Annali  di  Matematica  pur  a  ed  applicata,  pubblicatm 
da  B.  Tortolini.  (Roma,  1 858- 1866). 

26.  Sulle  proprietà  geometriclie  e  dinamiche  de'  centrî  di  perco 

ne' moti  di  rotazione.  (T.  VII,  1866,  p.  Q17-256). 


t        (*)  Cette  Notice  nécrologique  a  été  reproduite  dans  le  Journal  de  Crelle^  t. 
p.  g3»  et  dans  les  BeUrdge,  au  n^l&è des  Astronomische  Navhriçhten,  18^1» col.  39;-2 


i 

r 
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V.  —  Giornale  di  Matematiche  ad  usa  degli  sludenti  délie 
Universiià  italiane.   (Napoli). 

27.  Soi  leorema  del  prof.  Beltrami  esposto  a  pag.  21  del  vol.  V 

(1867,  p.  190). 

28.  Xota  sopra  i  sistemi  materiali  di  egual  momcnto  d'inerzia. 

(T.Xn,  1874,  p.  201-204)  (*). 


■    \I.  —  Bullettino  di  bibliograjia  e  di  storia  délie  Scienze  mate- 
K        niatiche  efaiche,  pubblicato  da  B,  Boncompagni,  (Roma). 

j    29.  Articolo  bibliografico  sugU  Éléments  de   Géométrie  di  E. 
Catalan.  (T.  I,  1868,  p.  54-56). 

;  30.  Rendiconlo  délia  sua  Memoria  a  Sulla  composizione  geome- 
tricade'  sistemi  di  rette,  di  aree  e  di  punti  ».  (T.  IV  ,1871, 
p.  i33-i36). 

31.  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Interpret^zione  geometrica  di 
formole  essenziali  aile  scienze  dell'  estensione,  del  moto  et 
délie  forze  ».  (T.  VI,  1873,  p.  533-535)  (2). 

^^.^  Atti  dell'  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei. 

<«.  Comunicazîone  intomo  alla  teoria  délie  superficie.  (T.  III, 
ï8oo,  p.  45*46). 

w.  Dimoslrazloiie  nuova  del  parallclogrammo  de'  moti  rotatori. 
(T.  IV,  i85i,  p.  377-380). 

^'  Rapporto  sul  premîo  Carpi  (lelto  nella  session  e  dell*  11  giu- 
gno  i865).  (T.  XX,  1867,  p.  84-88)  (»). 


(')  f^oir  un  article  bibliographique  dans  le  Bulleti/tf  t.  YIII,  1873,  p.  35. 
(  '  Dans  le  même  Volume,  p.  536-538,  est  reproduite  une  lettre  écrite  en  1839  par 
*"' ^oiosot  au  professeur  Chelini.  Articles  bibliographiques  dans  le  Bull,  des  Se, 
••'*.«  oifr.,  t.  VII,  1874,  p.   125,  et  dans  le  Jahrbuck   d'Ohrtmann,  t.  V,   1873, 

h  II-}. 

(  )  Article  bibliographique  dans  le  Bull,  det  Se.  math,  etastr.,  t.  II,  1871,  p.  ig» 
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35.  Nuova  diuiostrazioiie  clemeiilare  délie  proprietà  fondamenU 

degli  assi  pcrmancnli.  (T.  XXII,  1869,  p.  i47-i55)  (*), 

VIII.  —  Memorie  delV  udccademia  délie  Scienze  delV  Istilut 

di  Bologna, 

36.  Dctermlnazionc  analitica  délia  rotazione  de'  corpi  liberi  : 

condo  i  concetli  del  sig.  Poinsot.  (T.  X,  iSîp,  p.  583-62' 

37.  Délia  Icgge  onde  un  cUissoîdc  eterogeneo  propaga  la  sua  atli 

zione  da  punto  a  punto.  (a*  série,  1. 1,  1861,  p.  3-5 2)  (-). 

38.  Dei  inoti  geometriei  e  loro  leggî  nello  spostamento  dî  una 

gura  di  forma  invariabile.  [Ibid.,  p.  361-428)  (^). 

39.  Sulla  tcorla  de'  sisteiui  semplici  dî  coordinate,  e  suUa  discussi( 

deir  equazione   générale  di  secondo  grado  in    coordiu 
triangolari  et  telraedriclie.  [Ihid.^  t.  III,  i863,  p.  3-8 1)  ( 

40.  Délie  sezioni  del  cono  e  délia  prospettiva  nelF  inseguame 

délia  Geometria  analitica.  (T.  IV,  1864^  p.  44 1  "464)- 

41.  Dell'  uso  délie  coordinate  obliquangole  nella  deleruiiuazit 

de'  moinenti  d'inerzia.  (T.  V,  i865,  p.  143-175). 

42.  Sugli  assi  eentrali  dclle  forze  e  délie  rotazîonî  nell'  equiliL 

enel  moto  de'  corpi.  (T.  VI,  i866,  p.  3-55). 

43.  Dell'  uso  del  principio  geometrico  délia  résultante  nella  tec 

dei  tetraedri.  (T.  VII,  i8()7,  p.  79-99). 

44.  Délia  curvatura  délie  superficie  con  metodo  diretto  ed  iutuiti 

(T.  Vm,  1868,  p.  27-76)  (^). 


(*)  Articles  biblio(jr.  BuU.  des  Se.  math,  et  astr.,  t.  H,  1871,  p.  i/|8,  ei  Jakré 
d'Ohrtmanii,  t.  II,  i86()-7o,  p.  726. 
(•)  Article  hibliogr.  dans  VJrchiv  de  Grunert,  t.  XXXVIII,  i86a,  Bericht^  p.  7. 
(*)  Article  hibliogr.  Archives  de  Grunert,  t.  XWIX,  i863,  Bericfit,  p.  8. 
(*)  Article  bibliogr.  Archt\'cs  de  Grunert,  t.  XLI,  iSG.'i,  Bericht,  p.  6. 
(*)  Article  bibliogr.  Jahrbuch  d'Ohrtiuaiiii,  t.  I,  t8ti8,  |i.  sju. 


.  1^. 
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fS.  T<*oria  del/c  coordînale  curvîlin<»c  ncllo  spazio  e  iiellc  super- 
ficie. (T.  IX,  1869,  p.  483-533)  (  •  ). 

46.  Sulla  composizione  geometrica  de*  sistemi  di  rette,  di  aree  e  di 

punii.  (T.  X,  1870,  p.  343-391)  (-). 

47.  Sulla  nuova  geometrîa  de'  complessi.  (3*  série,  T.   I,   1871, 

p.  1 25-1 53,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto  délie  sessioni  de 
la  même  Académie,  1 870-7 1 ,  p.  74-75  )  (  '  )  • 

48.  lDteq)retazioiie  geometrica  di  formole  essenziali  aile  scienze 

deir  cstensione,  del  moto  et  délie  forze.  (T.  III,  1873, 
p.  ao5-246,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto,  etc.,  1872-73, 

p.  70-72). 

49.  Sopra  alcuni  punti  notabili  nella  teoria  elementarc  de*  te- 

iraedrie  délie  coniche.  (T.  IV,  1874,  p.  223-253,  avec  extrait 
àsxi%\t Rendiconto,  etc.,  1873-74,  p.  77-78)  (*). 

50.  Iniorno  ai  poligoni  inscritti  c  cîrcoscritti  aile  coniche.  [Ibid., 

p.  353-357). 

51.  Intorno  ai  prîncipî  fondamental!  délia  Dlnamica  con  applica- 

zioni  al  pendolo  ed  alla  pcrcussîone  de*  corpi  secondo 
Poinsot.  (T.  VI,  1876,  p.  409-4^91  avec  extrait  dans  le 
Rendiconto,  etc.,  1875-76,  p.  54*63)  (^). 

52.  Sopra  alcune  question!  diuamiche.  Memoria  chc  fa  seguito  a 

<iuella  intorno  ai  principî  fondaraentali  délia  Dinamica. 
(T.  Vin,  1877-78,  p.  273-306). 


{•)  Article biblioçr.  JaJtrbuch  d'Ohrtmann,  t.  I,  1868,  p.  i5i. 

(')  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr.y  t.  IV,  1873,  p.  5/|8,  et  t.  VII,  1874, 
p  3^i;  /oArAitcA  d'Ohrtmann,  t.  II,  1869-1870,  p.  699,  et  Giorn.  di  Matent,^  t.  XII, 

»®7^,  p.  «. 

(•)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr.,  t.  IV,  1878,  p.  q5o,  et  t.  VII,  1874, 

P  i4i;  '«AriBcA  d'Ohrtmann,  t.  III,  1871,  p.  4ia,  et  Giorn.  di Matem.,  t.  XII,  1874, 

p.  )4. 

(*)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  Mtr.,  i'  série,  t.  I,  1877,  a"  Partie,  p.  81. 


a38  PREMIÈRE  PARTIE. 

IX.  —  Ouvrage  publié  séparément , 

53.  Eicmenti  di  Meccanica,  con  Appendice  sui  principi  fondameD 
tali  delle  Materna tiche.  Bologna,  Giuseppe  Legnani,  editon 
1860.  In-8,456  p.;  App.,  90  p.  (*). 


*^^^^ 


NOTE  SUR  LA  GTCLIDE; 

Par  m.  ELLIOT, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1 .  On  sait  qu'une  surface  S  dont  un  des  systèmes  de  lignes  it 
courbure  est  circulaire  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une  courbe  A.  Considérons  le 
cône  ayant  son  sommet  au  centre  d'une  des  sphères  et  dirigé  par 
la  caractéristique  située  sur  cette  sphère.  Ce  cône  est  de  révolation 
autour  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  A  par  son  sommet,  et  ses 
génératrices,  normales  à  la  sphère,  le  sont  aussi  à  la  surface  S. Il 
en  résulte  qu'on  peut  considérer  cette  surface  comme  la  trajectoire 
orthogonale  de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  la  courbe  Â 
et  leurs  axes  tangents  à  cette  courbe. 

Comme  par  un  point  quelconque  de  la  surface  S  passe  une  ligne 
de  courbure  du  système  circulaire,  on  voit  que  toutes  les  normales 
de  S  doivent  rencontrer  la  courbe  A. 

Réciproquement,  supposons  qu'une  surface  soit  la  trajectoire  or- 
thogonale de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  une  courbe  Âel 
leurs  axes  tangents  à  cette  courbe.  Un  des  cônes  ne  pourra  rcn 
contrer  la  surface  que  suivant  une  courbe  coupant  normalemeD 
toutes  les  génératrices,  c'est-à-dire  suivant  un  cercle,  et  tous  c< 
cercles  sont  évidemment  des  lignes  de  courbure. 

Ce  qui  précède  fournit  pour  la  détermination  de  la  surface  do 


(*)  Article  hiblio^.  Ann,  di  Matematica,   \^  série,  t.  III,  1860,  p.  a^S;  Arckii 
de  Grunert,  t.  XXXVII,  1861,  Bericht,  p.  4* 
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toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circulaires  un  procédé  assez 
simple.  Dup'm  a  trouvé  d'abord  cette  surface,  qu'il  a  appelée  cy- 
clide.  comme  enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  don- 
nées, et  M.  Mannheim  a  montré  qu'on  pouvait  la  regarder  comme 
la  trausibrmée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  tore. 

2.  LsL  surface  cherchée  devra  avoir  pour  normales  les  droites  qui 

lencontreiit  deux  courbes  Â  et  B.  Les  normales  passant  par  un 

point  de  A  sont  les  génératrices  du  cône  qui  a  son  sommet  en  ce 

point  et  (pii  passe  par  la  courbe  B  \  ce  cône  doit  toujours  être  de 

révolution.  La  courbe  B,  qui  se  trouve  sur  une  infinité  de  cônes 

du  second  degré,  doit  se  réduire  à  une  conique  \  il  en  est  de  même 

de  A,  et  ces  deux  courbes  seront  l'ensemble  d'une  ellipse  et  d'une 

lijperbole  focales.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cône  ayant  son  sommet 

en  an  point  de  Tune  des  courbes  et  passant  par  l'autre  a  pour  axe 

h  tangente  à  la  première  courbe. 

La  surface  doit  avoir  pour  trace  sur  le  plan  de  l'hyperbole,  par 
exemple,  qui  est  un  plan  de  symétrie,  une  courbe  coupant  norma- 
lement toutes  les  droites  issues  des  sommets  de  Tellipse,  c'est-à-dire 
mi  système  de  deux  cercles  ayant  pour  centres  ces  sommets.  La 
spkère  variable  dont  la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  touchera 
^c  deux  sphères  fixes  ayant  pour  grands  cercles  les  cercles  dont 
Q  vient  d'être  question.  On  peut  d'ailleurs  assujettir  la  sphère  va- 
riable à  toucher  seulement  une  des  sphères  fixes  \  son  mouvement 
«era  déterminé,  puisque  son  centre  doit  décrire   l'hyperbole.  Le 
njon  de  cette  sphère  fixe  est  seul  arbitraire;  en  le  faisant  varier, 
ou  obtiendra  des  surfaces  parallèles  entre  elles.  La  sphère  variable 
louchera  constamment  une  infinité  de  sphères  fixes  dont  les  centres 
Privent  être  pris  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse.  Cela  résulte 
uunédiatement  de  cette  propriété  connue  que  la  diilérence  des  dis- 
Unces  d'un  point  de  l'hyperbole  à  deux  points  fixes  de  l'ellipse 
^l  constante. 
Uest  clair  que  les  surfaces  ainsi  définies  couperont  à  angle  droit 
lottles  les  droites  rencontrant  à  la  fois  l'ellipse  et  Thyperbole;  elles 
s«Toni  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  cônes  droits  passant 
par  VelHpse  et  de  ceux  qui  passent  par  l'hyperbole,  en  sorte  que 
1<^  deux  systèmes  de  leurs  lignes  de  courbure  seront  circulaires. 
Le  tore  s  obtiendra  comme  cas  particulier  en  supposant  que  l'el- 
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lipsc  se  rdduiso  A  un  cercle*,  l'iiyperbolc  focale  devient  alors  V^^ 
du  cercle. 

Nous  avons  supposé  les  courbes  A  et  B  distinctes.  Il  reste  à  »(r^ 
si  les  sécantes  doubles  d'une  courbe  gauche  peuvent  couper  vs$f^'^ 
malement  une  même  surface.  Le  cône  qui  est  dirigé  par  la  courir 
et  qui  a  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  devint 
être  de  révolution,  il  faut  que  cette  courbe  soit  une  cubique  gauche; 
mais,  en  outre,  Taxe  dû  cône  doit  être  la  tangente  à  la  courbe  me-j 
née  par  le  sommet,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  tangente  eA^ 
évidemment  une  génératrice  du  cône. 

3.  En  général,  les  normales  d'une  surface  sont  les  tangentes 
doubles  de  la  surface  2  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
principales.  La  condition  pour  que  D  ait  une  de  ses  nappes  otl' 
toutes  les  deux  réduites  à  des  lignes  conduit  aux  surfaces  admettant 
un  ou  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  d'une  surface  dont  l'un  des  sys- 
tèmes de  lignes  de  courbure  est  circulaire,  la  surface  X  se  réduit 
à  la  ligne  A  et  à  une  surface  S|   qui  est  Tenveloppe  des  cônes  ^ 
dont  la  surface  donnée  est  la  trajectoire  orthogonale. 

Réciproquement  si  l'on  cherche  une  surface  normale  aux  droites, 
qui  rencontrent  une  courbe  Â  et  qui  touchent  une  surface  2| ,  cette 
surface  ne  pourra  couper  le  cône  circonscrit  à  S|,  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  de  Â,  que  suivant  une  ligne  située  sur  une 
sphère  dont  le  centre  est  au  sommet  du  cône,  car  la  ligne  d'inter- 
section est  évidemment  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  dont 
une  des  développées  se  réduit  à  un  point.  La  surface  sera  l'enve- 
loppe des  sphères. 

Enfin,  si  Ton  veut  que  la  surface  S  se  réduise  à  deux  lignes,  Q 
faudra  que  la  surface  donnée  soit  de  deux  façons  différentes  l'enve- 
loppe d'une  sphère 5  elle  sera  donc  une  cyclide  de  Dupin,etles 
deux  lignes  seront  deux  coniques  focales. 
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^DMASS  (F.).  —  Beitrage  zur  Théorie  der  Kv^r} rmirrariir^i'^rtn  und 
iw:;/(e  Abtheiliing.  In-4*,  i56  p.  —  Leipzig,  1878. 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Ncumann  concerne  la  re- 
]irésentation,  au  moyen  d'intégrales  définies  et  de  séries  infinies, 
I  Jes  fonctions  sphériques  de  première  espèce,  ordinaires  ou  déri- 
fées,  définies  comme  intégrales  particulières  de  Téquation 


("       ^.D-^')£]--''("-')^-r^ 


Y=o 


I  —  ar^ 


^=  pour  y  égal  à  zéro  ou  différent  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  la 
V  fonction  P«(x)  est  assujettie  à  avoir  pour  x=r  1  la  valeur  finie  i 
^  et  â  être  infinie  pourx=  ao  ;  la  fonction  Qn{j^)  est  assujettie  à 
g  être  nulle  pour  cette  dernière  valeur  et  infinie  pour  la  première; 
de  plus,  on  doit  avoir 


Q-( 


a: 


'Pjz)€iz 


'=/_  "^ 


\  Dans  le  second  cas,  la  fonction  dérwée  de  seconde  espèce  Qn;(x) 
r  est  assujettie  à  s'annuler  pour  x  =  oo  et  à  devenir  infinie  pour 

X  =  ±  I  ;  en  outre,  le  facteur  laissé  arbitraire  par  ces  conditions 

est  déterminé  par  la  condition 

Q-yl-^J  — (>  —  •'^  )'  —j-f-' 

Les  fonctions  P„y  de  première  espèce  doivent  être  infinies  pour 
x=30  et  se  divisent  en  deux  classes,  selon  que  j  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  n.  Pour  la  première  classe  (  j'èn)^  on  a 

P,y(x)=(,-^)._^. 

La  seconde  classe  (/<C  '*)  s®  divise  en  deux  sous-classes  :  les  fonc- 
tions S«y(x)  s'annulent  pour  x  =  —  i  et  deviennent  infinies  pour 
X  =  -r-  I  •,  rinverse  a  lieu  pour  les  fonctions  T„y(x)  ;  enfin  on  a 

Q-y(^)=S,y(4:)-T„,(^). 
Buii.  fies  Sciences  mathém.^  1*  Série,  t.  III.  (Juin   1879.)  '7 
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La  série 

(tZ^)  [^•(•^-  i)"^-«.(-r--  i'"-'-h.    .J, 

substituée  d.ins  l'équation  (a),  permet  de  déterminer  deux  i 
grales  particulières  Yj  et  Zj,  dont  la   seconde  est  conjbrn 
Q„,(x)  (n'en  diffère  que  par  un  facteur  constant).  Les  express 
ainsi  obtenues  peuvent  être  soumises  à  sept  transformations  n 
tant  des  combinaisons  des  changements  de  x  en  —  x,  de  /  en  - 
de  71  en  —  n —  i,  qui  n'altèrent  pas  l'équation  (/z).  Delàrésul 
/luit  intégrales  particulières,  conformes  en  partie  les  unes 
autres.  De  cette  façon,  trois  intégrales  Z,,  Z,,  Z4  se  déduisen 
Zi,    trois  autres   Y,,  Yj,  Y^  de  Yj;  les  quatre  intégrales  Zi, 
Zs,  Z^  sont  conformes  à  Q„y(a:),et  M.  Neumann  détermine  les 
teurs  numériques  par  lesquels  ou  doit  les  multiplier  pour  les  re 
identiques  à  cette  fonction  :  de  là  résultent  quatre  séries  procé 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x  —  i  ou  dea--f-i, 
peuvent  représenter  Qn/lJ^)^  qui  sont  convergentes  pour  jt* 
et  se  réduisent  à  des  expressions  finies  poury  >/i.  De  même, 
j  ^/i,  lesquatre  intégrales  Yj,  Y,,  Y,,  Y^  peuvent  être  identiii 
P„y(a:);  lorsque  l'on  a  j^n^  deux  de  ces  intégrales  sont 
formes  à  S„/(x),  les  deux  autres  à  T„y(x). 

Relativement  à  ces  deux  dernières  fonctions,  l'auteur  im 
que  l'on  a 


•^oc 


T„,-{*)~i-l)>I.a...y(i  —a:^)'t  j 


(.V  —  z)J- 


Qnj{^)  =  -h s»y(x;  -  ,_i)y-s„y(-x) 

Outre  les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules, 
diées  par  lui  sous  le  nom  d'intégrales  de  première  espèce,  M. 
mann  introduit  les  intégrales  de  seconde  espèce 


\ 
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fjui,  pourj^n^  se  déduisent  des  premières,  à  un  facteur  constant 
près,  en  Jes  multipliant  par  (x*  —  i)',  et  au  moyen  desquelles 
on  peut  exprimer  S„/,  ï„y,  P«/.  Quant  à  Q„y,  on  a 


'  |y-lj(/-2^...(/-/î)\i-a:7  J_, 

et  cette  formule,   établie  pour  j  l>  /i,  subsiste  pour  les   valeurs 

f,  2, 3,. .  .<»  71  de  jj  en  levant  convenablement  l'indétermination. 

La  fin  de  cette  première  Partie  se  rapporte  aux  développements 

ries  diverses  fonctions  sphériques  suivant  les  puissances   ascen- 

dântes  de  x  et  à  l'expression  de  ces  fonctions  au  moyen  des  deux 

séries 

y  —  ")  17-+-"-+-  «  )  , 

I  .1 

J  —  ft  \  'J  —  /<  -f-  9. 1  (y -h  //  H"  i  '.  (./  -h  /y  -H  3  •    ^ 

I .2.3.4 


\ 


1  .2.3 


J* 


•  y  —  /^  -h  I  ■  f  y  —  /y  4-  3  )  (  y  -t-  /y  -f-  ?  U  7  4-  //  4-  4 1     , 
-+- — ; — .r   4-  .  ,  ,  . 

I .2.^4 -^ 

La  deuxième  Partie  s'ouvre  par  une  sorte  de  préface  où  sont  réu- 
nies les  diverses  relations,  à  forme  récurrente,  qui  lient  entre 
elles  les  fonctions  sphériques  à  indices  dillérents  et  leurs  premières 
dérivées,  ainsi  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  x  =  o,  dz  i,  oo  .  L'objet  principal  poursuivi  par 
r auteur  est  le  développement  en  séries  de  fonctions  sphériques  du 
produit  de  deux  telles  fonctions,  développement  dont  l'intérêt 
n'échappera  pas  au  lecteiu*.  M.  Neumann  parvient  à  l'eilectuer  en 
formant  Téquation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  satisfait  le  produit  de  deux  intégrales  particulières  quel- 
conrjues  de  deux  équations  différentielles  telles  que 

«7- 
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Lorsque  />  =7,  cette  équation  ne  monte  qu'au  troisième  ordre  ; 
y  a  là  un  résultat  facile  à  généraliser  :  cette  équation  a  évidemmci 
pour  intégrale  générale 

en  substituant  ensuite  une  série  de  la  forme 

A.P...+  A,P,,^A,P,^4-... 

à  la  place  de  Tinconnue,  on  trouve  quatre  manières  de  satisfaire 
cette  équation,  qui  correspondent  aux  quatre  intégrales  particu 
lières  et  conduisent  ainsi  aux  développements  cherchés.  A  ces  dé 
veloppements,  qui  ne  concernent  que  les  produits  de  fondions 
sphériques  ordinaires,  RI.  Neuniann  a  joint  ceux  qui  concernent 
les  produits  où  entrent  des  fonctions  sphériques  dérivées  du  pre 
mier  ordre.  Tous  ces  résultats  sont  réunis  dans  huit  tableaux 
dont  chacun  remplit  une  page. 

Enfin  il  en  est  fait  une  application  intéressante  aux  intégrai 
de  la  forme 


s: 


•X»    ^~~   M 


on   supposant   F(2)  =--- Pp(?)P,(2),  ou  (i  -z*)Fp{z)F,(r). 
P,(2)P'  («);  00  a,  par  exemple,  \>o\.ir  p^q, 

Q,(x)p,(x)=  r'?tiiif^)(,)rf,. 


FLAMMARION  (C).  —  Catalogue  des  étoiles  doubles  et  multiples  en  Mi 
VRMENT  RELATIF  CKRTAIN,  Comprenant  toutes  les  observations  faites  surchac 
couple  depuis  la  découverte  et  les  résultats  conclus  de  Tétqde  des  mou' 
ments.  —  i  vol.  in-8"  de  xiv  et  184  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  187^. 

Les  étoiles  doubles  font  aujourd'hui  l'objet  des  travaux  d'i 
grand  nombre  d'observateurs,  et  les  données  que  nous  possédo 
sur  ces  systèmes  physiques  vont  rapidement  en  augmentant,  • 
telle  sorl|î  qu'il  sera  bientôt  possible  de  calculer  d'une  manie 
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suffisainmeul  rigoureuse  les  orbites  du  plus  grand  nombre  d'entre 
elles.  Sans  doute,  bien  des  observations  sont  encore  nécessaires 
^       pour  cvhj  et  ce  n'est  pas  trop  des  forces  d'une  réunion  d*astro- 
DOQies  pour  conduire  à  bonne  (in  des  recherches  aussi  laborieuses  ; 
mais  c'est  précisément  parce  que  le  travail  à  accomplir  est  presque 
p'gautesque,  qu'il  importe  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  perdues  et 
qu'il  est  indispensable  que  les  observateurs  choisissent,  parmi  les 
11000  étoiles  multiples  aujourd'hui  signalées  comme  pouvant  être 
physiquement  associées,  celles  pour  lesquelles  les  données  sont 
encore  incertaines  ou  insuffisantes.  Un  catalogue  complet  des  étoiles 
doables,  une  collection  de  leurs  observations,  souvent  disséminées 
dans  des  publications  difficiles  à  obtenir,  était  donc  indispensable. 
L'amiral  Smyth,  dans  son  Celestial  Cycle,  a  bien  donné  autrefois 
une  collection  des  observations  faites  avant  lui;  mais  cette  collée- 
lion  est  actuellement  trop  incomplète  pour  pouvoir  être  de  quelque 
utilité  aux  astronomes.  Le  Catalogue  d'étoiles  doubles  de  J.  llerschel 
reufcroie  la  position  de  10000  de  ces  astres,  mais  il  ne  fait  pas  con- 
Dailre  leurs   positions  relatives;  d'un   autre    côté,   l'histoire  sy- 
noptique de  4000  de  ces  étoiles,   écrite  par  le  même  auteur,  est 
t'siw  jusqu'ici  manuscrite. 

Aucun  document  n'était  donc  préparé  pour  venir  en  aide  ;i 
'astronome  désireux  de  savoir  sur  quelles  étoiles  multiples  de- 
vaient se  porter  les  observations.  Cette  lacune  est  aujourd'hui 
■heureusement  comblée  par  le  Volume  de  M.  P'iammarion,  que  nous 
aîialîsons  ici ,  et  tout  le  monde  lui  sera  reconnaissant  d'avoir 
^onnë  aux  astronomes  une  statistique  qui  a  exigé  un  laborieux 
^^avail  de  plusieurs  années,  une  persévérance  digne  des  plus  grands 
éloges. 

Les  groupes  stellaires  dans  lesquels  M.  Flammarion  a,  après 
^c  discussion  graphique,  reconnu  un  mouvement  relatif  certain 
sont  au  nombre  de  819,  dont  781  doubles,  yi  triples,   12  qua- 
druples, 2  quintuples  et  i  sextuple;  c'est  donc  en  tout  174^^  étoiles 
div  ersemen  t  associ  ées . 

Certains  de  ces  groupes  ont  été   très-fréquemment  observés; 

pour  d'autres,  il  y  a  pénurie  presque  complète  de  mesures.  C'est 

ainsi  que,  tandis  qu'on  connait  près  de  200  observations  complètes 

^«7  de  la  Vierge,  3oo  de  J[  du  Cancer,  200  environ  de  Castor, 

M.  Flammarion  n'a,  pour  d'autres  étoiles,  trouvé  dans  les  Recueils 
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imprimés  que  quelques  mesures,  insuffisanles  par  leur  nombre 
par  leur  précision,  pour  décider  de  la  réalité  des  mouvements 
la  tifs.  Une  partie  de  ces  lacunes  a  été  comblée  par  des  observa- 
tions  faites  à  Paris  par  Tauteur  lui-même  et  surtout  par  d  obli- 
géantes  communications  de  MM.  Duner,  Engelmann,  Wilson  et 
Seabroke,  Gledhill,  Knot,  Doberck,  Barclay,  Dembowski,  Scbia- 
parelli,  Burnbam,  Stone,Newcomb,  Hall,  llolden,  qui  ont  transmis 
à  M.  Flammarion  des  observations  encore  inédites. 

Pour  cliaque  étoile,  M.  Flammarion  donne,  avec  le  nom  de  la 
constellation  n  laquelle  elle  appartient,  sa  lettre  ou  son  numéro 
dans  les  Catalogues  de  Flamsteedt  ou  de  Bode  ^  viennent  ensuite 
son  numéro  dans  les  Catalogues  d'étoiles  doubles  de  W.  Struve, 
d'O.  Struve  ou  d'Uerschel ,  puis  sa  position  pour  1880,  et  enfin  uue 
courte  description  du  groupe. 

Potu*  les  observations  mêmes,  la  date  est  donnée  en  centièmes 
d'année,  Taugle  de  position  en  dixièmes  de  degré  et  la  distance  eu 
centièmes  de  seconde.  Le  nom  des  observateurs  est  indique  par 
des  initiales,  dont  un  Tableau  spécial  donne  la  clef.  Toutes  les  ob- 
servations d'une  année  ont  été  réunies  en  une  moyenne  unique. 

Une  courte  Note  ajoutée  à  la  suite  des  observations  de  chaque 
étoile  fait  connaître,  avec  les  éléments  de  Torbite  lorsqu'elle  a  été 
calculée,  la  grandeur  et  la  nature  du  mouvement  orbital  et  lespa^ 
ticularités  physiques  les  plus  importantes  du  système;  c'est  une 
histoire,  en  général  très-complète,  des  diverses  recherches  faites 
sur  Tastre  considéré. 

Réduit  à  cette  première  Partie,  purement  statistique,  le  Volume 
de  M.  Flammarion  rendrait  déjà  d'importants  services,  mais  il 
prend  un  intérêt  plus  grand  encore  par  les  réflexions  que  la  cou- 
sidéra tion  de  l'ensemble  des  étoiles  multiples  a  inspirées  à  sou 
auteur  et  par  la  classification  qu'il  a  cru  devoir  faire  de  ces 
astres. 

Dans  leurs   classifications    antérieures,   l'amiral  Srayth,  lord 
Wrottesley,  le  P.   Secchi,  M.  Barclay,  etc.,  se  sont  accordés  » 
considérer  les  couples   en   mouvement  comme  physiques  et  1^* 
couples  demeurés  stationnaires  comme  simplement  optiques;  ma.^^ 
M.  Flammarion  fait  observer  qu'il  ne  suffit  pas    qu'une  étoi»^ 
double  offre  un  mouveiueiit  certain  pour  affirmer  qu'elle  est  o^ 
bilale,  et  qu'un  très-grand  nombre  de   ces  couples  prouvent  ^ 
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re,  par  la  nature  de  leur  mouvement,  qu'ils  ne  sont  dus 
perspective. 

dit  l'auteur,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  nous  pouvons 
la  nature  orbitale  du  couple  et  même  calculer  les  éléments 
orbite,  ou,  au  contraire,  affirmer  son  état  optique  et 
que  les  deux  composantes  ne  se  trouvent  actuellement 
ur  le  même  rayon  visuel  que  par  l'incertitude  des  mesures 
lard  des  perspectives  célestes,  cependant,  dans  un  grand 
le  cas  aussi,  l'exiguïté  du  mouvement  parcouru  laisse  le 
[>re  à  plusieurs  interprétations  :  il  n'est  pas  toujours  facile 
ider.  En  tenant  compte  de  la  distance  angulaire  des  com- 
de  leur  similitude  ou  de  leur  diilërence  d'éclat,  de  la 
de  la  difficulté  des  mesures,  de  la  grandeur  et  de  la  di- 
u  mouvement,  on  arrive  cependant  à  l'opinion  la  plus 
à  l'ensemble  de  l'examen  et  à  la  conclusion  la  plus  pro- 
lis  ce  serait  s'abuser  que  de  prétendre  apporter  une  rigueur 
tique  dans  les  conclusions  relatives  à  ces  cas  douteux.  La 
son  des  résultats  généraux  m'a  toutefois  conduit  h  consi- 
général  comme  orbitaires  les  couples  dont  la  distance  est 
'.  ou  au-dessous  et  comme  optiques  ceux  dont  la  distance 
i5  secondes.  Pour  les  autres  cas  douteux,  la  recberche  du 
Ht  propre,  la  forme  du  mouvement  relatif,  la  diilërence  de 
des  étoiles,  la  durée  de  la  période  d'observation,  sont 
n  ligne  de  compte  pour  la  conclusion  déilnitive.  » 
a  suivant  ces  principes  que  M.  Flammarion  a  dressé  et 
ans  les  dernières  pages  de  son  Volume,  une  classification 
oble  des  étoiles  doubles  suivant  la  nature  et  la  rapidité  de 
ivements  :  i°  systèmes  orbitaux  certains,  classés  suivant 
lis  leur  découverte,  le  compagnon  a  fait  autour  de  l'étoile 
une  révolution  entière,  les  trois  quarts,  la  moitié,  le 
::.,  d'une  révolution;  n^  les  systèmes  orbitaux  probables, 
ivant  l'ordre  de  probabilité;  3°  les  systèmes  physiques 
aels  le  mouvement  relatif  est  rectiligne;  4*^  les  systèmes 
•,  5°  les  étoiles  triples  non  ternaires;  6°  les  systèmes qua- 
;  7®  les  étoiles  quadruples;  8^  les  groupes  de  perspective; 
mpes  indéterminés,  etc.,  etc. 

d'après  cette  classification,  558  systèmes  orbitaux  cer- 
probables,  317  groupes  de  perspective,  17  systèmes  phy- 
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siques  dont  les  cumposantes  se  déplacenl  en  ligne  droite,  23 
ternes  ternaires,  3^  triples  non  ternaires,  formés  d'un  sji 
binaire  et  d'un  compagnon  optique. 

L'étoile  binaire  dont  la  période  est  la  plus  courte  est  d  du 
Cheval,  dont  le  mouvement  complet,  en  ligne  droite  sur  une 
gueur  de  o'^,  4^  s'elTectue  en  sept  ou  en  quatorze  années.  Vies 
ensuite  S 3 i3o  de  la  Lyre  ,  dont  la  période  est  de  seize  ans,  i 
la  Chevelure,  dont  la  période  est  de  vingt-cinq  ans,  etc.,  etc. 

Tel  est,  en  quelques  lignes,  le  résumé  rapide  des  documents 
semblés  et  discutés  par  M.  Flammarion  dans  l'Ouvrage  que 
avons  sous  les  yeux,  et  qui  prendra  certainement  place  dai 
bibliothèque  de  tous  les  observatoires  dont  les  astronomes  étuc 
les  étoiles  doubles.  G.  1 


SEUIŒT  (J.-A.),  membre  de  l'Instilut  et  du  Bureau  des  Longitudes.  —  C 
d'Algèbre  sitérieure.  4*  édition,  i  vol.  in-8*;  1877-79.  Paris,  Gaut 
Villars. 

Il  suffira  évidemment  de  signaler  à  nos  lecteurs  cette  nou^ 
édition  d'un  Ouvrage  dont  la  réputation  est  si  bien  établie.  L 
teur  a  fait  quelques  changements;  une  addition  assez  con; 
rable  a  été  introduite  au  Tome  II.  Un  Chapitre  nouveau  est  cens 
à  la  détermination  des  fonctions  entières  irréductibles  suivant 
module  premier  dans  le  cas  où  le  degré  est  une  puissance  du 
dule  (p.  190-ai  1).  M.  Serret  considère  successivement  le  cas  ( 
degré  est  égal  au  module  et  celui  où  le  degré  est  une  puissanc 
module. 

On  doit  remercier  M.  Serret  d'avoir  bien  voulu  donner  tou 
soins  à  cette  nouvelle  édition  et  d'avoir  mis  de  nouveau  à  la 
position  des  géomètres  un  Ouvrage  qui  leur  est  devenu  indis 
sable,  et  dont  l'édition  précédente  était  depuis  longtemps  épu 

G.  D. 
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P.  PCiSEUX,  —  ACCÉLÉBATION   SÉCULAIRE   DU   MOUVEMENT  DE  LA  LuNK. 

Résumé  des  trai^aux  antérieurs  sur  l' accélération  du  mouv^e- 
ment  de  la  Lune.  —  Etat  de  la  question. 

L'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  signalée 
ir  l'observation  longtemps  avant  qu'on  fut  en  mesure  d'en  assi- 
lerU  cause  par  la  théorie.  De  tous  les  phénomènes  astronomiques^ 
s  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  sont  ceux  qui  ont  le  plus  attiré  l'at- 
tition  des  anciens.  Ptolémée  nous  a  fait  connaître,  dans  VAlma- 
'Ste,  un  grand  nombre  d'éclipsés  de  Lune  observées  soit  par  ]vs 
ibyloniens,  soit  par  Hipparque,  soit  par  lui-même.  Malheureu- 
mont  les  nombres  qu'il  donne  sont  peu  précis,  et  il  y  a  lieu  de 
dndre  qu'ils  n'aient  subi  des  altérations.  Les  observations  arabes 
i  nous  sont  parvenues  paraissent  mériter  plus  de  confiance. 
est  par  l'étude  des  éclipses  de  Soleil  observées  en  Asie  par  Alba- 
lius,  à  la  fin  du  ix*  siècle  de  notre  ère,  que  Halley  a  pu  s'assurer, 
1695,  de  l'existence  d'une  équation  séculaire  dans  la  longitude 
la  Lune.  Il  ne  se  crut  pas  autorisé,  toutefois,  à  en  fixer  la  va- 
ir  numérique.  Ce  progrès  fut  accompli  cinquante  ans  plus  tard 
r  Dunthorne  et  Mayer.  Aux  observations  déjà  considérées  par 
illey  ils  joignirent  deux  éclipses  de  Soleil  observées  au  Caire  par 
D  Junis  à  la  fin  du  x*^  siècle,  ainsi  qu'un  grand  nombre  de  docu- 
mts  plus  récents.  Dunthorne  fut  ainsi  conduit  à  attribuer  au 
oyen  mouvement  de  la  Lune  une  accélération  de  10"  par  siècle, 
[m  une  discussion  qui  parait  avoir  été  plus  complète,  Mayer 
opta  le  chiffre  de  6^,7.  Dans  la  dernière  édition  de  ses  Tables  de 
Lune,  il  le  porta  à  9^^,  sans  que  l'on  sache  bien  les  raisons  qui 
il  déterminé  ce  changement. 

Aucun  de  ces  chillres,  toutefois,  ne  permettait  d'établir  un  ac- 
«tl  satisfaisant  entre  les  observations  et  les  Tables.  Frappé  de  ces 
ivergences,  Lalande  proposa  de  ne  faire  entrer  dans  la  discussion 
u'une  seule  des  éclipses  de  Ptolémée,  en  y  joignant  les  deux  ob- 
ervalions  faites  par  Ibn  Junis,  les  seules  dont  l'heure  puisse  être 
"^"gardée  comme  connue  avec  précision.  11  obtint  de  la  sorte  une 
confirmation  du  résultat  de  Dunthorne.  Lagrauge  fut  plus  réservé 
•W  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  1774-  Après 
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avoir  cherché  vainement  à  rendre  compte  par  la  théorie  du  fait  de 
Taccélération  séculaire,  il  émit  des  doutes  sur  la  réalité  même  de 
celte  accélération.  Selon  lui,  les  observations  anciennes  sont  trop 
vagues  et  trop  discordantes  pour  justiiier  les  conclusions  de  ses  de- 
vanciers. 

La  question  historique,  délaissée  pendant  plusieurs  années, 
entra  dans  une  phase  nouvelle  lorsque  Baily  eut  signalé  en  1811, 
dans  les  éclipses  totales,  un  nouveau  et  précieux  moyen  de  cod- 
trôle  pour  les  Tables  de  la  Lune.  Cette  fois^  ce  n'est  plus  aux  astro- 
nomes, c'est  aux  historiens  de  l'antiquité  qu'il  faut  s'adresser.  Les 
éclipses  totales  étant  excessivement  rares  en  un  point  donné  de 
notre  globe,  il  suffit  d'une  indication  même  approchée  de  temps  et 
de  lieu  pour  identifier  l'éclipsé  chronologique  avec  une  de  celles 
qui  sont  indiquées  par  les  Tables  \  a  une  condition  toutefois,  c'est 
qu'il  ne  subsiste  pas  une  trop  grande  incertitude  sur  la  valeur 
même  de  l'accélération  séculaire.  En  adoptant  pour  valeur  appro- 
chée lo''^  et  en  faisant  usage  des  Tables  de  Damoiseau,  M.  Âirj  fut 
conduit  à  élever  cette  valeur  à  10'', 72.  Enfin,  dans  son  Mémoire 
de  1857,  l'illustre  Astronome  Royal  d'Angleterre,  se  servant  des 
Tables  construites  par  M.  Hansen,  a  trouvé  que  la  valeur  de raccé- 
lération  séculaire  qui  rend  le  mieux  compte  des  éclipses  totales  de 
l'antiquité  est  de  12^,989,  soit  à  peu  près  i3".  Aucune  des  déter- 
minations théoriques  eflectuées  jusqu'à  présent  n'atteint  un  chiffre 
aussi  élevé. 

Les  géomètres,  cependant,  ne  s'étaient  point  laissé  décourager 
par   l'insuccès  de  Lagrange.   Bossut  avait  déjà,  en  176a,  présenté 
une  explication  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  milieu  très-raréfié, 
mais  résistant,  dont  l'influence  serait  plus  sensible  sur  la  Lune  que 
sur  les  planètes.  Lagrange  avait  écarté  cette  explication  commedé- 
mentie  par  le  ralentissement  de  Saturne.  Laplacc  montra  qu'il  suf- 
firait de  supposer  que  la  transmission  de  la  force  attractive  de  1^ 
Terre  à   la  Lune  ne  fut  pas  instantanée  pour  introduire  une  équ^ 
tiou  séculaire  dans  le  mouvement  de  notre  satellite.  Il  signala  ég^ 
lement  ce  fait  capital  qu'un  ralentissement  dans  la  rotation  de 
Terre  sur  elle-même,  fût-il  seulement  de  o*,oi  depuis  le  temj 
d'Hipparque,  amènerait  dans  le  mouvement  de  la  Lune  une  accéU 
ration  apparente  supérieure  à  celle  que  semblaient  exiger  lesobse: 
vations.  C'était  déplacer  la  question,  mais  non  la  résoudre,  Cê 
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aucune  câuse  connue  ne  semblait  devoir  afTecter  rinvariabilité  du 
ioor  sidérai.  Lagrange,  revenant  sur  la  question  en  1783,  dans  un 
rarail  inséré  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin,  montra 
De  les  variations  séculaires  de  l'excentricité,  de  l'inclinaison,  de 

longitude  du  nœud  ou  du  périhélie  d'une  planète  pouvaient 
tdaire  une  équation  séctdaire  dans  le  mouvement  d'un  astre 
isin,  au  moins  lorsqu'on  avait  égard  aux  secondes  puissances  des 
centricités  et  des  inclinaisons.  Faisant  l'application  de  sa  théorie 
(  actions   réciproques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  n'obtint  que 

résultats  négligeables,  et,  par  une  conclusion  trop  hâtive,  il  ad- 

qa'il  en  serait  de  même  pour  toutes  les  autres  planètes  de  notre 
tème.  C'est  ainsi  qu'il  se  laissa  enlever  par  Laplace  l'honneur 
ae  découverte  contenue  implicitement  dans  ses  formules. 
7est  en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  La- 
ce fut  mis  sur  la  voie  de  l'explication  si  longtemps  cherchée.  Il 
)nnut  qu'une  variation  séctdaire  dans  l'excentricité  de  l'orbite 
cette  planète  produisait  une  accélération  dans  les  mouvements 
f'ens  des  satellites.  Ce  résultat,  transporté  à  la  Lune,  lui  donna 
;  équation  séctdaire  peu  diflerentc  de  celle  qui  avait  été  déduite 

seules  observations.  Upc  circonstance  analogue  se  présenta 
ts  les  mouvements  du  nœud  et  du  périgée  de  l'orbite  lunaire, 
te  importante  découverte  fut  communiquée  à  l'Académie  des 
ences  de  Paris  le  19  novembre  1787  et  publiée  avec  détail 
mée  suivante  dans  le  Volume  de  V Histoire  de  V Académ^ie 
u*  1786.  La  première  partie  du  calcul  développé  dans  les  pages 
vantes  reproduit,  en  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel,  l'analyse  du 
md  géomètre.  Laplace  s'en  était  tenu  à  la  première  puissance 

la  force  perturbatrice  du  Soleil,  et  encore  n'avait-il  conservé 
s  la  partie  principale  du  résultat.  En  présence  de  l'accord  salis- 
sant du  chiffre  obtenu  avec  celui  que  Dunthorne  et  Lalande 
ûent  cru  pouvoir  déduire  des  observations,  Laplace  n'avait  pas 
;é  nécessaire  d'examiner  s'il  ne  serait  pas  modifié  par  une  ap- 
oximation  ultérieure. 

En  1820,  Plana  et  Damoiseau  reprirent  la  question.  Le  prê- 
ter, adoptant  la  forme  algébrique  pour  les  inégalités  lunaires, 
Ua  jusqu'aux  quantités  du  septième  ordre  la  série  qui  multiplie 
intégrale  yV^  rff  dans  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire.  C'est 
'^us  celle  forme,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  se  présente 
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le  résultai,  J  désignant  rexcenlricîléderorbîle  terrestre.  Il  ti-ouil 
ainsi  io'^,58  au  lieu  du  nombre  io'\  1 8  que  donnait  le  terme df 
La  place  pris  seul.  Par  une  voie  différente,  Damoiseau  obtin 
10^^,72.  Enfin  M.  Hansen  a  porté  ce  coefficient  successivemen 
à  1  i'^y47  ^'l  ^  12'' y  18.  La  méthode  employée  par  lui  n'a  pas  étépn 
bliée  in  extenso,  et  ce  résultat  emprunte  par  conséquent  toute  so 
autorité  à  l'exactitude  reconnue  des  Tables  de  la  Lune  publiées  pi 
son  auteur.  Il  est  bon  d'ajouter,  cependant,  que  l'accord  desTablf 
de  M.  Hansen  avec  les  observations  modernes  ne  serait  pasaltéi 
par  une  modification  apportée  au  coefficient  de  l'accélération  séco 
laire.  Ce  n'est  qu'à  une  époque  reculée  que  l'influence  de  cette  coi 
rection  se  ferait  sentir,  et  il  n'est  pas  encore  absolument  démontre 
au  jugement  de  iMM.  Airy  et  Delaunay,  que  les  observations  an 
ciennes  ne  puissent  être  représentées  par  les  Tables  actuelles,  ave 
une  valeur  dillérente  de  raccélération. 

Toutes  ces  déterminations  s'accordaient  à  fournir  pour  le  coeffi 
cient  considéré  une  valeur  un  peu  supérieure  à  10'',  lorsqi» 
M.  Âdams,  dans  un  Mémoire  lu  à  la  Société  royale  de  Londres  l( 
16  juin  i853,  vint  signaler  un  vice  de  méthode  dans  les  recherche 
de  Plana  et  Damoiseau.  Dans  les  équations  différentielles  qui 
définissent  le  mouvement  de  la  Lune,  ces  deux  savants  avaient 
traité  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  et  par  suite  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  comme  des  constantes,  pour  ne  leur  attri- 
buer le  caractère  de  variables  qu'après  l'intégration  faite.  Ce  pro- 
cédé, légitime  quand  on  n'a  égard,  comme  l'avait  fait  La  pi  ace,  qaî 
la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  cesse  de  l'ètrt 
quand  on  passe  aux  approximations  suivantes.  La  supposition  con- 
traire, la  seule  conforme  aux  faits,  introduit  dans  l'expression  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune  de  nouveaux  termes  proportion- 
nels au  carré  du  temps,  et  le  résultat  primitif  se  trouve  profondé- 
ment modifié.  Cette  conclusion  imprévue,  dont  nous  trouverons 
une  confirmation  nouvelle  dans  les  calculs  qui  vont  suivre, a étc 
parfaitement  mise  en  évidence  par  MM.  Adams  et  Delaunay.  Sonî 
renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  inséré  par  M.  ^ 
launay  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1864.  On  trouver: 
dans  ce  même  travail  une  confirmation  du  résultat  de  M.  Âdams 
obtenue  par  la  méthode  dont  Delaunay  a  fait  la  base  d'une  noi 
velle  théorie  de  la  Lune.    De  ces  recherches  et  des  calculs  pb 
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complels  dont  Delaunay  a  donné  le  résultat  dans  le  Tome  LXXII 
ie$  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  il  ré- 
nltequc  le  coefficient  de  Taccélération  séculaire  doit  être  réduit 
fi',  176.  C'est,  on  le  voit,  la  moitié  du  cliillre  de  M.  Ilansen.  Il 
«vient  d'ajouter  que  la  seule  cause  invoquée  dans  ces  travaux 
NU*  rendre  compte  de  Taccélération  séculaire  a  été  la  variation  de 
ncentricité  de  l'orbite  terrestre. 

Les  recherches  que  nous  venons  de  citer  ont  reçu  depuis  Tas- 
Dtiment  d'un  grand  nombre  de  géomètres.  Plana,  à  la  suite 
une  longue  controverse,  a  été  amené  à  reconnaître  la  nécessité 
\  modifier  ses  calculs  dans  le  sens  indiqué  par  M.  A  dams. 
!)f.  Lubbock  et  Caylcy  ont  obtenu  séparément  une  confirmation 
itière  de  la  théorie  nouvelle.  Le  Verrier,  cependant,  a  long- 
mps  combattu  la  modification  proposée  comme  inconciliable  avec 
s  observations  anciennes.  Jl  faut  répondre,  avec  Delaunay  1 
le  cet  argument  ne  saurait  être  décisif  dans  une  question  d'ana- 
se,  et  que,  si  la  divergence  annoncée  est  réelle,  la  cause  doit  en 
re  cherchée  dans  quelque  inlluence  physique  mal  étudiée.  Le 
ïrrîer  alléguait  moins,  du  reste,  ses  propres  recherches  que  Tau- 
rité  de  M.  Hansen,  qui  affirmait  avoir  obtenu  parla  théorie  seule 
n  coefficient  de  12''.  A  dire  vrai,  Tenét  produit  par  cette  décla- 
lion  a  du  être  un  peu  atténué  par  la  publication  d'une  Lettre  d(^ 
.  Ilansen  à  M.  Warren  de  la  Rue,  président  de  la  Société  Astro- 
Mnique  de  lx>ndres  (  '  ).  Dans  ce  document,  M.  Hansen,  tout  en 
laintenant  le  cliillre  proposé  par  lui  comme  le  plus  conforme  aux 
bservations,  reconnaît  comme  exacte  l'analyse  de  M.  Adams; 
éminent  astronome  de  Gotha  attribue  la  divergence  h  ce  qu'il  au- 
ût,dans  ses  propres  calculs,  traité  comme  constante  une  certaine 
luantité  Z,  dont  la  variation  rst  liée  à  celle  du  moyen  mouvement 
ie  la  Lune.  Nous  retombons,  on  le  voit,  dans  l'hypothèse  fautive 
le  M.  Plana.  En  vain  M.  Hansen  insiste  sur  la  concordance  remar- 
;|uable  que  l'hypothèse  S  =  o  établirait  entre  le  calcul  et  l'obser- 
>^alîon.  Un  tel  accord  ne  saurait  racheter  une  lacune  dans  la  théorie. 
Pour  s'en  faire  une  arme  contre  le  résultat  de  M.  Adams,  si  bien 
fonlirnié  par  tous  les  procédés  de  l'analyse,  il  faudrait  avoir  établi 


\  ,  Compta  reitdtis  des  séances  de  l' Acudéinie  des  Sciences ^  t.  LXII,  p.  704. 
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clairement  que  la  cause  dont  on  a  tenu  compte  est  la  seule  i 
puisse  modifier  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Rien  n'est  moins  démontré,  et  M.  Hansen  lui-même  donne,  a?( 
M.  Airy,  son  assentiment  aux  vues  de  Delaunay,  qui  a  chercl 
dans  une  nouvelle  cause  physique  agissant  sur  la  Lune  Texplia 
tion  du  désaccord.  Déjà  Laplace  avait  signalé  l'influence  qu'aura 
sur  le  mouvement  apparent  de  la  Lune  une  altération,  si  peti 
qu'elle  fût,  de  la  durée  du  jour  sidéral.  Dans  une  Communicatio 
faite  à  T Académie  des  Sciences  (  ^  ),  Delaunay  a  montré,  avec  ! 
clarté  ordinaire,  que  le  retard  de  la  marée  sur  le  passage  de  1 
Lune  au  méridien  doit  produire  un  couple  résistant  qui  ralentit  1 
rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  accroît  dans  la  suite  des  sièdi 
la  durée  du  jour  sidéral  et  entraîne  une  accélération  apparent 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  S'il  est  aisé  de  se  rendi 
compte  de  l'existence  d'une  pareille  cause,  il  Test  beaucoup  mois 
de  la  soumettre  au  calcul  et  de  se  faire  une  idée,  même  approchée 
de  la  grandeur  de  ses  effets. 

Le  dernier  travail  important  qui  ait  été  publié,  à  notre  connais 
sance,  sur  ce  sujet,  a  paru  en  1873,  dans  le  Recueil  des  Mémoire 
présentés  à  l' Académie  des  Sciences  (t.  XXI).  Dans  ce  Mémoire 
mon  père  a  démontré,  en  poussant  l'approximation  plus  loin  qui 
ne  l'avait  fait  Laplace,  que  la  variation  sécidaire  de  T inclinaison  d< 
l'orbite  terrestre  est  sans  effet,  dans  les  limites  des  temps  histo 
riques,  sur  l'accélération  du  mouvement  de  la  Lune.  Par  là  niênw 
se  trouve  écartée  l'hypothèse  d'une  équation  séculaire  due  au  dé- 
placement progressif  du  nœud  de  l'orbite  terrestre.  On  voit  en  effet 
à  l'inspection  de  la  fonction  perlurbatrice  de  la  Lune,  que  l'hypo- 
thèse qui  consiste  à  regarder  comme  nulle  l'inclinaison  de  l'orbiu 
terrestre,  supposition  permise  dans  la  recherche  de  l'équation  se 
culaire,  fait  évanouir  à  la  fois  tous  les  termes  où  Cgure  la  loDgitad( 
du  nœud.  Reste  le  déplacement  du  périhélie  de  l'orbite  terrestre 
que  Lagrange  avait  signalé  comme  pouvant  produire  une  équatioi 
séculaire  de  la  Lune.  Mais  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  fonction  per 
turbatrice  montre  qu'il  n'en  est  rien.  La  longitude  du  périhâie 
qui  dans  nos  formules  sera  désignée  par  r/,  n'entre  en  effet  qu 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences    t.  LXl,  p.  io33. 
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dans  les  termes  périodiques,  cl,  si  Ton  suppose  nulle  Tinclinaison 
deVorbilc  terrestre,  elle  se  trouvera  partout  associée  aux  longî- 
Uides  mojcnnes  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  ont  une  variation 
bien  plus  rapide.  Le  seul  effet  du  déplacement  du  périhélie  sera 
donc  de  modifier  légèrement  les  périodes  des  inégalités  de  la  Lune; 
il  ne  peut  en  résulter  d'équation  séculaire  dans  la  longitude. 

Calcul  de  l' accélération  séculaire  du  mouv^ement  de  la  Lune 

par  la  méthode  de  Poisson, 

Dans  la  première  approximation,  on  pourra  réduire  la  fonction 
perturbatrice  de  la  Lune,  telle  qu'elle  est  donnée  dans  TOuvrage 
deDelaunay,  à  sa  partie  non  périodique.  Il  suffira  d'y  remplacer 
Incentricitë  de  l'orbite  terrestre  par  son  expression  en  fonction 
da  temps,  qui  est,  d'après  Le  Verrier, 

e'=  3459",28  —  0,08755/  —  ©'',00000282/*. 

Enfin  l'on  intégrera  l'expression  qui  en  résulte  pour  la  dérivée  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune.  Le  calcul  ainsi  effectué  ne  diffère 
de  celui  de  Laplace  que  par  la  suppression  de  quelques  développe- 
ments étrangers  à  notre  objet. 

La  seconde  approximation  est  fondée  sur  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires,  modifiée  conformément  aux  in- 
dications données  par  Poisson  dans  son  Mémoire  de  i833.  On 
sassare  aisément  que  deux  arguments  différents  de  la  fonction 
perturbatrice  donneront  toujours,  quand  on  les  combinera  par  ad- 
dition ou  soustraction,  un  résultat  périodique.  Il  sera  donc  permis, 
dans  la  recherche  d'une  inégalité  séculaire,  de  limiter  successive- 
ment la  fonction  perturbatrice  à  chacun  de  ses  termes. 

On  peut  encore  abréger  le  calcul  en  profitant  d'une  remarque  fait(* 

par  Delaunay,  dans  les  additions  à  la  Connaissance  des  Temps 

pour  1862.  Si  Ton  s'en  tient  aux  premières  puissances  deTexcentri- 

dtéetde  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire,  la  fonction  perturbatrice 

se  réduit  à  vingt  termes,  dont  neuf  contiennent  en  facteur  l'excen- 

triciié-,  les  autres  n'en  dépendent  pas.  Les  termes  appartenant  à 

l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  catégories  peuvent  être  compris  dans 

une  même  forme  analytique  et  soumis  à  un  même  calcul.  Le  coef- 

ficicm  relatif  à  chaque  terme  se  tire  ensuite  de  la  formule  générale 
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par  de  simples  substitutions  numériques.  Li*  calcul  ainsi 
n'occupe  qu'un  petit  nombre  de  pages  et  permet  de  rc 
à  -^  de  seconde  près,  le  résultat  de  M.  Adams.  Il  met 
lumière  TinsuOisance  de  la  première  approximation.  II  € 
ellet  dans  la  fonction  perturbatrice  un  terme  périodiqu 
lui  seul,  produirait  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
grande  accélération  que  la  partie  non  périodique,  la  seul 
dérée  par  Laplace. 

Sans  sortir  de  la  seconde  approximation,  on  peut  obt 
précision  plus  grande  en  n'excluant  plus  que  les  puiss. 
rexcentricilé  et  de  Tinclinaison  égales  ou  supérieures  a 
trième.  Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  s 
ainsi  porté  à  trente-cinq  termes.  Comme  précédemment, 
chacun  de  ces  tenues  deux  applications  successives  de  la  mé 
Poisson,  de  manière  à  trouver  dans  la  dérivée  de  la  1< 
moyenne  la  partie  qui  contient  en  facteur  le  carré  de  Texc 
de  l'orbite  terrestre.  Les  ternu's  qui  rentrent  dans  une  mèn 
analytique  peuvent  être  traités  ensemble,  mais  ici  Tintri 
des  puissances  supérieures  de  e  et  de  o  amène  des  difléren 
il  est  indispensable  de  tenir  compte^  on  est  conduit  à  par 
trente-cinq  termes  de  la  fonction  perturbatrice  en  dix  grou] 
chacun  fait  l'objet  d'un  calcul  séparé. 

Pour  obtenir  partout  le  même  degré  d'exactitude,  f 
1^  compléter  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  perti 
par  l'introduction  des  termes  du  second  et  du  quatrièn 
dans  le  multiplicateur  de  e'^  ;  2®  chercher  la  partie  princip 
troisième  approximation  fournie  par  une  application  nouvc 
méthode  de  Poisson.  Cette  fois,  des  termes  non  périodiques 
apparaître  par  la  combinaison  de  trois  arguments.  Il  n'( 
plus  permis  de  réduire,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu*ici, 
tion  perturbatrice  successivement  à  chacun  de  ses  termes, 
dant,  comme  l'expression  que  l'on  veut  obtenir  ne  doit  rc 
ni  e,  ni  9,  ni  les  puissances  de  e^  supérieures  à  la  seconde, 
dès  le  début,  écarter  les  termes  de  la  fonction  perturbai 
contiendraient  ces  quantités  en  facteur.  Â  la  fonction  ains 
on  applique  trois  fois  la  méthode  d'approximation  de 
toujours  en  vue  d'obtenir  le  coeflicîent  de  e'^  dans  la  déri^ 
longitude  moyenne.  La  seule  précaution  à  prendre  dans  < 
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insiste  k  supprimer,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  les  termes  qui 
le  doivent  pas  influer  sur  le  résultat  final  et  dont  Tintroduction 
mduîrait  à  une  analyse  prolixe. 

Les  données  qui  ont  servi  à  réduire  la  formule  en  nombres  ont 
*  empruntées  aux  Tables  de  M.  Hansen  pour  les  éléments  de  la 
ne,  et  aux  Mémoires  publiés  par  M.  Le  Verrier  dans  les  annales 
l' Observatoire,  pour  ee  qui  se  rapporte  à  Torbite  terrestre.  Le 
efficient  du  carré  du  temps  dans  la  longitude  moyenne  de  la 
ne  se  trouve  ainsi  porté  à  6", 334-  Par  Teflct  d'une  telle  accélé- 
ion,  la  longitude  de  la  Lune,  à  vingt-cinq  siècles  de  notre  époque, 
accrue  de  plus  de  i".  Il  en  résulterait  une  modification  pro- 
dedans les  circonstances  d'une  éclipse.  Beaucoup  moindre  est 
ifluence  du  terme  en  f',  qui  apparaît  également  dans  la  longitude 
yenne  quand  on  remplace  e'  par  son  expression  en  fonction  du 
ips.  Après  vingt-cinq  siècles,  la  modiCcation  due  a  ce  terme 
is  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  serait  environ  de  2',  comme 
s'en  assure  par  un  calcul  facile.  Le  peu  de  précision  des  obser- 
ions  anciennes  qui  nous  sont  parvenues  permet  de  regarder  un 
déplacement  comme  sans  importance. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  que  la  partie  proportionnelle  au 
nps  dans  la  dérivée  de  la  longitude  moyenne  provenait  uni- 
ement  du  facteur  e'^.  Il  existe  cependant  dans  l'expression  de 
lie  dérivée  des  termes  en  e'^  et  en  e'*  qui,  lorsqu'on  remplacera  e' 
r  sa  valeur  en  fonction  du  temps,  ajouteront  au  coefficient  de 
ccélération  séculaire  des  parties  du  même  ordre  que  celles  qui 
tété  considérées  en  dernier  lieu.  On  s'assure  facilement  que  les 
mes  en  e'^  sont  négligeables;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
I  termes  en  e'^,  dont  plusieurs  dépassent  en  valeur  absolue 
;  de  seconde.  U  est  vrai  que  la  somme  des  termes  négatifs  dif- 
*€  peu  de  celle  des  termes  positifs,  circonstance  qui  se  présente 
iez  fréquemment  dans  les  recherches  astronomiques.  La  considé- 
lion  de  ces  termes  a  pour  ellct  de  réduire  le  coefficient  de  l'accé- 
ntion  séculaire  à  6'',3a8.  Selon  toute  apparence,  une  nouvelle 
)ptication  de  la  méthode  de  Poisson,  effectuée  en  vue  d'obtenir 
Imprécision  plus  grande,  ne  modifierait  que  le  cliiifrc  des  mil- 
^ttotes  de  seconde. 


^idl.des  Sciences  mathém.f  2*  Sôrie,  t.  III.  (Juin  1^79.)  '^ 
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DIX!   (U.)  —  FONDAMENTI  PER  LA  TEORICA    DELLB   FUNZIOM  Dl   VARIABILI  BEAU. 

-  Pise,  1878.  In-S",  407  pages. 

Depuis  iiii  certain  nombre  d'années,  on  se  préoccupe  de  meUre 
de  la  rigueur  dans  rétablissement  des  principes  de  l'Analyse,  de 
donner  i)lus  de  précision  aux  définitions  et  de  n'en  tirer  que  ce 
<|u'elles  contiennent^  la  nécessité  de  cette  révision  s'imposa  à  partir 
du  moment  où,  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries 
trigonométriques,  la  définition  de  Tintégrale  des  fonctions  discon- 
tinues fut  donnée  d'une  manière  précise,  définition  qui  entrainail 
comme  corollaire  l'existence  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de 
dérivée.  Depuis  lors,  les  travaux  de  Uankel,  de  MM.  Weierstrass, 
Du  Bois-Reymond,  Darboux  ont  éclairci  les  points  les  plus  impor- 
tants. De  son  côté,  M.  Dîni  prit  cette  matière  pour  le  sujet  d'une 
partie  de  ses  Leçons  pendant  l'année  scolaire  1871-1872  et  y  revint 
à  plusieurs  reprises.  Diverses  causes  ont  retardé  jusqu'à  l'an- 
née 1878  la  publication  de  l'Ouvrage  d'ensemble  qu'il  pi*éparait 
sur  les  diverses  questions  qui  se  rattachent  à  cet  ordre  d'idées; 
l'auteur  parait  craindre  que  son  livre  n'ait  ainsi  perdu  quelque 
peu  de  son  actualité^  quoi  qu'il  en  soit,  cet  Ouvrage  ne  perd  rien 
de  son  utilité,  maintenant  qu'il  importe  de  déterminer  la  niesu>i: 
dans  laquelle  il  convient  de  faire  pénétrer  dans  l'enseignemeutli 
substance  des  résultats  acquis  sur  ce  sujet  depuis  une  vingtaine 
d'années. 

M.  Dini  commence  par  préciser  les  notions  de  nombre  incom- 
mensurable et  de  limite.  Tout  nombre  pouvant  être  représenté  p*r 
un  point  sur  une  ligne  droite  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris 
sur  cette  droite  est  mesurée  par  ce  nombre  lui-même,  on  pourri 
parler  indilléremment  d'un  nombre  ou  du  point  qui  le  représente. 

Ainsi  la  notion  d'un  groupe  de  nombres  compris  entre  deux 
nombres  donnés  pourra  être  remplacée  par  celle  du  groupe  de 
points  correspondants  :  s'il  y  a  un  nombre  infini  de  tels  points,  il 
existera,  entre  les  deux  points  extrêmes,  au  moins  un  point  tel, 
que  dans  son  domaine  [intorno)^  quelque  petit  qu'il  soit,  il  jfti^ 
un  nombre  infini  de  points  du  groupe  considéré;  l'ensemble  de  ces 
points,  que  nous  appellerons  avec  l'auteur  points  limites,  est  le 
premier  groupe  dérivé;  si  ce  groupe  dérivé  est  infini,  il  donnera 
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lieu lui-nièiuo  à  un  second  groupe  dérivé,  etc.  Les  mêmes  considé- 
ratious  donnent  lieu  à  la  notion  de  limite  supérieure  et  inférieure 
d'un  groupe  de  nombres  ou  de  points.  La  fonction  d'une  variable 
dans  un  intervalle  étant  nettement  définie  par  ce  fait  que  sa  valeur 
est,  pour  toute  valeur  de  la  variable,  comprise  dans  Tintervalle 
considéré,  complètement  déterminée,  la  notion  du  maximum  et  du 
minimum,  de  l'oscillation  d'une  fonction  dans  un  intervalle  donné, 
la  preuve  de  l'existence  d'un  point  dans  le  domaine  duquel,  si 
petit  qu'il  soit,  la  fonction  prend  des  valeurs  aussi  voiries  qu'on 
le  veut  de  sa  valeur  maximum  se  déduisent  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, ainsi  que  les  conséquences  principales  de  la  continuitc,  si 
l'on  suppose  que  la  fonction  considérée  est  continue  :  en  partî- 
colicr,  une  telle  fonction,  dont  les  valeurs  sont  données  pour  un 
groupe  de  points,  prend,  par  cela  même,  des  valeurs  données  aux 
points  limites  de  ce  groupe;  elle  atteint  les  valeurs  maxima  et 
minima  dans  tout  intervalle  et  passe  par  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires. 11  y  a  lieu  de  remarquer  qu'une  fonction  continue,  dans 
ledomaine  d'un  point,  si  petit  qu'il  soit,  peut  présenter  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima;  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
fonctions  continues  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  font  ou  non 
un  nombre  infini  d'oscillations  dans  un  intervalle  donné. 

Pour  ce  qui  est  de  la  discontinuité,  il  y  aura  lieu  de  distinguer 
d'abord  les  fonctions  qui,  dans  un  intervalle  déterminé,  ne  sont  dis- 
continues qu'en  un  nombre  limité  de  points  et,  parmi  ces  dernières, 
celles  qu'on  pourrait  rendre  continues  en  modifiant  les  valeurs 
(pelles  prennent  aux  points  de  discontinuité.  On  remarquera 
encore  qu'une  fonction  peut  être  discontinue  d'un  côté  d'un  point 
«nsTètre  de  l'autre  côté.  La  discontinuité,  à  droite  de  la  valeur  a, 
pv  exemple,  sera  de  première  espèce  lorsque,  x  —  a  tendant 
▼ers  zéro  par  des  valeurs  positives,  la  fonction  tend  vers  une 
limite  déterminée;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  de  seconde 
^pece.  Une  fonction,  tout  en  étant  susceptible  d'une  définition 
analytique,  peut,  dans  un  intervalle  donné,  être  discontinue  un 
nombre  infini  de  fois  ;  elle  est  dite  ponctuellement  discontinue  si 
4>ns  toute  portion  de  cet  intervalle  elle  admet  des  points  de  conti- 
nuité, sinon  elle  est  totalement  discontinue. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  notion  de  dérivée  et  établit  la  suite 
^  propositions  qui  résultent  de  la  seule  supposition  de  l'existence 

18. 
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fie  la  fouctioii  dérivée.  Il  lait  ensuite  une  digression  nécessaire  j 

les  propositions  concernant  les  séries  uniformément  ou  non  coi 

vergentes,  et  donne  les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  affii 

nier  que  la  série  formée  en  prenant  la  dérivée  des  termes  d'un 

série  donnée  représente  la  dérivée  de  la  fonction  égale  à  la  somm 

de  cette  dernière  série.  Il  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pon 

evposer  le  principe  de  la  condensation  des  singularités,  principe  a 

moyen  duquel,  en  partant  d*une  fonction  qui  présente  en  un  poin 

quelque  singularité  relative,  soit  à  la  continuité,  soit  k  la  dérivé 

ou  aux  maxima  et  aux  minima,  on  peut  construire  les  expression 

analytiques  d'une  infinité  de  fonctions  qui,  dans  un   intervall 

donné,  présentent  la  même  singularité  en  un   nombre  infini  d 

points  d'une  portion  quelconque  de  cet  intervalle.  L'application  d 

ce  principe  fournit  de  nombreux  exemples  de  fonctions  continue 

n'admettant  pas  de  dérivées  déterminées  en  une  infinité  de  poinl 

aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

Relativement  aux  fonctions  continues  et  indépendamment  d 

toute  liypotliùsc  sur  la  possibilité  de  les  représenter  analytique 

ment,  M.  Dini  introduit  la   considération   suivante,  dont   il  tir 

grand  parti.  Soit  f{a')  une  telle  fonction,  continue  dans  Tinter 

11         7/      ^7\   1                   f{.r-^h\ — /{'T]     ,  ,  f.  , 

vallca,  b[a<^b)^  Je  rapport i  lorsquon  y  lait  va 

rier  h  de  zéro  Ai  —  x^  est,  en  excluant  la  limite  inférieure,  un 
fonction  continue  de  h  dans  cet  intervalle,  admettant  une  valeu 
maximum  et  une  valeur  minimum  qui,  d'ailleurs,  peuvent  ètr 
iulinies.  Ces  deux  quantités  L^  et  l^^  sont  des  fonctions  défmies  d 
x\  en  outre,  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  tendre  b  vers  jc,  les  nombre 
Ljr  (?t  Ix  qui  dépendent  de  h  tendront  vers  des  nombres  déier 
minés  A„  X„  la  valeur  de  x  étant  supposée  elle-même  déterminée. 
Les  deux  fonctions  A„  ^^  constituent  une  généralisation  de  li 
notion  de  dérivée  à  droite  du  point  x-^  elles  sont  égales  quand  celU 
dérivée  existe.  A  gauche  du  même  point,  on  obtiendra  de  même 
deux  fonctions  A'^,  X'^^,  qui  joueront  un  rôle  analogue.  La  considé- 
ration de  ces  fonctions  permet  eu  particulier  a  l'auteur  d'établir ui 
caractère  au  moyen  duquel  on  petit  affirmer,  pour  une  classe  impor 
tante  de  fonctions  continues,  l'existence  d'une  dérivée  à  droite  ( 
à  gauche. 

Passant  ensuite  aux  intégrales  définies,  M.  Dini  précise  netK 
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ment  le  sens  de  ce  mot  et  donne  les  conditions  pour  qu'une  l'onc- 
lion/(x)  soit  apte  à  l'intégration  entre  des  limites  données.  11 
établit  avec  rigueur  diverses  formules  permettant  d'obtenir  des 
valeurs  approchées  des  intégrales  définies;  citons,  en  particulier, 
laformulede  M.  Weierstrass,  où  Ton  suppose  que  la  fonction  (f(a: 
varie. dans  le  même  sens  quand  x  croit  de  a  à  (3, 


Celte  proposition  de  M.  Weierstrass  est,  du  reste,  extrêmement 
voisine  de  celle  donnée  par  M.  Bonnet  (p.  249  du  Journal  de  Liou- 
nlle  et  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries,  p.  8.  Aca- 
démie de  Bruxelles,  Mémoires  couronnés). 

EnGn,  pour  traiter  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signet  devient 
infinie,  ainsi  que  le  cas  où  Tune  des  limites  de  l'intégrale  est  infinie, 
il  reprend  et  développe  la  notion  des  intégrales  définies  singulières 
de  Cauchy,  et  établit  un  critérium  qui  permet  de  reconnaître  si 
l'inlégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 
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A  QUELLE  ÉPOQUE  VIVAIT  DIOPHANTE  ? 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

Quiconque  étudie  l'histoire  des  Mathématiques  est  nécessaire- 
ment frappé   du  vide  absolu  que  semble  présenter  le  iii**  siècle 
*près  J.-C.  Tandis  qu'au  11*  Ptolémée  marque  le  point  culminant 
de  cette  pseudo-renaissance  des  travaux  scienliliques  que  TEmpire 
fomain  ne  put  faire  aboutir,  on  ne  retrouve  après  lui  qu'à  la  fin 
du  IV*  des   auteurs   ayant  quelque  valeur  :  Diophante,  Pappus, 
Théon  d'Alexandrie.  Les  écrits  des  philosophes  du  m®  siècle,  Ana- 
tolius,  Porphyre,  Jamblique,  qui  ont  spéculé  sur  les  nombres,  font 
pHié,  même  à  côté  de  ceux  d'un  Proclus  au  v®  siècle,  d'un  Euto- 
ciusauvi*. 
tne  telle  lacune  est  d'autant  plus  inexplicable,  que,  malgré  les 
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troubles  politiques  du  m*  sièele,  Tépoque  était  réellement  pi 
favorable  pour  les  Sciences  que  celles  qui  suivirent.  La  littérattu 
en  général  ne  subit  nullement  une  pareille  décadence;  tootj 
contraire,  il  se  produit  alors  un  très-puissant  mouvement  philo» 
pliique,  celui  de  l'éclectisme,  indice  de  l'activité  des  esprits,  i 
Ton  ne  rencontrerait  pas  dans  THistoire  un  autre  mouvementseu 
blable  qui  ne  soit  contemporain  d'importants  travaux  mathémi 
tiques. 

Il  est  donc  clair  qu'il  y  a  lieu  d'examiner  s'il  n'y  a  pas  là  quelqi 
erreur  historique.  Lsener  a  déjà  reporté,  sur  la  foi  d'un  scholiasl 
Pappus  au  temps  de  Dioclétien  (284-3o5  après  J.-C).  Dans  se 
excellente  édition  de  ce  mathématicien  (Berlin,  i875-i87( 
vol.  IJI,  p.  7),  F.  Hultsch  a  apporté  de  très-sérieuses  raisons 
l'appui  de  cette  opinion,  et  il  a  promis  de  la  confirmer  mieux  ei 
core.  Nous  nous  proposons  de  discuter  ici  la  question  très-conln 
versée  de  Tàge  où  vécut  Diophante  et  de  montrer  qu'il  couvici 
également  de  le  reporter  au  moins  à  la  même  époque. 

Il  n'y  a,  à  noire  avis  du  moins,  aucun  indice  à  tirer  du  cara 
tère  spécial  de  l'œuvre  de  ce  prétendu  inventeur  de  l'Algèbre.  Koi 
ne  pouvons,  en  eilét,  ni  admettre  qu'il  soit  apparu  à  la  fin  deTâj 
scientifique  des  Hellènes  pour  ouvrir  une  nouvelle  carrière  ely  ma 
cher  à  pas  de  géant,  ni,  comme  certains  ont  été  tentés  de  le  faire,  I 
chercher  ailleurs  que  dans  le  monde  grec  d'imaginaires  précurseui 
Lorsque  Hankel  dit  (Zur  Geschichte  der  Mathematih;  Leipzig,  1 87 
p.  157)  :  «  Si  ses  écrits  n'étaient  pas  en  langue  grecque,  il) 
viendrait  à  la  pensée  de  personne  qu'ils  soient  un  produit  de 
civilisation  grecque  )),  c'est  une  étrange  hallucination^  la  fori 
caractéristique  de  la  rédaction  n'eût  certes  pas  permis  de  méco 
naître  la  véritable  origine,  même  sous  le  déguisement  d'une  lang 
étrangère,  pourvu  que  la  traduction  eut  été  littérale. 

La  rareté  des  indices  de  travaux  analogues  à  ceux  de  Diophai 
et  remontant  au  premier  âge  de  l'Ecole  d'Alexandrie  est  d'aillei 
suffisamment  explicable  par  diverses  circonstances  sur  lesquelles 
serait  hors  de  propos  de  nous  étendre  ici  \  mais,  si  rares  que  soi( 
ces  indices,  ils  suffisent,  avec  l'étude  des  écrits  de  notre  aute 
pour  établir  que  c'est  un  esprit  dans  le  genre  de  celui  de  Papp 
un  mathématicien  érudit  plutôt  qu'un  génie  inventeur.  Les  artifi 
de  ses  solutions  ont  été,  comme  ensemble,  beaucoup  trop  vaut 
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leur  valeur  est  très-inéi^ale,  et,  si  aux  uns  îl  i'aut  bien  recoiinaitre 

la  griffe  d'un  lion  inconnu,  d*autres  problèmes,  à  côté,  sont,  en 
comparaison,  traités  plus  ou  moins  maladroitement.  L'œuvre  ap- 
paraît donc  comme  un  recueil  emprunté  à  diverses  sources,  recueil 
où] auteur  a  pu  d'ailleurs  mettre  beaucoup  du  sien.  Mais,  si  dans 
ces  conditions  on  est  plutôt  conduit  à  placer  sous  TEmpire  romain 
l'époque  de  la  composition,  rien,  à  la  rigueur,  à  l'examiner  eu 
tlJe-mérae,  n'empêcherait  de  la  faire  remonter  plus  haut. 

La  limite  supérieure  est  au  restedonnée  par  une  citation  d'Hyp- 
iclès,  dont  Tâge  se  trouve  déterminé  vers  Tau  aoo  avant  J.-C, 
Dire  Apollonius,  dont  il  est  parlé  au  XIV*  Livre  des  Eléments, 
tHipparque,  aux  travaux  duquel  F 'Avacpopixoç  (Z>e  ascensionibus 
ber)  est  certainement  antérieur  {*), 

Diophante  ne  fait  pas  d'autre  citation;  le  Dionysios  auquel  il 
edîe  ses  arithmétiques  porte  un  nom  trop  commun  pour  qu'on 
uisse  faire  ia  moindre  conjecture  à  son  égard  (^.). 

Quant  à  une  limite  inférieure,  elle  a  été,  jusqu'à  présent,  rigou- 
reusement déterminée  par  une  citation  d'un  passage  de  notre  auteur 
ue  Ramus  avait  signalée  dans  Théon  d'Alexandrie  (  Commentaire 
^  l'Almageste,  édit.  de  Bàlc,  p.  4o)  et  que  Nesselmann  a  re- 
ronvée  (Die  Algchra  der  Griechen,  p.  25o).  La  citation  est  d'ail- 
eurs  faite  comme  s'il  s'agissait  d'un  classique  et  non  d'un  auteur 
t)ntemporain. 

Théon  d'Alexandrie  florissait  de  365  à  3qo  après  J.-C.  On  a  donc, 
pour  placer  Diophante,  un  intervalle  de  cinq  siècles  et  demi.  Il 
*rait  d'ailleurs  vicieux  d'arguer  de  l'absence  de  toute   citation 


(')  Foir  BltET8CB!iEiDF.R,  Die  Géométrie  und  die  Geometer  Dor  Euklidex  ;  Leipzig, 
^70,  p.  182.  Le  XV*  Livre  des  Éléments^  qui  a  également  été  attribué  à  Hypsiciès,  110 
eoible  pas  antérieur  au  vi*  siècle.  VJsidoros  que  l'auteur  de  ce  Livre  donne  coinino 
OB  naître  est  plutôt  celui  d'Eutocius  et  d'Anthémius,  le  premier  Isidore  de  Milet, 
[W|  comme  le  veut  Friediein,  le  philosophe  Isidore  de  Gaza.  Ce  dernier  n'était 
'illement  mathématicien,  comme  a  pu  le  faire  croire  un  passage  de  Suidas  mal  in- 
*T>wtê.  C'est,  du  reste,  une  dos  singulières  erreurs  de  M.  Hœfer  (Histoire  des  Malhé- 
^iiques,  p.  079)  que  de  confondre  ces  deux  personnages  contemporains,  l'ingénieur 
u^tccte  de  Sainte->Sophie,  qui  ne  philosopha  pas  plus  que  ses  disciples,  n!  son  ne- 
VM  damème  nom  que  lui,  avec  l'opiniâtre  et  mystique  païen  dont  Damascius  a  écrit 
Une. 

(*)  Signalons  cependant  que  les  Dejiniùones  du  pseudo-Héron  (éd.  Hultsch,  p.  7) 
■<^iit dédiées  â  on  |)ersonnage  du  même  nom. 
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antérieure  à  Théou  pour  rapprocher  noire  auteur  de  la  limite  i*^ 
féricure,  car  on  ne  pourrait  dire  à  bon  droit,  vu  la  nature  spécial 
de  son  Ouvrage,  qui  aurait  du  parler  de  lui. 

On  ne  peut,  au  reste,  avoir  en  vue  qu'une  détermination  très- 
approximative,  car,  si  l'on  en  croit  une  célèbre  ëpigramme  de 
rAnthologic  grecque,  Diophante  aurait  vécu  quatre-vingt-quatre 
ans,  et  l'on  ne  sait  guère  à  quel  moment  de  cette  longue  vie  placer 
la  composition  des  yirithmctujues . 

Il  est  clair  que,  si  Ton  connaissait  l'auteur  de  cette  épigramme, 
ce  serait  un  indice  précieux.  Malheureusement  les  attributions 
de  l'Anthologie  sont  assez  douteuses  en  général,  et,  d'autre  part, 
le  nom  de  Mélrodore,  sous  lequel  on  la  trouve,  est  assez  fréquent. 
La  conjecture  de  Brunck,  qui  pense  à  JMétrodore  de  Scepsis,  nous 
reporterait  immédiatement  après  Hypsiclès;  mais  on  penche  plutôt 
aujourd'hui  pour  un  Métrodore  de  IWzance,  grammairien  et  arith- 
méticien, qui  vivait  sous  Constantin  le  Grand. 

II  nous  reste  à  discuter  les  déterminations  qui  ont  été  faites  entre 
les  limites  que  nous  avons  fixées. 

Celle  qui  prévaut  d'ordinaire  est  celle  de  Montucla^  elle  s'appuie 
sur  un  passage  de  l' historien  arabe  Aboulfaradj  pour  faire  vivre 
Diophante  sous  Julien  TApostat  (36i-363  après  J.-C).  Acausedu 
trop  proche  voisinage  de  Tliéon  d'Alexandrie,  ce  ne  pourrait,  en 
tout  cas,  être  admis  que  pour  la  fin  de  la  vie  de  notre  auteur.  Mais 
Cossali  et  Colebrooke,  remarquant  que  son  nom  est  étrangement 
accolé  par  Aboulfaradj  à  celui  du  philosophe  Thémistius,  ont,  à 
bon  droit,  soupçonné  qu'il  y  avait  confusion  entre  le  mathématicien 
grec  et  un  sophiste  que  Suidas  donne  comme  maître  du  rhéteur 
Libanius.  Cette  confusion  est  évidente. 

A  la  vérité,  en  l'absence  de  preuves  contraires,  il  serait  loisible, 
comme  le  remarque  Kesselmann,  d'identifier  les  deux  personnages. 
Si  Iljpatia,  qui  a  commenté  Diophante,  professait  la  Philosophie, 
Diophante  ne  pouvait-il  pas  enseigner  même  la  Rhétorique? Fermai 
était  bien  conseiller  au  parlement  de  Toulouse! 

Malheureusement  pour  cette  hypothèse,  l'autorité  de  Suidas  est 
facile  à  retrouver.  C'est  Eunapc  dans  les  Fies  des  sophistes  ;  * 
nous  donne  ce  Diophante,  qu'il  a  connu  et  dont  il  ne  fait  d'ailleU^ 
pas  grand  cas,  comme  né,  non  pas  à  Alexandrie,  ainsi  que  le  mD 
thématicien,  mais  en  Arabie  (iitofavroçô 'ApaSioç),  et,  d'autre  par 
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comme  professant  à  Athènes.  L'identiflcation  u*est  donc  pas  pos- 
fîbJe,  eC,  dès  lors,  nous  considérerons  le  passage  d'Aboulfaradj 
comme  sans  valeur. 

Dans  son  édition  de  Diophante,  Bachct   de  Méziriac,  ayant  lu 
dans  Suidas  qu'Hypatia  avait  commenté  le  Canon  astronomique 
de  notre  auteur,   a  proposé  de  Tidentifier  avec   un  astrologue  du 
temps  de  >'éron,  sur  lequel  un  contemporain(?),  Lucillius,  a  com- 
posé quelques  épigrammes  de  T Anthologie  grecque.  Cette  suppo- 
fltioQ  est  insoutenable  :  d'une  part,  le  ridicule  héros  de  plaisan- 
teries classiques,  faites  à  Rome,  tantôt  sur  la  maigreur,  tantôt  sur 
Iiranité  des  prédictions  astrologiques,  semble  n'être  qu'un  person- 
aagc  d'invention  ^  d'un  autre  côté,  le  texte  de  Suidas  est  corrompu, 
et  il  faut   le  rétablir  avec  Fabricîus  (^),  en  entendant  que  c'est 
comme  auteur  des  Arithmétiques  que  Diophante  a  été  commenté 
par  Hypatia.  Il  ne  reste  donc  aucune  preuve  qu'il  se  soit  occupé 
d'Astronomie. 

Enfin  Bombelli,   le  premier  qui  ait  fait  connaître  Diophante 

(1572),  l'a  placé,  sans  indiquer  aucune  preuve,   sous  le    règne 

d'Antonin  le  Pieux,  c'est-à-dire  qu'il  en  fait  un  contemporain  de 

Plolémée  (11*  siècle  après  J.-C).  On  a  bientôt  fait  d'en  finir  avec 

cette  opinion  en  la  traitant,  comme  fait  Nesselmann,  d'hypothèse 

ubitraire.  Il  faudrait,  au  contraire,  dans  l'obscurité  où   l'on  se 

trouve,  rechercher  si  cette  a£5rmation  précise  ne  peut  pas  avoir 

<|iielqae  fondement,  afin  d'être  en  mesure  de  la  discuter  sérieuse- 

iDent. 

le  crois  avoir  rencontré  l'origine  de  cette  détermination  en 
^ant  une  autre  recherche.  Il  s'agissait  de  l'autorité  d'après  la- 
melle Ramus  a  attribué  des  Harmoniques  l\  Diophante,  assertion 
'épétée  sans  contrôle  par  Gessner  et  Fabricius  (^). 


{ '  )  'Ey^o^  uic6(ivvi(&a  de  Aiofavrov. . . .  ràv  àarpovo/mixôv  xavova ,  et;  ^à  xcovixà  '  Atco>.X(i)vîou 
^'<ô(Dn!{iau  C'est  à  tort  que  Nesselmann,  qui  adopte  au  reste  le  même  sens  que  Fa- 
■Hciiu,  signale  l'exjiression  cl;  Atoçavrov  {Sur  Diophante^  au  lieu  de  Sur  les  yirith' 
*^î^Mes de  Diophante)  comme  n'étant  pas  (grecque;  on  en  trouve  assez  d'exemples 
^tles  auteurs  byxantins. 
U  eit  su  reste  douteux  qu'Uypatia  ait  composé  un  Canon  astronomique,  comme  l'ad- 
met Fabricius  ;  aussi  avons-nous  indiqué  une  lacune  après  Atô^avrov.  On  peut  sup- 
I^  (U  et  supposer  qu'il  s'ajjit  d'un  commentaire  sur  les  Canons  dePtolémce. 
(*)  Ce  dernier  suppose  gratuitement  que  cet  Ouvrage  traitait  d'Arithmétique,  non 
de  Haûque  ;  cette  hypothèse  ne  peut  se  défendre. 
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La  source  de  Ramus  était,  à  u'en  pas  douter,  un  inaiiuscrû  gre 
sur  la  Musique;  or,  dans  Tédition  des  Antiquœ  musicœ  auctoresi 
Meiboinius,  on  lit,  pages  22-23  du  Traité  de  Bacchius  le  Vieui 
cinq  définitions  du  rliy  thnie  empruntées  à  Phèdre,  Aristoxène,  "S 
coniaque,  Acd^avToç,  Didyme.  Asocpavro;  (*  )  n'est  pas  grec, et  il  ne 
pas  douteux  qu'il  ne  faille  lire  AïooavTo;,  ce  qu^ont  probablemei 
fait  Ramus  et  d'autres  que  lui. 

L'identification  de  cet  auteur  avec  notre  mathématicien  est  cei 
tainement  assez  hypothétique;  mais  elle  est  tout  indiquée  quan 
on  voit  son  nom  à  côté  de  celui  de  jNicomaque.  On  sait,  au  rest( 
qu'Euclide  et  Ptolémée  figurent  aussi  parmi  les  auteurs  qui  oi 
traité  de  la  Musique,  et  que  la  technologie  de  cet  art  faisait,  dai 
l'antiquité,  partie  des  [xaôiîixaTa. 

Or,  dans  les  énuniéralions  comme  celle  que  nous  avons  rap 
portée.  Tordre  chronologique  est  généralement  suivi  et  l'époqued 
divers  auteurs  n'a  pas  été  assignée  sur  des  arguments  plus  certain! 
Dans  le  cas  présent,  on  peut  d'ailleurs  vérifier  cet  ordre  pour  deu 
noms  :  Aristoxène,  disciple  d'Aristote,  et  jNicomaque,  postérieur 
Thrasylle,  qui  vivait  sous  Tibère. 

Nicomaque  est,  d'autre  part,  antérieur  à  son  commentatcv 
Apulée  de  Madaure ,  contemporain  de  Ptolémée,  et  ce  dernit 
[Harmonie/ lies.  Livre  II)  parle  d'une  division  du  tétrac horde  dt 
au  néo-pythagoricien  Didyme.  Quant  à  Phèdre,  il  est  inconnu.  I 
dans  ces  conditions  on  admet  que  l'ordre  chronologique  a  été  rigo 
reusement  suivi  et  si  Ton  tient  compte  de  la  longue  vie  de  Di< 
pliante,  on  peut  le  considérer  (ainsi  que  Didyme)  comme  conten 
porain  de  Ptolémée  et  placer  son  âge  mûr  ou  sa  vieillesse  soi 
Antonin  le  Pieux  (i38-i6i  après  J.-C),  conformément  à  Tasse 
tion  de  Bombelli. 

Cette  détermination  aurait  un  grand  poids  si  Bacchius  le  ^ie1 
était  un  auteur  suflisamment  rapproché  de  ceux  qu'il  cite  po 
connaitrc  exactement  leurs  âges  respectifs.  Malheureusemei 
l'époque  à  laquelle  il  vivait  lui-même  est  très-incertaine.  On  ce 
jecture  d'ordinaire  le  règne  de  Constantin  le  Grand  ^  mais  ce 
opinion  me  parait  difReîIe  à  confirmer,  et  je  suis  beaucoup  p 


(*)  Léophanto  est  un  nom  grec  connu,  mais  s'écrit  Acm^mvio;;  la  confusion  c 
As»  et  Aeo  est  beaucoup  moins  probable  que  ceUc  entre  Ai6  et  Aeo. 
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iodiné  n  considérer  répîgramme  rapportée  par  MeiboDiîus,  et  où 
Bbcchîus  le  lieux  se  trouve  associé  à  un  certain  Dionysios,  comme 
jkarJaDt  de  Constantin  Porpliyrogénète  (dix  siècles  après  J.-C). 

D'autre  part,  de  graves  doutes  peuvent  être  élevés  contre  la  dé- 
termination précédente.  Il  faut  remarquer  que  la  déGnition  du 
riijthme  donnée  par  Diophante  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de 
Nicomaque  et  semble  en  être  le  développement,  tandis  que  les 
trois  autres  sont  sensiblement  dillérentes,  soit  entre  elles,  soit  par 
npport  à  ces  deux-là  (  *  ). 

Si  Ton  peut  en  tous  cas  inférer  que  Diophante  est  postérieur  à 
Aicomaque,  ce  que  nous  retiendrons,  il  est  très-possible  que  leurs 
deax  définitions  aient  été  rapprochées  Tune  de  Tautrc  au  mépris 
de  l'ordre  chronologique. 

D'autre  part,  l'époque  de  Didyme  doit  être  lîxée  autrement  que 
nous  ne  Tavons  fait.  11  s'agit  sans  doute  du  grammairien  et  musi- 
cien, fils  d'HéraclidePontiquc,  et  que  Suidas  fait  vivre  sous  Néron, 
assertion  vérifiée  d'ailleurs  (^).  Si  donc  on  voulait  maintenir  l'ordre 
chronologique,  il  faudrait  rejeter  Diophante  au  temps  de  Claude  et 
Mcomaque  au  temps  de  Caligula,  ce  qui,  au  reste,  est  possible  a 
langueur  en  ce  qui  concerne  ce  dernier  auteur  (^  ). 

Dans  l'incertitude  où  l'on  se  trouve  en  fin  de  compte,  et  eu 
égard  à  la  fragilité  de  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  ou 
doit  accueillir  sur  le  même  pied  que  les  autres  tout  nouvel  élément 
4e  discussion,  si  mince  qu'il  puisse  paraitre.  jNous  laisserons  au 
lecleurà  apprécier  la  valeur  de  celui  que  nous  allons  introduire. 
Ue  tons  les   problèmes  que  traite  Diophante,  il  n'en  est  qu'un 


(')  Nous  nous  eontentcrons  de  rapporter  celles  de  Nicomaqiie  et  de  Diophniitu  : 
'•»«  Nixô,tta/,ov,  ypv/wv  eùraxio;  awBttjiz'  xaxà  Ôè  Aiôfavtov,  ypôvwv  aûvûeat;  xaià 
«*ï^6yiav  ?£  x«i  «TJ/x/^gTpiov  Tcpô;  iaurou;  (Suivant  Piicomaque,  une  composition  ré- 
{«iière  des  temps  ;  suivant  Diophante,  une  composition  des  temps  par  proportion  et 
'•Offlaoe  mesure  entre  eux'. 

(*)  Il  ne  faut  pas  confondref  comme  l'a  fait  M.  Hœ^er  (Hist.  des  3Iae/t.,  p.  q8i). 

*  Didjfme  avec  Didyme  Chalccntcrus,   maître  du  (grammairien  Héraclide  Pontique, 

«<qoi  ne  parait  nullement  s'être  occupé  de  Musique.  J'ignore,  au  reste,  par  quelle 

titre  méprise  M.  Hœfer  fait  vivre  au  vi»  ou  vu*  siècle  après  J.-C.  ce  Chalcentcrus, 

(lofltrijc(aa  commencement  de  Tore  chrétienne)  est  bien  connu. 

('}  Li  tendance  ordinaire  à  le  placer  plus  bas  vient  de  ce  qu'on  l'a  longtemps 
roflfonda  arec  un  autre  nco-pythnporicicn  du  mfrmc  nom.  qui  avait  écrit  une  P'ied'jé- 
polloniui  de  Tjane. 
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seul  (V,  33)  dont  renoncé  renferme  des  nombres  concrets.  Ce 
énoncé  est  en  vers,  sous  la  forme  d'une  épigramme,  que  Bâche 
soupçonne,  peut-être  «à  bon  droit,  composée  par  notre  auteur  loi- 
même.  En  tout  cas,  il  y  est  parlé  d'un  maître  de  maison  qui  mé- 
lange, pour  la  boisson  de  ses  serviteurs,  du  vin  à  5  drachmes  etdu 
vin  à  8  drachmes  le  congé. 

Si  Ton  admet  que  la  nécessité  de  la  forme  versiflée  n'a  pas  obligé 
à  poser  des  prix  tout  à  fait  arbitraires  (ce  qui  est  au  moins  aussi  im- 
probable pour  des  vers  grecs  que  ce  le  serait  pour  des  vers  français], 
il  est  d'ailleurs  facile  de  se  rendre  compte  que  ces  prix  n'ont  pas 
été  choisis  en  vue  de  la  solution^  on  doit  donc  supposer  qu'ils  sont 
réels.  Or  ce  sont  évidemment,  pour  des  vins  de  basse  qualité,  des 
prix  de  famine. 

Le  congé  valait  6  5ex^a/'iï;  la  drachme  égyptienne,  à  son  poids 
le  plus  bas,  était  le  sixième  du  denier  d'argent  romain;  or,  dansle 
célèbre  édit  du  maximum  de  Diocléticu,  on  trouve  une  échelle  deî 
prix  du  sextarius  en  deniers  de  bronze  (valant  le  centième  du 
denier  d'argent).  On  peut  transformer  comme  suit  cette  échelle  ei 
congés  et  drachmes  : 

Prix  du  litre 
Prix  du  congé         en  monnaies  frauçaiscs 
en  drachmes.         (d'après  M.  Waddingtoo^^ 
dr  fr 

Piquette 2 ,88  o  ,94 

Vindegarde    \^'j''^^''. ^-^  ' '«' 

^  (   i'* qualité 7» 20  2,34 

„.      ,      ,    .      1  !2«  qualité 8,64  2,81 

Vm  de  choix         ^       ,.^.  q  ,V 

f   i** qualité 10,00  3,5i 

On  voit  comment  les  prix  de  Diophaute,  5  et  8  drachmes  1 
congé,  se  rapportent  à  cette  échelle^  quant  à  la  quantité  d'eau  qu 
son  maître  de  maison  devait  sans  doute  surajouter  plus  tard,  il  n' 
pas  pensé  à  la  faire  connaître  à  la  postérité. 

Pour  se  rendre  compte  combien  ces  prix  étaient  exagérés,  pa 
rapport  h  ceux  des  époques  antérieures,  il  suffit  de  savoir  qu'ai 
temps  de  Néron,  par  exemple,  d'après  les  renseignements  fourni 
par  Columelle,  le  vin  de  plus  basse  qualité  ne  coûtait  que  o^'',47l< 
congé,  ce  qui,  même  en  comptant  la  drachme  au  poids  du  tcmp 
de  Tibère,  pour  le  quart  du  denier  d'argent  au  lieu  du  sixième 
fait  huit  fois  moins. 
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Les  diverses  données  que  Ton  possède  pour  le  prix  de  cette 
Jeorée  sousTEmpire  romain  montrent  d'ailleurs  que  la  clicrtë  ne 
commença  à  s'accuser  qu'après  les  Antonins;  ce  n'est  guère  que 
Tcrs  le  milieu  du  m*  siècle,  à  l'époque  dite  des  Trente  Tyrans,  que 
Ion  peut  supposer  que  les  cours  s'élevèrent  au  taux  indiqué. 
/Egypte  ne  produisant  pas  de  vin,  la  gène  apportée  par  les  guerres 
ifiles  aux  relations  commerciales  dut  d'ailleurs  s'y  faire  sentir 
imédîatement.  La  prolongation  de  ces  guerres,  la  misère  qui  en 
salta  mirent  à  nu  les  vices  du  système  social  de  l'antiquité  ro- 
aine  et  étendirent  à  tout  l'empire  la  crise  que  Diocléticn  essaya 
î  conjurer. 

Si  cette  conjecture  est  exacte  et  s'il  en  est  de  môme  de  la  déter- 
ination  relative  au  Métrodore  auteur  de  Tépigramme  sur  Dio- 
bante,  ce  dernier  doit  être  placé  sans  conteste  vers  la  seconde 
loitîé  du  III*  siècle;  il  redevient  ainsi  contemporain  de  Pappus 
1  antérieur  d'un  siècle  environ  à  Tliéoii  d'Alexandrie  et  à  Hy- 
palîa. 

Le  m*  siècle  avait  au  reste  déjà  été  proposé  pour  Diophante;  il 
»t  admis,  par  exemple,  par  d'Alembert  dans  V Encyclopédie;  mais 
1*  n'ai  pu  trouver  trace  d'arguments  historiques  déj«à  développés  à 
I  appm  de  cette  assertion. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  H.  HERMITE; 
Pa»  m.  g.  MITTAG-LEFFLER. 

Voici  les  théorèmes  que  j'ai  démontrés  dans  mon  premier  Mé- 
moire en  allemand,  uirithmetische  Darstellung  eindeutiger  ana^ 
fytischer  Funclionen  einer  F erânder lichen ,  qui  est  maintenant 
dans  les  mains  de  M.  Weierstrass. 

Théoième  I.  —  Si  une  suite  infinie  de  quantités  données  Xi, 
^î»  Xj, . . . ,  X»,  .  . .  satisfait  à  la  condition 

lim  [  j:„  I  =  00  , 


n=x 


^'  ^we  m,,  mj,  /713,  . . . ,  //ï>,  . . .  soient  des  nombres  donnés  en- 
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tiers  et  positifs,  on  peut  alors,  dans  l'expression 

(  A  )        2,  (,  _  ^.)-"'.  G„._,  (x  -  X.  )  ^f.  y-. . . , 

déterminer,  de  plusieurs  manières,  les  nombres  entiers  non 
tifs  (Xi ,  fX2,  fjts,  . ,  ,  ^  [Xy^  , . ,  et  les  expressions  entières  et  ratio 
Gm,-i ,  Gm,-i ,  G;„,.i ,  . . . ,  G;„v-« .  ...des  degrés  respectifs  r 
7712 —  1 9  m^  —  I ,  . .  . ,  in^  —  I ,  . .  . ,  de  telle  sorte  que  l'e 
sion  (A)  devienne  une  fonction  analytique  de  la  varù 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  uniforme;  elle  naura  que  le  seul  po 

gulier  essentiel  .r  =  -t  et  que  les  points  singuliers  non  es 

X| ,  j:2,  Xs,  . . . ,  Xv,  .  . . ,  e^  pour  des  valeurs  données  arh 
ment  de 

^ï.—mt'    ^».— (Wf— 1?»    ^2, -«//»«—»>     •  •  "t    ^i,-  I» 
^S,-/»»>    ^a.— (mi— D»    ''3,— (m,—  *)»     ••     •    ^3.-1» 

^v,     /»/v*     ^v,     (/;/v     O^      ''v,  — (/i/v-î)»      •  •      $    ^v,— 1^ 


•     •••)  •••••• 


et  des  valeurs  suffisamment  petites  de  \x  —  x^\^  elle  set 
loppable  sous  la  forme 

■4-  Cv,-i  (•'^  —  JTv)"*  -4-  P  {.r  —  j:,)      (  >  ). 

6ï  /'o/i  ajoute  à  (A)  une  fonction  entière  (^)  quelconq 
variable  Xy  on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  i 
tions,  qui  jouissent  des  propriétés  énoncées  ci-dessus. 

Théorème  II.  —  Si  une  suite  infinie  de  grandeurs  don 


(*)  Pour  la  signi6cation  de  Jf{x  —  x^)  voir  Weierstrass,  Zur  Théorie  c 
tigen  analjrtischen  Funcdonen  einer  Verânderlichen,  p.  a6,  la  note. 

(•)  Pour  la  signification  du  terme  fonction  entière,  voir  Weientnss, 
r/e,  etc.,  p.  17. 


MÈLANGl^S. 
j-j,  .'a J;, . . . ,  est  telle  tfue  l'on  ait 

lira  I  .r„  j  =:x  9 
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et  que  nii^  ttij,  /Wj,  .  .  . ,  /iî^,  •  •  •  '»  /2|*  ^^2»  ''si  •  •  •  >  ''v^  •  •  •  ^^oient 
des  nombres  entiers  non  négatijs  donnés,  alors,  dans  l'expreS" 
sion 


l'B. 


n'j-]\  (x  — .r,;-( 


;-("'.+».+<)G„„^„,>  _ X,)  ( f-T, 


T=l 


on  pourra  de  plusieurs  manières  déterminer  la  fonction  entière 

n(x),  les  nombres  entiers  non  négatifs  f/i ,  |7.2,  U3,  . .  . ,  /Lf.^.  ...  et 

les  expressions  rationnelles  et  entières  G, „^^n,t  Gm,+/i.'»  G/w,+//,i  •  •  •  ■» 

C»,4^,,  .  - .  des  degrés  respectifs  mi  -+-  /i, ,  Wa  -f-  /I2,  ^3  -f-  ^3,  .  . . , 

«.-h //,,... ,  rfe  telle  sorte  que  l' expi^ession  (B)  devienne  une 

fonction  analytique  de  la  variable  x,  jouissant  des  propriétés 

générales  suivantes  : 

La  fonction    sera   uniforme,    elle    aura   le    seul   point   sin- 

pilier  essentiel  X  =-  -»  et,  pour  les  seuls  points  donnés  Xi,  x^^ 

Tj,  .  .  . ,  J^,?  •  •  •  5  elle  aura  des  points  singuliers  non  essentiels^ 
et  enfin,  pour  des  valeurs  choisies  arbitrairement  des  quantités 


i,  -mi»     ''1.— (mi— l)f    ^1.— l/n,-2) 


» 


m 


3  .         fFI 


,»     ^«.-rm,— 0»    ^f.— (ms--S)» 


^•.. —  wv'     ''*,— .'/w*- 1)*     ^v.— (//!»— 5)" 


^1.— i»    ^lOi    ^111     •  ••»    ^l/f,» 
^3.— i»   ^ao»  ^ji»    •  •  «^   ^j/ï,» 

■     ••^         ft*^  ««f         ■■•f         a**^ 


•  •  t 


^  pour  des  valeurs  assez  petites  de  |  x  —  jr\  j,  elle  sera  dévelop- 
mile  sous  la  forme 


^— m. 


-»,-{m 


,_,)(.r  — .r^'-C^v-i)^-..  .-+.c^_j(.r  — j-J 


^,-i 


-f-  r^  H-  r,i  (j  —  ^»)^-  . .  .  -i-  rvrt,(x  —  x^j^v  -h  (x  —  j-,)"*-^» y  (x—  xj. 
•$«  à  (  B)  o/i  ajoute  encore 

n  (x)  G  (x) 

>if  G  (  a:  )  désigne  une  fonction  entière  quelconque  de  la  variable  x, 
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on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonctions  q^ 
sèdent  les  propriétés  en  question. 

La  fonction  n(x)  est  détermiDee  par  Téquation  suivante  . 

Par  ^1,  ^21   >''3î  •  •  •  -»  ^»i  •  • . ,  j'entends  ici  des  nombres  ei 
non  négatifs,  soumis  à  la  seule  condition  que  la  série 

♦  =•1 

représente  une  suite  convergente  pour  toute  valeur  de  jc. 

La  formule  (A)  contient  aussi  le  cas  où  une  des  quantit 
X2,  X3,  . .  .%Xv,  .  . .,  par  exemple  Xi,  est  nulle,  pourvu  qi 

remplace  ^  par  i .  La  formule  (B)  contient  aussi  ce  cas  où  l'o 

X  égal  a 


et  où  Ton  remplace,  de  plus,  (  —  j     par  Tunité. 

Théorème  IlL  —  *Si  une  suite  infinie  des  quantités  donn 

tX>2)  <^3 9  *  *  *  )  m/v,   •  •  •    CSC    LCltC  il UC 

lim|j:„|=oo, 


ll=aB 


et  SI  /?!,  ^2,  ^3,  •  •  •,  /^,  • . . ,  /i|,  /Î2î  'îsi  •  •  «î  ''v,  .  • .  sont  de 
bres  donnés  entiers  et  non  négatifs,  on  peut  de  dix^erses  mi 
représenter  arithniétiquement  une  fonction  de  la  vruùa^ 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  une  fonction  uniforme  et  entière,  pi 
quelle  les  valeurs  Xi,  X2,  X3,  • . .,  Xv,  • .  •  comprennent  U 
zéros  de  la  fonction,  et  pour  laquelle  étant  données  arbili'oii 


V  »^ 
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parmi  lesquelles  aucune  des  suivantes  c^p^^  ^'ip^t  ^^p,')  •  •  •  1  ^v^^  . . . , 
ne  doit  avoir  pour  valeur  zéro,  le  développement  a  lieu,  dans  le 
voisiruige  de  toute  valeur  donnée  x^,  sous  la  forme 

-f-  (x  —  :r,)/'^-»-»>+»  P  ( X  —  :t,). 

Un  peut  aussi  former  une  série,  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positis^es  de  x  et  constamment  convergente,  qui 
comprend  toutes  les  fonctions  jouissant  des  propriétés  ci-dessus 
énoncées. 

Ce  qu'il  y  a  de  nouveau  dans  le  problème  contenu  dans  ce  théo- 
rème est  ainsi  de  former  une  fonction  qui  n'ait  pas  d'autres  zéros 
que  les  zéros  donnés  ci-dessus.  Sans  cette  condition,  le  pro- 
blème serait  déjà  résolu  par  mon  théorème  II. 

Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  suite  infinie  de  quantités 
jCi ,  .7*2  ?  -^a?  •  •  •  -)  J^v"»  •  •  •  i  telles  que  l'on  ait 

lim|.r^|=x  , 


n  ■ 


et  pi^  p2'y  Pz-^  •  •  •  1  /^»?  •  •  -1  ^«»  ^/2t  V»*  •  •  •  ^v,  . .  étant  des 
nombres  donnés  entiers  et  non  négatifs  satisfaisant  à  la  condi- 
tion que,  pour  chaque  ^^aleur  du  nombre  entier  et  positif  v^  l'un 
au  moins  des  nombi'es  p^^  q^  soit  toujours  égal  à  zéro,  et  enfin 
ni,  /Z2,  /I3,  .  • .)  /Zv)  •  • .  étant  des  nombres  entiers  et  non  négatijs 
donnés  arbitrairement,  on  peut  de  diverses  manières  déterminer 
deux  fonctions  entières,  de  manière  que  ces  deux  Jonctions  ne 
deviennent  jamais  nulles  à  la  fois,  et  que  leur  quotient  soit  une 
fonction  de  la  ifariable  a:,  jouissant  des  propriétés  générales 
salivantes  : 

Bull,  «lei  Sciences  math,^  a«  Série,  t.  111.  (Juin  1^79.)  '9 
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La  fonction  est  une  fonction  uniforme,  ne  présentant  que  le 

seul  point  singulier  essentiel  x  =  -  >  pour  laquelle,  de  plus^  les 

"valeurs  données  a:«,  x^t  Xj,  ...  x»,  ..•  comprennent  tous  les 
points  singuliers  non  essentiels,  ou  tous  les  zéros,  ou  encore  tous 
les  points  singuliers  non  essentiels  en  même  temps  que  tous  les 
zéros;  et  pour  laquelle  enfin ^  pour  des  quantités  données  arbi^ 
trairement 


•  •  •  » 


•    •     •     • 


>      •  • 


^l7i-*-n,» 

I 


^»/>v-*-nv» 


Vf  v-t-/iv> 


•  •  .  • 


parmi  lesquelles  aucune  des  premières 


^V/ïv«  ^»7v» 


^ytp^\^ 


ne  doit  auoir  la  valeur  zéro,  et  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  \x  —  j:»  |,  /e  d enveloppement 

e5/  possible. 

On  peut  aussi  former  une  expression  qui  se  présente  comme  le 
quotient  de  deux  séries  procédant  ssuivanvles  puissances  entières 
et  positives  de  x,  constamment  convergentes  et  ne  s' annulant  jfo- 
mais  toutes  les  deux  à  la  fois,  et  qui  comprend  toutes  les  fonctions 
jouissant  des  propriétés  énoncées  plus  haut. 


'j\ 


'A 
i 
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Je  travaille  en  ce  moment  k  un  nouveau  Mémoire  en  langue 
allemande,  qui  va  contenir  d'autres  théorèmes  dans  le  même 
genre  que  mes  quatre  théorèmes  précédents,  et  où  je  veux 
donner  nne  représentation  arithmétique  générale  de  fonctions 
nniTormes,  qui  aient  une  infinité  multiple  de  points  singuliers 
essentiels. 

Dans  ces  derniers  temps,  en  m'appujant  sur  votre  travail  :  *Sur 
^ucl^ue^s  applications  des  Jonctions  elliptiques,  que  vous  avez  eu 
la  bonté  de  m'envoyer,  je  me  suis  occupé  d'une  autre  application 
des  remarquables  théorèmes  que  M.  Weierstrass  a  fait  connaître 
dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
unif armes. 

Je  clierclic  la  condition  à  laquelle  doivent  être  assujetties  les 
fonctions  f^  (x),  f  (x),  j\ (x),  '  •  '^  Jn (•ï')i  •  •  •  ^  pour  que  chaque 
intégrale  de  l'équation  dlilérentielle 

ioit  une  fonction  uniforme  de  la  variable  x  qui  n'ait  pas  d*autrc 

point  singulier  .essentiel  que  x=-- 

[  Depuis  que  j'ai  obtenu  cette  condition,  je  puis,  toutes  les  fois 
qu'elle  est  remplie,  former,  pour  l'équation  dillérentielle  (D),  un 
[h  STStême  fondamental  d'intégrales  particulières,  chaque  intégrale 
étant  le  quotient  de  deux  séries  de  puissances  entières  et  positives 
de  la  variable  x,  et  qui  convergent  pour  une  valeur  quelconque 
de  cette  variable. 

Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  un  opuscule  eu  langue  sué- 
âse  (  *  )  qui  contient  une  généralisation  de  la  formule  d'interpo- 
ition  que  vous  avez  communiquée  à  M.  Borchardt  dans  une  Lettre 
du  5  juillet  1877. 

J'admets  que,  dans  le  théorème  I,  les  points  singuliers  non  es- 
sentiels JTi ,  X2,  Xa,  . . . ,  Xv,  ...  (parmi  lesquels  le  point  x  =  o,  s'il 
est  une  singularité  non  essentielle,  ne  doit  cependant  être  compté), 


1 1  ^  £n    ny    srrientveckling  for  fiwktîonèr  af  rationel   harakeer  (  Acta  Soeietatis 
Scimriarttm  Feimie*»^  t.  XI). 

'9- 
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les  nombres  entiers  //Z| ,  /712)  /tis,  .  • . ,  nu,^  ...  et  les  constantes 

**ï,— ;/it»    ^î.— (mt—l)»    ^<#-(m,— l)»     •••»    ^2#— 1» 
'•• ••*> 


appartiennent  à  une  fonction  uniforme  connue  F  (a:),  qui  n'a  au- 
cun point  singulier  essentiel  autre  que  x=  - 
J'obtiens  alors 


I 
o 


v=n 


F(x)  =  G(x) -H y  (x- .r.)-"'.G„,_,{^-.rO  (-)  ' 
(E)  '  ^  ^''^ 


V  =  I 

s 


J       z  —  .rXzJ 


Par  fx,  je  désigne  un  nombre  entier  positif.  On  suppose  l'intégra- 
tion effectuée  le  long  d'une  ligne  fermée  S,  formant  la  limite  d'une 
aire  simplement  connexe,  à  l'intérieur  de  laquelle  sont  situés  jti, 
^2,  X3,...,  Xn'i  et  extérieurement  à  laquelle  sont    situés  x^+i, 

«^«4-2?  •  •  •  • 

Le  point  x  est  supposé  ne  coïncider  avec   aucun  (des  points  X|f 

x^^  x^^  •  •  • ,  x^^  .... 
En  outre,  on  a 

4-  Coo  H-  f 01'^  -^  ^oî^'  4-  ...  -h  Tq^-i  x«*-*, 

où  les  coefficients 

sont  définis  par  l'égalité 

F(x)  =  Co.-m*^-"'*  4-  ^o,-(m.-i)«-^'"*-*^  -h ...  -4-  To.^i ar-« 
-f-  ^00  +  <?oi-^  4-  ^oi«^*  4- ...  4-  ^oji-i-'^''*"*4-  .... 

J*imagine  maintenant  que  les  dimensions  de  la  ligne  S  croissent 
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suivant  une  loi  telle  que  chaque  S  embrasse  le  S  précédent 
et  que,  de  plus  pour  chaque  point  singulier  de  F(x),  situé  a 
distance  Unie,  il  se  trouve  toujours  une  ligne  S  correspondante, 
qui  entoure  ce  point.  Si  alors  la  fonction  F( x)  est  de  telle  nature 
qu'à  cette  fonction  correspondent  un  nombre  entier  /x  et  une 
ligne  S  telle  que  Ton  ait 


on  conclura  alors  de  (E) 


F 


Y[a']=0{ar)^^[x^x,)-'^^Q„,^^,[x^x^)i^y^ 


y=  I 


Je  suppose  maintenant,  de  plus,  que,  dans  le  théorème  II,  les 
points  singuliers  non  essentiels  x^ ,  X3, 0:3,  . . . ,  Xv,  . . . ,  les  nombres 

entiers  m^ ,  '^'29  '''s?  •  •  m  '''^9  *  *  *  ^   ^^m  ''-?  ^'3)  •  *  *  1  ''«)  *  *  *?  ^^  '^^ 
constantes 


^1,— m,»     ^l.-(m,-lh    ^l.-(/ii,-î) 


>   ^1,-1»    ^10>    ^11»    ^U> 


•  •  •  >    ^liii» 


»     • 


»    ^î,-l>   ^JO»   ^îl>   ^lî»    •••»   ^în,» 


•  •  « 


^3»— ij  ^ao»   ^'ai*   ^31»    •••»  ^3»i> 


*'>i — /w^» 


^v.— (/«v— 1)»    ^».— (mv-2)i 


^v, —  It     ^vO»     ^vi>     ^v>f      •  •   •»     ^r 


ilv' 


appartiennent  à  la  fonction  connue  F(^).  Je  trouve  alors 


'  J       z-xU[z)\zj 

La  fonction  n(x)  est  définie  par  la  formule  (C).  Par  G(j:)  je 
désigne  la  fonction 

G(jr)  =*.,_„.x-"'.  +  *,,_(„,._,)Jr-('".-')  +  .  ..+  /•,,_,*-• 
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où  les  coefficients 

^0,— m»»    ^"o,-(/n,— 1)>     •••>    ^0,— I»    ^00»    ^*0I>    "01»     •••>    ^Ojt— I 

sont  définis  par  Téq nation 

F(v) 

-f-  ^oo-^-  ^oi-'*  -^  Xoi-^*-^-  •  •  •  •+■  ^oii-i^'"'  -h  .  .  .  . 

Si  maintenant  la  fonction  F{x)  est  de  telle  nature  qu'à  celte 
fonction  correspondent  un  nombre  entier  u,  une  fonction  II  (x)  et 
une  ligne  S,  de  sorte  qu'on  ait 

on  conclut  alors  de  (G)  . 


y=  ic 


(H)     F  (x)  =  n  (x)  G  (*)  -r  11  (.r)  ^  (x  -  X.  )-<  ''"^'■.^'  '  G„.^„.(  .r  -  X.  )  (^\  '. 

v=:  I 


FONDEMENTS  D'UNE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE  CARTÉSIENNE  (1872) 
ET  ÉLÉMENTS  D'UNE  THÉORIE  DES  FAISCEAUX  (1878)  ('); 

Par  m.  F.  FOLIE. 

Analyse  faite  par  l'auteur. 

I 

Dans  ces  deux  Ouvrages,  nous  sommes  parvenu  à  étendre  aux  '• 

courbes  planes  et  aux  surfaces  supérieures  la  plupart  des  théorèmes  • 

fondamentaux,  qui  n'étaient  connus  jusqu'alors  que  pour  les  co-  ' 
niques. 

sj  1.   —  Des  courbes  planes. 

Dans  les  courbes  planes,  ces  théorèmes  sont  généralement  appli- 
cables jusqu'au  cinquième  degré  ;  dans  les  surfaces,  jusqu'au  troi- 
sième seulement.  Ils  n'existent,  au  delà  de  ces  degrés,  que  pour 
des  courbes  et  des  surfaces  particulières. 

(')  LiégOi  A.  Decq,  libraire.  Paris,  Gauthier-Villars. 
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En  outre,  dans  la  théorie  même  des  coDiques,  nous  avons  dé- 
couvert une  couple  de  propriétés  nouvelles ,  de  même  que  dans 
Gc/Ie  Jes polygones  conjugués  entre  eux. 

JNou5  nous  bornerons,  dans  les  lignes  qui  suivent,  à  donner  les 
énoncés  de  ces  théorèmes  fondamentaux,  en  renvoyant,  pour  les 
définitions  comme  pour  les  démonstrations,  aux  deux  Ouvrages 
mentionnés  ci-dessus. 

En  ce  qui  concerne  les  courbes  planes,  nous  prendrons  pour 
exemple  le  troisième  degré,  en  faisant  remarquer  que  nos  théo- 
rêincs  généraux  s'étendent  jusqu'au  cinquième. 


Courbes  du  troisième  ordre. 

Si  deux  trilatères  a,  i,  c  et  a\ 
b\  c'  sout  conjugués  à  une  courbe 
du  troisième  ordre  : 

1®,  I.  Le  rapport  anharnio> 
nique  du  faisceau  que  Ton  ob- 
tient,  enjoignant  un  point quel- 
cronque  de  la  courbe  aux  som- 
mets aU^  ic',  cd.^  alh^  i'c,  d  a 
de  ces  trilatères,  est  constant, 
quel  que  soit  ce  point  ^  c'est-à-dire 
que,  si  l'on  désigne  par  i,  2,  3, 
4,  5,  6  les  six  rayons  de  ce  fais- 
creau,  par  (1,2),  ...  le  sinus  de 
l'angle  compris  entre  les  rayons 


1  et  a 


,  on  aura 


.  1,2, 3,4»5,6) 

—  (6,i).(2,3).(4,5) 


=  amst. 


a**,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  aux  deux  ternes  de 
côtés  a,  &,  c  et  a! ^  h\  c*  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 


Courbes  de  la  troisième  classe. 

Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  A  une 
courbe  de  la  troisième  classe: 

1°,  I.  Le  rapport  anharmo- 
nique  de  la  chaîne  que  l'on  ob- 
tient, en  coupant,  par  une  tan- 
gente quelconque  à  la  courbe, 
les  côtés  AB',  BC,  CA',  A'B,  B'C, 
C'A  de  ces  trigones,  est  constant, 
quelle  que  soit  cette  tangente; 
c'est-à-dire  que,  si  l'on  désigne 
par  I,  2,  3,  4?  S)  6  les  six  points 
de  cette  chaîne,  par  |i,  2|,  ... 
la  distance  entre  les  points  1  et 


2,  . . . ,  on  aura 


i,2,3,4,5,6| 

__|i,2|.|3,4|.|5,6| 
"-|6,i|.|2,3|.|4,5| 


-^  '  z=z  const. 


2*^^  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe,  aux  deux 
ternes  de  sommets  A,  B,  C  et  A', 
B',  C,  sont  entre  eux  dans  un 
rapport  constant. 


!i8o 

3*^,  III.  Une  transversale  ren- 
contre ces  deux  ternes  de  côtés 
et  la  courbe  en  trois  ternes  de 
points  en  involution. 
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3^,  III.  Les  trois  tai 
menées  d'un  point  quel 
du  plan  à  la  courbe,  et  le 
ternes  de  droites  menées 
point  aux  sommets  A,  B,  i 
B',  C  forment  un  faisceai 
volution. 


IV.    Expressions   analytiques 
de  cette  involution  : 


i  >,  (jr  —  .r j  )  (.r  —  x\  )  [jT  —  x'J')  ^  o, 

{i,i',?.,i').(i,a',2,?.'') 

X(l,3',^,3",3,3")z:r-I 

V.  Si  deux  quadrilatères  «,  i, 
c,  d  et  a',  i',  c\  d'  sont  conju- 
gués h  une  courbe  du  troisième 
ordre,  leurs  côtés  opposés  a  et  «', 
bel  l/,  c  et  c\  d  et  d'  se  coupent 
en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

VL  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

a.b,c,d —  k a' .  b\  c' d' ^C,^.  ti. 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  conjugués  à 
une  courbe  du  troisième  ordre, 
on  obtient  un  hexagone  inscrit  à 
une  conique* 

D'où  Ton  conclut  que,  de  l'iden- 
tité qui  précède^  on  peut  déduire 


IV.  Comme  ci-contre. 


V.  Si  deux  tétragoneî 
C,  D  et  A',  B',  C,  D'  soi 
jugués  à  une  courbe  de 
sième  classe,  les  droites  q 
sent  leurs  sommets  oppos 
A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et 
courent  en  un  même  poii 

VI.  Comme  ci-contro. 


VII.  Si  l'on  combine 
trois,  dans  un  ordre  queh 
les  couples  de  sommets  < 
de  deux  létragones  conji 
une  courbe  de  la  troisièuii 
on  obtient  un  hexagone 
scrit  à  une  conique. 


les  suivantes  : 

a.b.c-A'  a'.ù'.c*  : 
a.b.d-  Â^a'.b'.d' 
a.r.d  --  k"^  a  .c?  ,d! 
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c;.A, 
c;.A, 

o;.A. 


Aous  pourrions  énoncer  encore  d'autres  théorèmes  nouveaux, 
relatifs  aux  polygones  conjugués  entre  eux-,  mais,  comme  ils  sont 
iDoins  géuéraux,  par  le  fait  même  qu'il  n'y  est  plus  question  de 
courtes,  nous  nous  bornerons,  pour  ceux-ci,  à  renvoyer  le  lecteur 
*flos  Eléments  d'une  théorie  des  faisceaux. 

]ï  en  est  deux  autres  sur  lesquels  nous  appellerons  encore  son 
^tteotion,  parce  qu'ils  sont  neufs,  même  dans  cette  théorie,  tant 
niJtivée,  des  coniques. 

Le  premier  de  ceux-ci  offre  de  l'analogie,  en  coordonnées  ponc- 
uelles,  avec  le  corrélatif  de  celui  de  Carnot,  en  coordonnées  tan- 
entielles,  avec  le  théorème  même  de  ce  géomètre,  ce  qui  permet 
e  combiner  nos  théorèmes  avec  ces  derniers. 
Le  second  introduit  une  notion  toute  nouvelle,  que,  à  cause  de  son 
(pression  analytique,  fort  semblable  à  celle  de  l'involution,  nous 
rons  appelée  évolution,  et  dont  voici  la  définition  : 
Trois  couples  de  points. en  ligne  droite,  1  et  1',  2  et  a',  3  et  3', 
mt  en  évolution,  lorsqu'il  existe  entre  leurs  distances  mutuelles 
relation 

!,a'.  !x,3'.  3, 1'=  r,2.  2',3  .  3',  I      ou      |l,l',2,3'|= —  jl',  I,9/,3|. 

ous  énoncerons  ces  deux  théorèmes,  en  coordonnées  ponctuelles 
uiement,  pour  le  second  et  le  troisième  ordre.  Le  premier  est 
tunédiatement  général isable,  et  leurs  corrélatifs  (en  coordonnées 
ngentielles)  sont  très-aisés  à  exprimer. 


Vm.  Sî  une  conique  est  con- 
igaée  à  deux  bilatères  a,  b  et 
',  b\  et  qu'onjoîgne  les  sommets 
:  ceux-ci  à  un  point  quelconque 
;  la  courbe,  le  rapport  du  pro- 
iiit  des  sinus  des  angles,  comp- 


Si  une  courbe  du  troisième 
ordre  est  conjuguée  à  deux  tri- 
la  tères  «,  i,  6*  et  rt',  A',  r?',  et 
qu'onjoîgne  les  sommets  de  ceux- 
ci  à  un  point  quelconque  de  la 
courbe,  le  rapport  du  produit 
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tés,  dans  le  premier  bilatère,  de- 
puis les  côtés  de  celui-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

-IX.  Si,  par  trois  points  pris 
sur  une  conique,  on  lui  inscrit 
et  circonscrit  un  triangle,  une 
transversale  quelconque  coupe 
les  côtés  opposés  de  ces  deux 
triangles  eu  trois  couples  de 
points  en  évolution. 


PARTIE. 

des  sinus  des  angles,  co 
dans  le  premier  trilatère, 
les  côtés  de  celui-ci  jus 
rayons  aboutissant  à  leurs 
mités,  à  celui  des  sinus  c 
glcs,  comptés  de  même  < 
second,  est  constant,  qu 
soit  ce  point. 

Si  un  quadrilatère  est 
plétcment  inscrit  à  une 
du  troisième  ordre,  et  qu'o: 
en  trois  de  ses  sommets,  d 
gentes  à  la  courbe,  les  cô 
deux  triangles,  détcrmin 
ces  sommets  et  par  ces  tan{ 
sont  coupés  par  une  tr< 
sale  en  trois  couples  de 
en  évolution. 


Outre  ces  théorèmes,  j'énonce  également  un  principe  i 
semble  tout  h  fait  capital.  La  découverte  de  ce  principe  c 
conséquence  de  celle  du  rapport  anliarmonique  du  w*^"*  or 
Tai  nommé  principe  de  la  théorie  des  faisceaux  (  *  ).  Le  voici 
également  au  cas  du  troisième  ordre  seulement  : 

Principe.  —  Si  l'on  a  trois  courbes  variables  en  vertu  t 
ramètres  ol^  ^^y^ 

et  qu'il  existe  entre  ces  paramétras  une  relation /"[a^^^ 
[ou  bien  si  l'on  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  parc 
a<?^(3:9(x,j,a,(5)  =  o,  y  =  o,  (|/  =  o],  l' équation  F {x^j 


(*)  Je  crois  neuf  ce  principe,  auquel  mon  coUégue  M.  Le  Pai^  a  collai 
moi.  M.  Em.  Weyr,  à  Vienne,  m'a  déclaré  ne  pas  le  connaître.  M.  Klein,  à  Mu 
dit  qu'il  n'en  connaissait  qu'un  cas  particulier,  celui  de  la  recherche  du 
enfin,  je  ne  l'ai  vu  énoncé  dans  aucun  des  Traités  les  plus  moderne-s. 

Si  un  (^omètre  croyait  avoir  des  droits  à  la  priorité  de  cette  découYertc 
heureux  qu'il  voulût  bien  me  les  signaler. 


MÉLANGES.  283 

résultant  de  l'rlimination  des  paramètres  variables,  représente 
une  courbe  passant  par  les  points  triples  d'intersection  des 
courbes  y,  ;^,  ^. 

;  Ce  principe  est  évidemnient  susceptible  de  la  plus  complète  gé- 

néralisation dans  le  plan  et  dans  Tespace. 

AppLicATioif.  —  Chercher  le  lieu  des  points  triples  des  rayons 
homologues  de  trois  faisceaux  homo  graphiques. 

Prenons  les  centres  de  ces  trois  faisceaux  pour  sommets  d'un 
triangle  a.|3.y  =  o.  Les  équations  des  rayons  de  chacun  de  ces 
faisceaux  seront 

l'ii  a  H-  à;5  =3  o, 

i     i*-  ô-}-tz7=:0, 

i     . 

[     ,3)  y  -t-  va  =  O. 

et  la  condition  d'homographie  s'écrira 

'\\  «u'>ft  H-  ^jji^v  H-  «3, vÀ  H-  «1  >.  H-  r/,  a  -+-  a^^j  -h  i  =1  o. 

Eliminant  1,  u,  v  entre  les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4),  ou  a  celle 
du  lieu  cherché  : 

Ce  lieu  est  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  passant  par  les 
centres  des  trois  faisceaux. 


§  II.  —  Des  surfaces. 

Si  nous  ne  sommes  pas  arrivé  à  étendre  tous  les  théorèmes  qui 
précèdent  aux  surfaces  du  second  et  du  troisième  degré  (les  seules 
aaïquelles  quelques-uns  d'entre  eux  soient  généralement  appli- 
cables), nous  avons  du  moins,  ici  encore,  tracé  la  voie,  et  démontré 
que  le  fameux  théorème  de  Pascal  avait  été  trouvé,  dès  1826,  de 
même  que  celui  de  Brianchon,  pour  les  surfaces  du  second  degré, 
par  notre  compatriote  Dandelin ,  quoiqu'il  eût  lui-même  mis  la 
question  au  concours  à  l'Académie  de  Bruxelles.  On  le  verra  par 
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l'analogue  que  nous  donnerons  de  chacun  de  ces  ihéorèmes 
le  troisième  degré. 

!Nous  nous  bornerons,  dans  le  second  degré,  à  l'énoncé  d 
théorèmes  ;  nous  entrerons  dans  un  peu  plus  de  détails  reh 
ment  aux  surfaces  de  la  troisième  classe,  dont  nous  avons  le 
mier  fait  connaître  les  vingt-sept  droites  et  les  propriétés  capi 
que  nous  énoncerons  en  regard  de  celles  des  surfaces  du  trol 
ordre. 

Comme  beaucoup  de  ces  dernières  ont  été  découverte 
Salmon,  Cayley,  Stciner,  Cremona,  Sturm,  etc.,  nous  feroii 
marquer  au  lecteur  que  nous  avons  guillemeté  celles  que  nou 
empruntons,  et  numéroté  celles  qui  nous  sont  dues,  eu  conse 
les  numéros  mêmes  des  énoncés  précédents  auxquelles  elles 
respondent;  dans  la  troisième  classe,  au  contraire,  tout  peu 
nous  appartient  (*). 

Surjaces  du  second  degré. 


Si  deux  dièdres  a,  A  et  «',  h' 
sont  conjugués  à  une  surface  du 
second  degré  : 

iM.  ?(=■) 

a**,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  couples 
de  faces  a,  b  et  a',  b'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
qutl  que  soit  ce  point. 

3*^,  III.  Une  transversale  quel- 
conque rencontre  ces  deux  cou- 
ples de  faces,  et  la  surface,  en 
trois  couples  de  points  en  învo- 
lution. 


Si  deux  digones   A,  B 
B'  sont  conjugués  à  une  si 
du  second  degré  : 

2°,  II.  Les  produits  des 
tances  d'un  plan  tangent 
conque  aux  deux  coupL 
sommets  A,  B  et  A^,  B'  sont 
eux  dans  un  rapport  con^ 
quel  que  soit  ce  plan. 

3",  III.  Le  couple  de  j 
menés  par  une  droite  tai 
tiellement  à  la  surface,  et  les 
couples  de  plans,  menés  pai 
droite  et  par  les  deux  coup 


(  *  )  Mes  tiiéorèmes  sur  cet  surfaces  ont  été  présentés  k  rAcadémie  de  Beig 
3  décembre  1870. 

(*)  Voir,  au  sujet  de  ces  énoncés,  une  Note  que  j'ai  publiée,  en  collaborati* 
M.  Le  Paigc,  dans  le  t.  XLVUl  des  Bulletins  de  r Académie  de  Belgique ^  p>  4i 
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V.  Si  deux  trièdres  a,  J,  c  et 
a\  b\  c'  sont  conjugués  h  une 
surface  du  second  degré,  leurs 
&ces  opposées  a  et  a\  h  et  i',  c* 
et  c^  se  coupent  suivant  trois 
droites  situées  dans  un  même 
plan ,  ce  qui  s'exprime  analyti- 
qoementpar 


\1  flJ.c-/a'.^'.c'=S,.P. 

Surfaces  du  troisième  ordre. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  faisceaux  de  plans  a-=-  caci^ 
i=:j3i',  c  =  yc',  il  existe  la  re- 
lation a,Sy  =  A',  réquation 

jj  ^  ohc  —  ka%'c  =  o 

du  lieu  des  points  d'intersection 
des  faces  homologues  de  ces  trois 
faisceaux  représente  une  sur- 
face générale  du  troisième  ordre 
passant  par  les  axes  de  ces  fais- 
ceaux. 

Les  deux  trièdres  «,  i,  c,  a', 
^î  c'  sont  dits  conjugués  à  53 . 

Chaque  face  de  Tun  passe  par 
trois  génératrices  appartenant 
^pectivement  aux  trois  faces 
de  l'antre . 

De  là  neuf  génératrices  primî- 

tïTes,  formant  six  systèmes   de 

^is   génératrices  non    situées 

deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

«  Un  hyperboloïde  qui  a  trois 

^ératrices  d'un   même   mode 

communes  avec  S»  en  a  trois  de 
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sommets  A,  B  et  A',  B'  forment 
un  faisceau  en  involution. 

V.  Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  du  second  degré ,  les 
droites  qui  unissent  les  sommets 
opposés  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C 
concourent  en  un  même  point. 


VI.  Comme  ci-contre. 

Sur/aces  de  la  troisième  classe. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  chaînes  de  points  A  =  a  A', 
B=:(3B',  C  =  yCy  il  existe  la 
relation  a(3y  =  A",  Téquation 

S3=A.B.C--/A'.B'.C'  =  o 

de  l'enveloppe  des  plan  s ,  déter- 
minés par  les  points  homologues 
de  ces  trois  chaînes,  représente 
une  surface  générale  de  la  troi- 
sième classe  passant  par  les  axes 
de  ces  chaînes. 

Les  deux  trigones  A,  B,  C, 
A^,  B',  C  sont  di  ts  conjugués  à  S3 . 

Chaque  sommet  de  Tun  est  le 
point  de  concours  de  trois  géné- 
ratrices passant  respectivement 
par  les  trois  sommets  de  Tautre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  concou- 
rantes deux  k  deux. 

Comme  ci-contre. 
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l'autre  mode  également  com- 
munes. » 

On  en  conclut  que  chacun  des 
six  hyper  bol  oïdes  ,  déterminés 
par  Tun  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  coupe  .^3 
suivant  trois  génératrices  dis- 
tinctes des  neuf  primitives  et 
distinctes  entre  elles,  et,  par 
suite,  qu'il  existe  vingt-sept  gé- 
nératrices sur  53. 

((  Chacune  d'elles  est  dans  un 
même  plan  avec  cinq  couples  des 
autres,  et  forme,  avec  ces  couples, 
cinq  triangles  tri  tangents ,  ce  qui 
détermine  quarante-cinq  de  ces 
triangles. 

»  Si  deux  triangles  tri  tangents 
n'ont  aucun  côté  commun,  leurs 
côtés  se  coupent  deux  à  deux.  » 
(Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.) 

Deux  triangles  tri  tangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  trièdres  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trièdres  con- 
jugués ayant  deux  faces  com- 
munes, tels  que  abe  et  c'd\f^ 
cdfçX  alb'e^  forment,  par  la  sup- 
pression de  ces  faces,  un  système 
de  tétraèdres  conjugués  a,  &,  c,  d 
et  rt',  A',  c',  d'. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
face  de  l'un  passe  par  trois  gé- 
nératrices appartenant  respec- 
tivement à  trois  des  faces  de 
l'autre. 

Les  faces- de  chaque  tétraèdre, 
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On  en  conclut  que  < 
six  hyperboloïdes ,  < 
par  l'un  des  six  systèi 
nératrices  primitives 
corde  avec  S3  suivant 
ratrices  distinctes  des  i 
tives  et  distinctes  entr 
par  suite,  qu'il  existe 
génératrices  sur  S3. 

Chacune  d'elles  con 
cinq  couples  des  autres 
en  ces  concours,  cin< 
iritaugents  (c'est-à-dii 
contact),  ce  qui  déter 
rante-cinq  de  ces  som 

Si  deux  sommets   t 
ne  sont  pas  situés  sur 
génératrice,  les  génér 
concourent  en  ces  s< 
coupent  deux  à  deux. 

Deux  sommets  tritai 
fi  sent  donc  pour  déte 
système  de  trigones  ce 

Deux  systèmes  de  tri 
jugués  ayant  deux  son: 
muns,  tels  que  ABE 
CDF  et  A'B'E,  forme 
suppression  de  ces  soi 
système  de  tétragones 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  i 

Ceux-ci  sont  tels  q 
sommet  de  l'un  est  h 
concours  de  trois  gc 
passant  respectivenieo 
des  sommets  de  Tautr 

Les  sommets  de  chi 


F 
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qui  n  ont  pas  une  génératrice 
commone,  sont  opposées. 

Si  deux  trièdres  a,  £,  c  et  a', 
b\  c'  sont  conjugués  à  une  sur- 
face du  troisième  ordre  : 

'a",  M.  Les  produits  des  dis- 
tances d  un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  ternes  de 
fices  tf,  A,  c  et  a\  b\  c'  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3*,  in.  Une  transversale  queU 
conque  rencontre  ces  deux  ternes 
<ie faces,  et  la  surface,  en  trois 
ternes  de  points  en  involution. 
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IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétraèdres  «,  A,  c,  rf 
eta',  J',  c',  d'  sont  conjugués  à 
ïïne  surface  du  troisième  ordre, 
lenrs  faces  opposées  a  ela\  J  et 
i^,  cet  c',  d  et  d'  se  coupent  sui- 
vant quatre  droites  situées  dans 
^  même  plan. 

VI.  Expression  analytique  de 
ttlhéorème  : 

VU.  Si  Ton  combine  trois  à 
^w,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  faces  opposées  de 
deux  tétraèdres  conjugués  à  une 


gonc,  qui  ne  sont  pas  sur  une 
même  généra  triée,  sont  opposés. 
Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  de  la  troisième  classe  : 

i»,i.  ?(') 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  ternes  de  som- 
mets A,  B,  C  et  A',  B',  C  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3*^,  in.  Les  deux  ternes  de 
pi  ans  y  menés  par  une  droite  et 
par  les  sommets  de  ces  trigonos, 
et  le  terne  de  plans,  menés  par 
cette  droite  tangentiellement  à 
la  surface,  forment  un  faisceau 
en  involution. 

IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétragones  A,  B,  C, 
D  et  A',  B',  C,  ly  sont  conjugués 
à  une  surface  de  la  troisième 
classe,  les  droites  qui  unissent 
leurs  sommets  opposés  A  et  A',  B 
et  B',  C  et  C,  D  et  IV  concou- 
rent en  un  même  point. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

A.B.C.D  — ^A'.B'.C'.D'  =  S,.n. 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 


')  '*">  la  note  précédenlr. 
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surface  du  troisième  ordre,  on 
obtient  un  système  de  trièdres 
conjugues  à  un  hjperboloïde, 
c'est-à-dire  que,  de  Fidentité  ci- 
dessus,  on  peut  déduire  les  sui- 
vantes : 

a  b,c  —  k'a' ,b' ,c^s\.V^  .... 


une  surface  delà  troisième 
on  obtient  un  système  d 
trigones  conjugués  à  un 
boloïde,  c'est-à-<b're  que, 
dentité  ci-dessus,  on  pe 
duire  les  suivantes  : 

A.B.C*-~A'A  .B  .G  .^=32. 


Nous  ferons  remarquer  enfin  que  ces  théorèmes,  et  par 
rement  les  théorèmes  III  et  V,  s'étendent  aisément  aux  ( 
gauches,  et  ce  dernier  même  à  des  courbes  tracées  sur  une 
quelconque.  Il  nous  parait  superflu  de  donner  ici  les  éno 
ces  propriétés,  ainsi  que  de  plusieurs  autres  propriétés  g€ 
des  courbes  et  des  surfaces  consignées  ailleurs.  Le  lecteur 
consulter,  A  ce  sujet,  outre  les  Ouvrages  cités,  les  BulU 
r académie  de  Belgique,  à  partir  du  tome  XXXVI. 


COMPTES  RENDUS  ET  AMAICV^: 

COMPTES  RENDUS  ET  A\!^I> 

FlOQUET   (G.).  —  Sur  l\  théorie   des   ÉQuvTioNS^SlscttSMff elles   li- 
?(É.%iiŒS.  —  In-4*  de  iSi  pîiges.  Paris,  1879. 

La  première  Thèse  de  M.  Floquet  contient,  sous  une  forme 
sÎHiple  et  claire,  le  résumé  des  importants  travaux  de  M.  Thomé  et  de 
M.  Frobenius  sur  la  théorie  des  équations  diilérentielles  linéaires^ 
die  rendra  le  plus  grand  service  aux  mathématiciens  français  qui 
voudront  se  rendre  compte  des  progrès  accomplis  depuis  quelques 
muées  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Fuchs.  En  outre,  les  recherches 
»nnelles  de  M.  Floquet  sur  la  décomposition  du  premier 
îoibre  d'une  équation  dillerentielle  linéaire  en  facteurs  premiers 
symboliques  jettent  beaucoup  de  jour  sur  plusieurs  points  de  la 
théorie  de  ces  équations. 

L'auteur  a  divisé  son  travail  en  sept  Parties. 
La  première  est  consacrée  à  rappeler  la  définition  précise  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire  à  coef- 
6cient5  holomorphes  dans  une  portion  du  plan,  et  leur  forme  ana- 
lytique dans  le  domaine  d'un  point  singulier.  Ces  intégrales,  en 
supposant  le  point  singulier  à  l'origine,  sont  des  agrégats  d'expres- 
sions de  la  forme 

F  =  ar«[4,o  -+-  4/1  logjr  4-  .  .  .  -+-  >};„  (logx)"] 

OÙ  les  4*  ^^^^  ^^^  fonctions  uniformes  dex^  lorsque  ces  fonctions 
sont,  pour  x  =  o,  infinies  d'un  ordre  fini,  l'intégrale  est  dite  régu- 
lière; on  peut  d'ailleurs  supposer  alors,  en  modifiant  a,  qu'elles 
restent  finies  pour  x  =  o  et  qu'elles  ne  sont  pas  toutes  nulles  :  s'il 
en  est  ainsi,  on  dit  que  la  fonction  F  appartient  à  l'exposant  a. 

La  deuxième  Partie  concerne  l'étude  de  ces  intégrales  régulières 
et  la  détermination,  par  la  méthode  de  M.  Thomé,  d'une  limite 
supérieure  de  leur  nombre  pour  une  équation  diilérentielle  linéaire 
donnée.  La  même  question  se  trouve  résolue  dans  la  Partie  sui- 
vante au  moyen  de  la  fonction  déterminante. 

L'équation  diflérentielle  étant  mise  îïous  la  forme  normale 

K[x)=  «.X'-  ^  +  «,x'«-'  -^  +  .  . .  4-  «„r  =  o, 

Bull,  des  Sciences  mathim,^  a«  Série,  t.  III.  (Juillet  1879.)  20 
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où  Ton  suppose  que  les  a  sont  des  fonctions  holomorpbcs  de  x  da 
]e  voisinage  du  point  o  et  qui  ne  s'annulent  pas  toutes  simultan 
ment  en  ce  ])oint,  la  fonction  de  x  et  de  p,  A  {x^),  obtenue  en  su 
siituant  :r?  à  r  dans  le  premier  membre  de  Téquation,  est  ditej 
fonction  carnet  crisli(/ue  de  ce  premier  membre,  et  le  terme  constat, 
indépendant  de  x  dans  Texpression  x^^A^x^)  est  ]&  Jonction  dé 
terminante.  Sou  di^grv  est  égal  ou  supérieur  au  nombre  des  intégrale 
régulières,  qui  appartiennent  toutes  h  des  exposants  pris  parmi  le 
racines  de  Téqualion  en  p  obtenue  en  l'égalant  à  zéro.  M.  Fuchs 
fait  une  étude  particulière  du  cas  où  ce  degré  est  égal  à  m  :  toute 
les  intégrales  sont  alors  régulières. 

SI,  en  général,  A(}),  B(j)  sont  des  fonctions  linéaires  dcje 
de  ses  dérivées,   on  entend  par  AB  l'expression  de  môme  form 

obtenue  en  substituant,  dans  A  (  r)?  B,  -r-i  -^»  •  •  •  à  la  place  àej 

dr     d^r  I,  ,  .  .  .      ,       ,      ,e  Té       . 

— 1  -T^,»""  A'  ^*st  clair  que,  SI  j' est  une  intégrale  d       quatioi 

B  =  o,  la  même  fonction  annulera  l'expression  composée  AB.  Oi 
peut,  au  moyen  de  cette  notation  symbolique,  elîectuer  sur  le 
deux  premiers  membres  de  deux  équations  dillércntielles  linéaire 
une  suite  d'opérations  analogues  à  celles  du  plus  grand  commu 
diviseur  et  déterminer,  s'il  y  a  lieu,  leurs  intégrales  communes.  1 
est  aisé  de  voir  que,  si  les  expressions  A,  Bout  été  mises  sous  l< 
forme  normale,  l'expression  AB  sera  aussi  sous  cette  forme,  et  qui 
la  fonction  déterminante  de  cette  dernière  expression  sera  le  produî 
des  fonctions  déterminantes  des  deux  premières.  Si  l'exprès 
sion  A  [j)  à  coellicients  liolomorplies  est  susceptible  d'être  déconi' 
posée  en  facteurs  symboliques  à  coefficients  aussi  holomorphes,ell< 
est  réductible  ;  dans  le  cas  contraire,  elle  est  irréductible.  lltt< 
équation  qui  admet  des  intégrales  régulières  est  évidemment  réduc 
tible.  L'équation  composée  AB  =  o  admet  au  plus  autant  d'inté 
grales  régulières  que  les  deuxéquations  A=o,B  =  o  en  admctten 
ensemble;  si  A  =  o  est  irréductible,  les  seules  intégrales  régulier 
de  AB  =  o  seront  celles  de  B  =  o-,  enfin  la  condition  pour  (p 
Téquation  P=  o,  d'ordre  m  et  dont  la  fonction  déterminante  est 
degré  y,  admette  y  intégrales  régulières  indépendantes  consiste 
ce  que  P  puisse  se  mettre  sous  la  forme  AB,  où  A  est  d'ordre  m— 
et  a  pour  fonction  déterminante  une  constante. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  agi 

i  Là  cjoquièinc  Partie  se  rapporte  à  l'équation  adjointe  d'une 

*  équation  di/rercntiellc  linéaire  A  (y)  =o.  L'auteur  commence  par 

I  montrvr  comment  à  un  système  fondamental  j-, ,  j\^ .  . .  ^y„i  d'inté- 

i  {raies  mis  sous  la  forme 

correspond  une  décomposition  de  A(j)  en  facteurs  premiers  sym- 
bob'ques  A,,  de  la  forme 


ou 


Lérjuatioii 


tir 


^ni  ^^m  —  i  •  '  •  Aj  Af  —  O 


admet  en  eilet  le  mOme  système  fondamental  d'intégrales  que 
Téquation  A  =  o;  on  en  conclut  aisément  que  l'expression 
(Vii'j...  Tm)""*  est  un  facteur  intégrant  de  cette  équation  ;  Téqua- 
tion  dillérentielle  adjointe  n  laquelle  satisfait  ce  facteur  étant 
ainsi  introduite,  cette  proposition  si  élégante,  savoir,  que  l'ad- 
jointe de  l'expression  composée  AB  est  iftrA»,  où  X  et  iil)  sont  respec- 
ti\ement  les  adjointes  de  A  et  B,  trouve  naturellement  sa  place, 
ainsi  que  les  relations  entre  les  intégrales  de  deux  équations  diflë- 
Kntielles  linéaires  adjointes  et  les  relations  entre  les  racines  de 
leurs  fonctions  déterminantes. 

Dans  la  Partie  suivante,  l'auteur  fait  la  théorie  complète  de  ces 
(acteurs   premiers    symboliques  qu'il  a  déjà  introduits  et  de   la 
décomposition  corrélative  à  tout  système  fondamental  d*intégrales^ 
ildonne  les  relations  entre  les  coeilicients  de  l'équation  dillérentielle 
<lles  coefficients  de  ses  facteurs  premiers^  il  est  ainsi  conduit  h  un 
grand  nombre  d'analogies  entre  les    équations   difiérentielles  li- 
iiéaia's  et  les  équations  entières^  il  examine  le  cas  des  facteurs  sym- 
boliques égaux  qui  correspondent  à  des  intégrales  en  progression 
géométrique  de  raison  x^  il  montre  comment,  pour  que  dans  une 
expression  diflerentielle  composée  de  facteurs  premiers   symbo- 
liques ces  facteurs  soient  commutatifs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  diUé- 
rences  de  leurs  coefficients  pris  doux  a  deux  soient  des  constantes, 

20. 


39^  PREMIERE  PARTIE. 

et  enfin  il  donne  diverses  applications  de  ces  résultats  géném^x-. 
Dans  la  septième  et  dernière  Partie,  M.  Floquet  montre  qucf 
parti  on   peut  tirer  de  la  même  décomposition  pour  établir  la 
théorie  des  intégrales  régulières.  Il  est   aisé   de  voir  que  cetle 
décomposition  peut  s'eflectucr  suivant  des  facteurs  à  coeflScients 
uniformes  ;  les  facteurs  de  forme 

tiy       a 

où  a  est  une  fonction  holomorpbe  diflerenle  de  zéro  pour  x  =  o, 
sont  dits  réguliers.  Le  degré  delà  fonction  déterminante  est ^ 
au  nombre  des  facteurs  réguliers  qui  entrent  dans  une  même 
décomposition  en  facteurs  premiers  symboliques  à  coefficient  uni- 
forme, et  le  nombre  des  intégrales  régulières  linéairement  indépen- 
dantes est  égal  au  plus  grand  nombre  de  facteurs  réguliers  consé- 
cutifs susceptibles  de  terminer  une  même  décomposition  de  la  mênie 
nature. 


GÙNTHER  (S.).  —  Stldien  zvr  Geschichtb  der  mathkmatischen  und  pht- 
siKALiscHBN  GEOGRAPHIE.  IV.  Hcft.  —  Atialjse  (le  Codex  cosmographiques  ât 
la  Bibliothèque  Grand-Ducale  de  Munich  (p.  217-275,  4  fig.)» 

Au  nombre  des  précieux  Manuscrits  latins  que  renferme  la  riche 
bibliothèque  de  Munich,  il  s'en  trouve  deux,  en  particulier,  qu» 
se  rapportent  au  sujet  de  la  présente  étude. 

Le  premier  fait  partie  d*une  Encyclopédie  historique,  médicale 
et  théologique  \  il  est  dédié  à  l'empereur  Louis  de  Bavière  et  parait 
devoir  remonter  au  xiv*  ou  au  xv*  siècle. 

Le  second  Manuscrit  latin  date  de  i44^  ^^  14^0.  L'auteur,  Dit^t- 
rîch  Ruffi,  moine  de  l'ordre  des  Frères  mineurs,  y  a  discuté  trente- 
deux  questions  d'Astrologie,  de  Météorologie,  de  Géographie,  4i- 
Géodésie,  etc. 

Il  est  terminé  par  une  sorte  de  supplément  qui  était  primitive- 
ment destiné  à  un  autre  Ouvrage,  et  qui  a  pour  titre  :  Cette  figura 
démontre  la  création  de  toutes  choses,  supérieures  ou  in/érieures, 
et  la  situation  de  chacune  d'elles  en  raison  de  son  mérite  ou  de 
son  démérite. 

Un  rapide  aperçu  des  subdivisions  de  l'Ouvrage  fait  reconnailro 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  293 

qu  il  ne  faut  pas  exagérer  Tiniportance  ou  la  nouveauté  des  résul- 
tats qu'il  renferme.  Cantor  et  Mâdler  ont  constaté  que,  parmi  les 
trente-deux  Chapitres,   plusieurs  ont  été  discutés  et  traités  par 
Petrus  de  Dacie,  Weudelin,  Campanus,  Maxime  Planude,  Fibo- 
uKci^  Robert  de  Lincoln. 

M.  Gûntlier  n'a  eu  recours  aux  citations  textuelles  que  lorsque 
l'intérêt  de  la  vérité  l'a  exigé.  En  général,  il  a  cherché  à  rendre 
fidèlement  la  pensée  de  Fauteur. 

Le  quatrième  fascicule  de  cette  Histoire  de  la  Géographie  a  pour 
objet  plus  spécial  Tanalyse  de  trois  Manuscrits  cosmographiques 
dont  voici  les  titres  : 

I®  De  quatuor  ventLs  cardinalibus,  etc. 

2®Z)e  distantis  civilatum,  etc. 

3*  Un  Chapitre  intercalé  dans  ce  même  écrit,  mais  dans  un  but 
essentiellement  différent  :  Ista  figura  demonstraty  etc.  [voir  ci- 
dessus  la  traduction  du  titre). 

Ces  divers  Ouvrages  renferment  de  précieuses  indications  pour 
l'histoire  des  notions  géographiques.  Nous  allons  indiquer  rapide- 
meutles  plus  intéressantes. 

Le  premier  Manuscrit  traite  «  des  quatre  vents  cardinaux,  des 
planètes,  de  la  Terre,  des  signes  célestes,  des  zones  et  de  la  figure 
du  monde,  etc.  ». 

L'auteur  inconnu  explique  les  vents  par  des  génies  qui  président 
i chacun  d'eux.  11  divise  les  vents  en  deux  catégories,  les  quatre 
vents  cardinaux  et  les  huit  vents  collatéraux,  qui  sont  associés  deux 
ideux  aux  premiers. 

Chacun  de  ces  vents  a  la  propriété  de  modifier  1  état  du  temps 
fune  manière  déterminée,  qui  permet  de  formuler  de  véritables 
pré?isions  météorologiques.  Détail  curieux,  Tarc-en-ciel  y  est  qua- 
lifié de  quadricolorj  comme  au  temps  d'Aristote,  qui  admettait 
^is  couleurs  principales,  avec  une  quatrième  teinte  entre  le  rouge 
et  le  vert. 

L  auteur  admet  la  théorie  des  quatre  éléments  et  leur  perpétuel 
échange  les  uns  avec  les  autres. 

Un  paragraphe  de  l'analyse  de  M.  Gûnther  est  consacré  à  un 
examen  comparatif  de  la  nomenclature  des  vents,  d'après  la  mono- 
graphie d'Avézac.  Il  rappelle  à  ce  propos  les  progrès  et  variations 
de  celte  nomenclature  dans  Aristote,  Pline,  T Arabe  El  Kazouini^ 
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llonoiius  d'Autun,  Isidore  de  Séville,  Guillaume  de  Tripoli  eà 
Albert  le  Grand.  Ou  trouverait  aussi  dans  Kepler  une  étude  très- 
détaillée  de  la  même  question  [Epitomcs  yistronomiœ  lib.  II). 

La  partie  astronomique  commence  par  un  tableau  des  distances 
des  diverses  planèles  entre  elles.  Malheureusement,  il  est  impos- 
sible de  saisir  le  sens  des  abréviations  et  des  cbillres  romains  don- 
nés par  Tauteur.  Il  est  mieux  inspiré  dans  la  comparaison  qu'il 
imagine  pour  le  double  mouvement  des  planètes  et  pour  expliquer 
les  variations  qu'éprouve  ce  mouvement.  On  reconnaît  les  idées 
exposées  déjà  par  Pline  l'Ancien,  et  que,  deux  siècles  plus  tard, 
Tyclio  Rrahe  résumait  en  ces  termes  dans  une  Lettre  à  Pratensis: 
«  ]N'ous  ne  pouvons  supposer  que  les  rayons  du  Soleil  soient  réunis 
comme  par  une  chaîne  ou  par  tout  autre  lien  avec  les  planètes  pour 
les  mouvoir  çà  et  là,  les  pousser  ou  les  retirer,  et  il  nous  faut  ima- 
giner une  certaine  force  magnétique  qui  réside  en  elles...,  comme 
Pline  en  a  déjà  exposé  la  théorie.  » 

L'auteur  du  manuscrit  passe  ensuite  à  la  description  des  divcrstrs 
planètes.  Il  compare  la  Lune  à  un  miroir  qui  réfléchit  les  rayons 
solaires.  Son  nom  Luna  doit  être  rapproché  de  Lucinia,  qui  veut 
dire  a  Luce  nata.  Sa  nature  participe  par  moitié  à  celle  du  fi^et 
à  celle  de  Teau,  sans  doute  à  cause  de  son  éclat  et  du  reflet  qu'elle 
donne  à  la  lumière  du  Soleil. 

Mercure,  ou  Stilbon,  vient  ensuite.  11  est  sphérique,  plusgros 
que  la  Lune.  La  planète  Vénus  est  animée  d'un  mouvement  ana- 
logue à  celui  de  Mercure  et  devient  alternativement  Tétoilc  du 
matin  et  du  soir.  On  la  voit  même  briller  en  plein  jour^  seul  témoi- 
gnage, sans  doute,  à  l'appui  d'une  tradition  suivant  laquelle  £nc<; 
aurait  vu  la  planète  dans  ces  conditions. 

L'auteur  termine  par  la  description  de  Mars,  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Il  passe  ensuite  à  la  division  du  Zodiaque,  et  traite  aassi 
de  l'harmonie  musicale  des  mouvements  des  splières  et  de  l'origine 
mythologique  des  douze  signes. 

L'Astromythologie  de  l'Ouvrage  lui  est  entièrement  spécîale.Elle 
renferme  les  fables  classiques  d'Aratus,  d'Ovide,  de  Manilius,  q»^ 
Lalandc  a  û  bien  détaillées  dans  son  Astronomie, 

L'auteur  expose  des  idées  nouvelles  quant  à  l'origine  de  cer 
taines  constellations.  Il  définit  Thorizon  comme  séparation  de 
deux  hémijiphcres  célestes,  l'un  visible,  l'autre  invisible.  L'ho 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  2<j5 

riwn  embrasse  une  circonférence  entière,  dont  l*œil  ne  peut  \oir 

go  une  seule  moitié. 

H  est  question  aussi  des  deux  genres  d*éclipses  qui  se  produisent 
soiVaot  que  la  Lune  est  en  conjonction  ou  en  opposition  sur  la 
ligne  des  centres  de  la  Terre  et  du  Soleil. 

Les  développements  astronomiques  se  rapportent  à  Tétude  d'en- 
mble  de  Tunivers  en  pjénéral.  Le  monde  a  une  forme  spliéroïdale, 
ties  quatre  éléments  y  sont  distribués  dans  Tordre  de  leurs  poids. 
!ette  comparaison  était  familière  aux  cosmograplies  arabes^  on 
observe,  de  même,  chez  Ornons  et  llonorius  d'Autun. 
Une  figure  toute  géométrique  résume  très-exactement  les  idées 
I  l'auteur.  Au  centre  commun  d'une  série  de  cercles  se  trouve 
lomme,  dont  Texistence  se  déroule  dans  le  temps  (année)  et 
'space  (monde).  Cette  unité  trilogique  ressent  Tinlluence  de 
latre  prédispositions  physiologiques,  d<?s  quatre  saisons  de  Tan- 
«,  des  quatre  éléments,  doués  chacun  de  deux  propriétés  caracté- 
ttiques,  nourrissant  chacun  un  animal  particulier. 
L^auteur  admet,  dans  la  création  universelle,  cincj  grandes 
lases  principales  qui  se  résument  ainsi  qu'il  suit  :  l'esprit  de 
icu,  le  chaos,  les  six  jours,  la  dérivation  des  êtres  et  riiarmonie 
»  quatre  éléments.  11  attribue  à  la  Terre  une  forme  sphérique,  de 
îoooo  stades  ou  12000  milles  de  tour.  Mais  ces  nombres  sont 
lexacts  pour  un  tiers  au  moins,  car  la  valeur  d'un  degré  du  méri- 
ien oscille  entre  jo  et  60  milles. 

L'auteur  adopte  la  division  de  la  Terre  en  cinq  zones,  délimitées 
«r  les  tropiques  et  les  cercles  polaires.  Il  divise  l'hémisphère  bo- 
cal en  trois  parties,  l'Europe,  l'Asie  et  l'Afrique.  «  L'Asie  »,  dit- 
li«  s'étend  du  nord,  par  l'orient,  jusqu'au  milieu  de  l'orient^ 
ïnrope,  de  l'occident  jusqu'au  nord;  l'i^frique,  du  nord  jusqu'à 
occident  ».  Les  divisions  doivent  provenir  de  la  représentation  des 
artes  arabes,  sur  lesquelles  l'axe  du  continent  asiatique,  allant  de 
'éluse  à  la  Bactriane,  avait  une  direction  nord-est,  et  celui  du 
ontinent  africain^  allant  de  l'F^thiopie  aux  portes  d'Hercule,  avait 
tue  direction  nord-ouest. 

Au  témoignage  de  Peschel,  on  assura  de  bonne  heure  une  place 
itt  Paradis  terrestre  aux  dernières  limites  de  l'Asie  orientale, 
l^extravagant  Cosmas,  surnommé  le  Voyageur  aux  Indes  (Indico- 
Pcttsles),  le  plaçait  dans  une  région  située  plus  loin  que  la  Chine, 
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el  qu'il  regardait  coiiime  inaccessible  aux  autres  mortels.  Le  Mï^ 
nuserit  dont  nous  parlons  ici  nous  fera  connaître  quelle  était  cetl^ 
région,  u  Ce  Paradis,  ou  séjour  des  bienheureux,  est  inaccessible 
aux  hommes,  parce  qu'une  ceinture  de  feu  s'élevant  jusquau  dd 
l'entoure  complètement.  L/i  se  trouve  l'arbre  de  vie,  dont  les  fruits 
assurent  l'immortalité^  au  centre  du  Paradis  on  rencontre  une 
source,  qui  bientôt  se  répand  suivant  quatre  directions  pom*  former 
([uatre  fleuves  qui  se  dirigent  vers  les  continents  les  plus  éloignés.» 
Cette  doctrine  de  quatre  grands  fleuves  prenant  leur  source  dans 
le  Paradis  terrestre  se  trouve  reproduite  par  plusieurs  théologiens 
et  même  par  des  naturalist(!s.  D'après  Santarem,  ce  sont  les  quatre 
fleuves  qu'Andréas  Bianco  fait  descendre  de  la  haute  montagne 
d'Eden  et  qu'il  dirige  vers  les  quatre  points  cardinaux.  Ces  quatre 
fleuves  sont  le  Physon  ou  le  Gange,  le  Geon  ou  le  Nil,  le  Tigre 
ri  l'Euphrate.  Le  premier  coule  vers  l'est  et  se  jette  dans  l'Océan; 
le  second  apparaît  dans  le  voisinage  des  montagnes  de  l'Atlas,  dis- 
parait bientôt  sous  la  terre,  pour  se  montrer  de  nouveau  près  des 
côtes  de  la  mer  Rouge,  où  il  féconde  l'Ethiopie  et  l'Egypte,  el  se 
jette  dans  la  Méditerranée  par  sept  embouchures.  Quant  au  Tigre 
et  à  l'Euphrate,  ils  traversent  les  montagnes  de  l'Arménie,  puis 
coulent  parallèlement  pour  se  jeter  aussi  dans  la  Méditerranée.  Ils 
ne  traversent  que  des  pays  incultes  t«t  peuplés  de  bètcs  féi*oces. 

Les  théories  hydrographiques  dont  il  s'agit  oilrent  encore  un 
autre  intérêt  lorsqu'on  cherche  à  les  figurer  sur  une  Carte. 

Le  cours  du  Gange  est  assez  exactement  dirigé  vers  l'est  de  l'Asie: 
mais  il  est  incompréhensible  que  le  golfe  Persique,  où  se  jettent 
le  Tigre  et  l'Euphrate,  ait  été  confondu  avec  la  Méditerranée. 
L'auteur  inconnu  a  aussi  attribué  au  fleuve  du  Nil  un  cours  extrê- 
mement original,  qui  parait  devoir  s'expliquer  ainsi  :  le  Nil  se  di- 
rige de  l'est  vers  l'ouest  en  Europe,  traverse  le  détroit  de  Gibral- 
tar, et  ce  n'est  qu'après  lui  avoir  fait  parcourir  la  Mauritanie  elle 
Sahara  que  l'auteur  le  signale  enGn  dans  les  contrées  où  l'on  a 
reconnu  son  existence  dès  les  temps  les  plus  reculés.  On  pourrait 
remarquer,  dans  cette  hypothèse  fantastique  du  cours  du  Nilt  le 
souvenir  de  légendes  arabes.  Voici,  en  ellct,  comment  l'explique 
Peschel  :  «  Les  Arabes  ont  été  particulièrement  ingénieux  dans 
l'explication  qu'ils  ont  donnée  de  la  bifurcation  surnaturelle  des 
fleuves.  Pour  les  fleuves  d'Afrique,  ils  imaginèrent  la  supposition 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  297 

que  tous  devaient  recevoir  le  nom  de  Nil.  Une  conséquence 
e  iDevitable  de  cette  dénomination  irréfléchie,  c'est  qu'elle 
é  lieu  â  Terreur  que  tous  les  fleuves  de  l'Afrique  devaient 

rayonnements  d'un  même  système  hydrographique.  »  La 
)urce envoyait  un  bras  vers  Test  dans  l'océan  Indien,  comme 
ussi  Masudi,  et  vers  Touest  un  autre  fleuve  dans  lequel  ou 
ir  l'hypothèse  du  Niger,  dont  le  cosmographe  allemand 
roir  eu  aussi  connaissance^  mais,  comme  il  ne  pouvait  ex- 
pourquoi un  tel  fleuve  provenait  de  l'Asie  orientale,  il  ne 

plus  que  de  changer  le  sens  de  son  cours.  Il  est  fort  pro- 
issi  que  la  substance  de  ce  Chapitre  a  été  puisée  dans  des 
abcs  ou  dans  des  cartes  arabes,  par  exemple  dans  les  cartes 
raphe  Eldrisi.  Les  cartes  géographiques  du  Vénitien  Ma- 
luto,  bien  supérieures  à  celles-ci,  ont  pu  emprunter  leurs 

inexactes  à  notre  Manuscrit,  parce  que  les  cartes  arabes 
lissaient  encore  que  des  renseignements  très-imparfaits  au 
l'intérieur  de  l'Afrique. 

îur  a  supposé  que  la  Terre  est  située  au  milieu  de  l'atmo- 
:t  qu'elle  contient,  à  son  tour,  l'Enfer,  dans  lequel  on  ne 
ue  du  soufre  et  du  feu,  où  doivent  s'arrêter  les  âmes  des 
s.  Dante  Alighieri  a  largement  étendu  cette  doctrine,  qui 
nt  spécialement  au  moyen  nge. 

rgles  suivies  pour  la  mesure  et  la  subdivison  du  temps  nous 
e  sujet  de  quelques  remarques.  L'année,  dit  l'auteur  du 
rit,  se  compose  sensiblement  de  douze  mois,  le  mois  de 
emaines,  et  la  semaine  comprend  exactement  sept  jours. 

lui-même  est  subdivisé  en  quatre  parties,  nommées  qua- 
[ui  renferment  six  heures.  «  Les  Juifs  et  les  Romains  »,  dit 
^  «  divisaient  le  jour  naturel  en  quatre  durées  égales,  qu'ils 
•nt  primœ,  tertiœ,  sextœ  et  nonce.  Le  Bréviaire  de  l'Eglise 
\  a  conservé  jusqu'à  nos  jours  ces  dénominations.  »  Il  n'est 
5  étonnant  que  le  moine  écrivain  ait  adopté  les  mêmes  prin- 
mr  la  subdivision  de  l'heure.  Il  la  compose  en  eflet  de 
>oints  ^  le  point  lui-même  vaut  dix  moments,  le  moment 
nées,  l'once  sept  atomes.  L'atome  de  temps,  qu'il  considère 
«nme  indivisible,  est  cependant  supérieur,  comme  on  peut 
orer,  à  la  seconde  sexagésimale  adoptée  dans  le  système 
î  division  du  temps. 
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II  fait  correspondre  les  douze  mois  aux  douze  signes  du  Zodiaque, 
et  à  chaque  mois  trente  jours,  avec  trente  terties  horas  et  trcote 
hisse  moinenia.  Le  mol  hisse j  employé  par  le  eosmographe,  désigne 
ici  l'étymologie  ou  plutôt  l'abréviation  de  hisse xt us,  adoptée  d^ 
par  les  Romains  dans  leur  calendrier. 

Le  Traité  se  termine  par  un  aperçu  cosmographique  et  par  un 
résumé  anthropologique  et  ethnologique. 

Nous  avons  dit  que  TOuvrage  débutait  par  la  description  d'ni 
instrument  particulier   pour  la  détermination   des   distances  dei 
villes  et  des  royaumes.  Si  Ton  en  juge  par  la  description  assez  pet 
compréhensible  que  renferme  le  Manuscrit,  T instrument  dont  3 
s'agit  doit  se  composer  d'un  cercle  divisé  en  180  degrés,  qui  reppÉ»| 
sente  Téquateur,  et  d'un  quart  de  cercle  concentrique  et  normal  il 
premier,  et  divisé  en  90  degrés,  qui  représente  le  méridien.  Ainri 
la  position  de  chaque  point  du  globe  se  trouvera  dé6nie  sur  la  Carti 
par  ses  coordonnées  géographiques,  longitude  et  latitude.  Quanti 
la  réduction  des  distances,  elle  est  basée   sur    16  milles  au  degié 
du  méridien.  L'unité  de  mesures  ne  parait  pas  avoir  été  nettement 
fixée  ;  l'auteur  la  rapporte  à  la  fois  aux  Allemands,    aux  Italiens  fll 
aux  Français.  Une  certaine  confusion  semble  régner  a  ce  sujel: 
dans  son  esprit;  mais  il  est  intéressant  et  curieux  de  signaler  chei 
lui  un  essai  d'adoption  de  la  division  centésimale  du  grade  et  de  II 
minute.   R.  Wolf  en  a   attribué  l'idée  première  à  Henry  Gelli- 
brand  ('),  tandis  que  nous  donnons  la  preuve  de  son  invention 
deux  siècles  plus  tôt. 

Nous  arrivons  actuellement  à  parler  d'une  carte  plane,  spécimen 
dont  le  moyen  âge  ne  fournit  pas  d'exemples  nombreux.  Depuii 
longtemps  Ptolémée  en  avait  indiqué  la  méthode  et  le  principe  de 
construction;  il  dit,  en  eilct,  que  l'on  ne  commettra  pas  grande 


(*)  Une  dos  erreurs  bibliographiques  les  plus  surprenantes  est  celle  qui  attribii 
à  Gellibrand  l'œuvre  colossale  de  Bri(jcSy  les  Tables  de  la  Trigonometria  Britanme*, 
dont  Gellibrand  n'a  fait  autre  chose  que  surveiller  l'iuiprcssion  et  compléter  la  Pî^ 
face  par  un  assez  médiocre  Traité  de   Trigonométrie.  Cette  erreur,   que  nou*  ivow 
déjà  plusieurs  fois  signalée,  a  évidemment  sa  source  dans  une  mauvaise  difpowUoB 
typographique  du  titre,  où  le  nom  de  l'auteur  est  moins  en  vue  que  celui  de  l'éditeur. 
Telle  est,  du  reste,  l'opinion  actuelle  de  M.  Wo\Ç(Gesch.d.  Astr.^  p.  SSa)  :  «  ...  fio 
Briggs  in  Ausfùhrung  ciner  Idcc  von  Vieta  das  Interval  o^^oi  wâhlte,  . . . ,  Cvellibrand 
dagegen  nnr  Untergcordnctes  Ici&toti'  •.  J.  H. 
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mur  51  Von  adopte  des  lignes  droites  pour  les  cercles  parallèles 
ifsi  bien  que  pour  les  cercles  méridiens.  Seulement  cette  pré- 
mîon  n'a  pas  été  généralement  observée.  «  Des  copistes  outre- 
idants  »,  nous  dit  d'Avézac,  «  avaient  dès  le  xiv*  siècle,  à  ce 
il  semble,  substitué  de  leur  chef,  au  parai léb'sme  des  méridiens 
plé  par  l'auteur  grec,  la  convergence  sollicitée  par  l'inégalité 
aleur  des  degrés  de  longitude  sur  les  deux  parallèles  extrêmes, 

en  maintenant  d'ailleurs  en  lignes  droites  et  les  méridiens  et 
>ara]lèles.  Et  c'est  e\clusiv(îment  en  cette  forme  altérée  (desti- 
à  devenir  bientôt  la  plus  usuelle  de  toutes)  que  parurent,  dans 
ditions  imprimées,  les  cartes  de  détail  du  géographe  alexan- 
.  »  Dans  le  cas  actuel,  la  projection  adoptée  se  rapproche  beau- 
>  de  celle  de  Mercator  5  mais  elle  ne  s'étend  pas  à  l'univers  entier, 
a  lieu  de  modifier  les  degrés  de  latitude,  l'auteur  les  a  laissés 
lème  intervalle^  ce  qui  n'entraine  pas  à  des  erreurs  bien  graves. 
Ouvrage  contient  un  Tableau  de  positions  géographiques  éva- 
i  en  degrés  et  minutes  de  longitude  et  de  latitude.  Le  zéro 
lé  comme  point  de  départ  est  le  Paradis  terrestre  ou  lîden. 
c  colonnes  renferment,  en  outre,  l'indication  de  la  durée  du 
long  jour  dans  chaque  localité,  en  heures  et  minutes.  11  est  à 
rver  que  l'auteur  suppose  le  jour  constamment  de  douze  heures 

l'Eden,  ce  qui  n'est  guère  compatible  avec  la  situation  géo- 
liique  de  ce  lieu,  par  rapport  à  l'Europe  par  exemple.  L'Eden 
Arin)  est  figuré  sur  la  carte  en  un  point  qui  correspondrait, 
nos  cartes  modernes,  à  la  Tartaric  ou  au  Thibet.  Le  Gange  y 
id  sa  source,  et  l'auteur  en  fait  descendre,  à  tort,  les  deux 
16$  du  Tigre  et  de  l'Euphrate.  Sans  accorder  à  ces  erreurs  plus 
tenlion  qu'elles  n'en  méritent,  il  sera  curieux  de  rapporter 
tpréciation  de  Ristoro  :  a  Ils  sont  comme  ceux  qui  auraient  deux 
Tannée  l'été  et  deux  fois  le  printemps,  et  récoltent  deux  fois 
inée  le  blé  et  les  fruits,  et  ceux-ci  habitent  sur  le  cercle  de 
[Qatcur  ^  et  dans  ce  lieu  ils  ont  fondé  une  cité,  qu'ils  ont  appelée 
05  et  ce  lieu  est  tempéré,  parce  que  le  Soleil  passe  toujours 
ant  sous  la  Terre  que  sur  la  Terre,  de  sorte  que  les  jours  y  sont 
stamment  égaux  aux  nuits.  » 

)eci  expliquerait,  au  moins,  pourquoi  la  latitude  a  été  supposée 
le. 
c  méridien  de  Jérusalem  est  juste  a  90  degrés  de  celui  du  Pa- 
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radis.  Ënfîu  le  Tableau  renferme  en  tout  quatre-vîngl-six  posiûon^ 
géographiques.  Le  report  de  ces  nombres  sur  une  carte  usuelle  con^ 
duirait  à  un  assemblage  incohérent  de  résultais  exacts  et  de  résul-' 
lats  inadmissibles.  Wolf  attribue  les  erreurs  de  ce  genre  qui  le 
rencontrent  dans  d'autres  recueils  géographiques  n  ce  que  la  dé- 
termination de  la  hauteur  du  pôle  se  faisait  au  gnomon,  dans  le 
cours  du  XVI*  siècle  et  même  du  xvii®,  ce  qui  explique  pourquoi 
la  plupart  des  latitudes  étaient  trop  faibles,  comme  on  peut  le  re- 
connaître dans  Apian. 

M.  Gûnlher  a  construit,  d'après  la  Table,  le  planisphère  de 
l'Europe  et  de  la  Méditerranée,  et  vérifié  les  erreurs  qui  ailectenl 
en  particulier  le  contour  de  la  Péninsule  Ibérique.  La  côte  de 
Portugal  y  dessine  le  côté  nord.  Cependant  la  forme  générale  est 
quadraugulaire,  au  lieu  d'être  triangulaire  comme  on  Tobservait 
dans  les  cartes  d'Edrisi.  Mais  l'analogie  devient  plus  manifeste  dam 
le  dessin  des  contrées  orientales,  ce  qui  donnerait  lieu  de  suppoccr 
que  notre  cartographe  a  éprouvé  l'influence  arabe. 

Le  Tableau  des  positions  géographiques  renferme  égalemenl 
l'indication  delà  longueur  des  jours,  donnée  en  heures  et  minutes. 
11  offre,  au  point  de  vue  mathématique,  une  particularité  digne  de 
remarque.  Partout,  dans  ce  Tableau,  les  nombres  sont  disposésavei 
méthode,  les  unités  de  même  ordre  les  unes  sous  les  autres.  Cepen- 
dant, lorsque  le  nombre  des  minutes  est  compris  entre  o  et  lo,  !1 
est  quelquefois  écrit  correctement,  mais  souvent  encore  précédf 
d^un  zéro  qui  supplée  ainsi  aux  dizaines. 

Le  Tableau  est  suivi,  dans  le  Traité  de  Cosmographie,  d'undoca* 
ment  dont  il  y  a  lieu  de  signaler  le  but.  L'ensemble  dont  il  s*agil 
contient  les  règles  à  suivre  pour  déterminer  les  centres  du  Soleu 
et  de  la  Lune.  Les  éphémérides  des  mouvements  se  rapportent 
dans  les  Tables  Alphonsines,  au  méridien  de  Tolède;  pour  le 
appliquer  à  d'autres  localités,  il  faut  tenir  compte  de  la  diflérena 
de  longitude  avec  celle  de  Tolède.  Dans  l'exemple  choisi  pon 
l'explication  de  la  règle,  il  est  question  de  la  ville  de  Cologn 
(Koln),  et  l'on  trouve  une  différence  de  longitude  de  16^  3o',  qi 
l'on  évalue  en  temps,  en  faisant  correspondre  1  degré  à  4  minute 
une  minute  d'arc  à  4  secondes,  etc.  Même  problème  et  même  m 
nière  d'opérer  pour  les  éphémérides  des  planètes. 

Le  passage  du  système  décimal  au  système  duodéciioal  est  trf 
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irement  et  très-exactement  indiqué  dans  le  cours  de  oc  Traité. 
D  est  intéressant  de  noter,  pour  riiistoirc  de  la  Science,  qu'une 
iTersion  du  procédé  décrit  nous  donne  une  idée  de  la  méthode 
ployée  en  ce  temps-là  pour  la  détermination  des  longitudes. 
»  œuvres  classiques  des  anciens  offrent  un  point  commun  pour 
te  importante  opération,  que  Ptolémée  et  Hipparque  avaient 
sque  exclusivement  fondée  sur  les  éclipses  de  Lune,  malheu- 
sèment  trop  rares ^  il  ne  restait  plus  qu'à  faire  une  évaluation 
îcte  de  l'heure.  Ce  procédé  primitif  exigeait  essentiellement  la 
s«nce  d'un  même  observateur  aux  deux  points,  de  grands  dé- 
cements,  des  horloges  bien  réglées,  et,  mieux  encore  que  Tob- 
f  ation  d'éclipsés  de  Soleil  et  de  Lune,  la  fondation  des  théories 
Tables  astronomiques  exactes.  On  songea  d'abord  à  déterminer 
vance  l'instant  de  ces  phénomènes  pour  un  lieu  donné  :  un 
tp  d'œil  sur  l'Almanach  évitait  la  peine  du  voyage  de  l'observa- 
r.  Tel  fut  le  sens  des  propositions  d'Oronce  Finée  et  des  mesures 
Baffin  ;  mais  ces  procédés  se  ressentaient  encore  de  l'inilucnce 
ncnne,  tout  en  tenant  compte  des  améliorations  réalisées  dans 
méthode  des  chronomètres  portatifs  de  Gemma  et  des  distances 
laires  de  Werncr. 

Pour  compléter  le  plan  de  ce  Mémoire,  il  y  aurait  encore  à  par- 
'  d'un  document  écrit  en  allemand,  le  seul  de  cette  langue  qui 
\se  partie  de  cette  volumineuse  compilation.  Il  semble  avoir  été 
rit  par  une  autre  main  que  celle  du  moine  Dietrich  Ruffi.  Il  doit 
monter  au  xv*  siècle,  et  parait  avoir  été  un  cahier  de  notes  et  de 
«iseignements  recueillis  par  les  soins  d'un  autre  moine  pour  sup- 
Icer  à  un  certain  nombre  de  livres.  Près  des  trois  quarts  de  ce 
linuscrit  renferment  la  description  du  séjour  des  bienheureux, 
c  point  de  vue  auquel  s'est  placé  l'auteur  pour  représenter  le 
fsiéme  de  l'univers  est  encore  si  primitif,  ou  pour  mieux  dire  si 
«if,  que,  si  nous  n'avions  affaire  à  un  obscur  compilateur,  cloitré 
ans  un  couvent  quelconque  de  l'Allemagne,  nous  n'oserions 
lême  en  parler.  Il  n'en  sera  point  question  davantage;  par  contre, 
[faudra  signaler  un  écrivain  qui  attire  l'attention  par  la  simplicité 
tla  naïveté  de  son  Ouvrage  sur  les  trente-quatre  subdivisions  du 
'Sterne  de  l'univers  :  nous  voulons  parler  du  savant  magister  alle- 
and  Johanu  de  Gmunden  (  1 3 80- 1 44^ ) • 
Le  Traité  débute  par  le  titre  que  voici,  écrit  en  lettres  rouges  : 
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Ista  figura,  etc.,  c'csi-à-dire  «  cette  figure  démontre  la  création^' 
toutes  choses,  tant  supérieures  qu'inférieures,  et  la  situation  d^ 
chacune  d'elles  suivant  les  exigences  de  son  mérite  ou  de  son  dé^ 
mérite  ».  Ceci  nous  donnerait  Heu  de  supposer  que  le  texte  n'étail 
qu'un  commentaire  d'une  représentation  graphique  de  TuniverSi 
que  le  moine  copiste  avait  sans  doute  sous  les  yeux,  mais  qa'! 
n'a  pu  joindre  à  sou  travail.  On  peut  d'ailleurs  y  suppléer parL 
description  donnée,  quelques  lignes  plus  loin,  en  un  vieux  dialedt 
allemand  qu'il  est  assez  facile  de  reconstruire  en  langage  moderne 
Nous  croyons  pouvoir  en  donner  quelques  extraits  :  «  La  fignn 
précitée  montre  toutes  les  œuvres  du  Créateur  au  milieu  de  la  na 
ture  terres trcî.  La  Terre  se  trouve  environnée  de  l'atmosphère  e 
profondément  plongée  sous  la  mer.  Elle  est  naturellement  pesante 
Le  tiers  de  sa  surface  a  été  donné  comme  séjour  à  l'homme.  EU 
occupe  le  centre  du  firmament. . .  Après  la  sphère  de  feu  se  trouven 
les  sphères  des  sept  planètes  avec  leurs  excentriques  et  leurs  épi 
cycles  :  la  première,  à  la  Lune  \  la  deuxième,  à  Mercure^  la  troisième 
à  Vénus  ^  la  quatrième,  au  Soleil  \  la  cinquième,  à  Mars^  la  sixième 
à  Jupiter;  la  septième,  à  Saturne;  puis  le  firmament,  avec  l'im 
mense  profusion  des  étoiles  fixes.  Les  deux  sphères  de  cristal 
l'une  d'elles  a  reçu  la  désignation  de  premier  mobile  ;  la  second 
est  le  ciel  empyrée,  où  résident  Dieu  le  Père,  Dieu  le  Fils  et  1 
Saint-Esprit,  ainsi  que  sainte  Marie,  mère  de  Dieu;  puis  le 
chœurs  des  saints  Anges,  disposés  en  ordre  de  chaque  côté  »,  c'est 
à-dire,  dans  l'acception  des  théosophes  scolastiques ,  d'après  1 
subdivision  suivante  :  patriarches,  prophètes,  évangélistes,  mar 
tyrs,  papes,  moines  et  nonnes,  et  bienheureux. 

A  la  fin  du  Traité  se  trouve  le  nom  de  l'auteur  :  Jean  de  Gmun 
den,  de  Vienne. 

La  ressemblance  de  ces  visions  avec  les  descriptions  fantastique 
du  moyen  «ige  est  un  fait  digne  de  remarque.  On  y  trouve  une  ans 
logie  avec  les  fictions  de  Suso,  de  Taulen,  d'Ezzo  et  la  Divii 
Comédie  de  Dante. 

Nous  n'avons  plus  rien  d'extraordinaire  ou  de  bien  original  q 
mérite  de  fixer  l'attention  de  l'historien  :  tout  ce  que  renferme 
fragment  est  déjà  connu  par  avance.  Mais  celui  qui  est  bien 
courant  de  la  Cosmographie  scolastique  ne  doit  pas  voir  sans  ini 
rèt  un  des  derniers  chefs  de  cette  doctrine  réduire  à  si  peu 
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tkose  ce  qui  lui  semblait  ètro  la  partie  la  plus  importante  de  sa 
tàsoce.  Et,  CD  cflet,  le  point  capital  auquel  on  reconnaît  la  doc- 
Dme  péripatéticienne,  depuis  Aristote  jusqu'à  Copernic,  peut  se 
mumer  dans  les  propositions  suivantes  :  la  sphéricité  du  monde  et 
df*  la  Terre,  Tliypothèse  d'une  zone   terrestre  inhabitable,  de  la 
répartition  des  terres  et  des  eaux,  d'une  situation  déterminée  des 
futre  éléments,  la  disposition  du  ciel  étoile  connue  cause  pre- 
.aîèrc  du  mouvement.  11  était  donc  intéressant  de  pouvoir  appré- 
^der,  sous  un  nouveau  côté,  un  mathématicien  ayant  plus  de  mé- 
trile  que  de  notoriété.  H.   B. 


\^   GÔTTHER   (S.).  —  StUDIEN  ZUR  GeSCHICHTE  DEB   MATIlEHATISCnEN  UND  PHY- 

SKiLisciiEN  GcoGRAPHiE.'.V  Heft.  —  Jean  fVerncr  de  Nuremberg;,  et  ses  cou- 
Iribittions  à  la  Géographie  mathématique  et  physique,  (p.  9.77-332;  7  fig. ) 

Jean  Werner  était  né  le  i4  février  i468,  à  Nuremberg.  Il 
\  Âadia  la  Théologie  dans  les  universités  allemandes,  puis  les  sciences 
r  dans  leur  mère  patrie,  Tltalie.  Il  revint  à  Nuremberg,  où  il  passa 
X  la  trente  dernières  années  de  âa  vie  (1498- 1028). 

Dès  son  jeune  âge,  il  avait  cultivé  les  Mathématiques  et  TAstro- 
■Mnie.  Il  lit  des  observations  astronomiques  durant  son  séjour  à 
lomc*,  mais  nous  ne  pouvons  juger  que  très-imparfaitement  Tes- 
fritdans  lequel  il  les  a  dirigées. 

On  connaît  de  Werner  deux  compilations,  dont  Tune  est  spé- 
odcoient  mathématique  et  astronomique,  tandis  que  l'autre,  dont 
Kous  aurons  \  parler  plus  en  détail,  traite  de  questions  géogra- 
phiques. D'autres  Ouvrages,  parmi  lesquels  un  Recueil  arithmé- 
\.  tiqup,  n'ont  pu  être  édités  et  semblent  avoir  été  perdus  au  temps 
tDoppelmayer.  Enfin  quelques  é<!rits  de  Werner  ont  eu  la  bonne 
fortune  d'être  tirés  de  Toubli  par  des  bibliophiles  distingués, 
L.  Alantsee,  l^usquet,  Teubner. 

Les  écrits  de  Werner  sur  les  sections  coniques  et  sur  le  cône 

renferment,  suivant  une  judicieuse  remarque  de  M.  Chasles,  la 

première  notion  des  recherches  synthétiques  suivies  par  Desargues, 

Pascal  et  La  Hîre.  Son  travail  sur  la  duplication  du  cube  (pro- 

JUéme  déliaque )  contient  des  idées  nouvelles  sur  l'Optique  et  la 

Géométrie.  On  a  aussi  de  lui  un  Mémoire  curieux  pour  l'histoire 
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de  la  résolution  graphique  des  équations  algébriques,  à  projH» 
du  célèbre  problème  d*Archimède  :  Diviser  une  sphère  par  un  plan 
dans  un  rapport  donné.  Il  le  ramène  à  l'intersection  d*une  ellipse 
avec  une  hyperbole.  Enfin,  au  témoignage  de  Heilbronner,  cité  par 
M.  Chasles,  Werner  aurait  même  essayé  une  restitution  des  cé- 
lèbres porismes  d'Euclide. 

Nous  arrivons  maintenant  à  un  examen  plus  suivi  des  écrits  de 
Werner,  dont  la  collection  forme  une  compilation  assez  volumi- 
neuse dans  la  bibliothèque  de  Nuremberg.  On  y  trouve,  au  début, 
une  introduction  géographique  de  Pierre  Âpian  aux  savantes  an- 
notations de  Werner,  explication  et  appréciation  de  toutes  les 
opérations  que  l'on  peut  efTectuer  en  Géographie  par  sinus  et 
cordes,  en  y  joignant  le  rayon  astronomique  et  un  quadran  nouveau, 
bien  plus  utile  que  le  météoroscope  qu'il  remplace.  Puis  viennent, 
pour  mémoire,  d'autres  écrits  ou  commentaires  de  Bessarion,  de 
Seb.  Munster  et  d'Ulmer. 

Le  premier  travail  de  Werner  est  une  étude  analytique  du  com- 
mencement de  la  Géographie  de  Ptolémée. 

Le  Chapitre  suivant  renferme  l'étude  de  la  méthode  de  mesure 
du  degré  du  méridien,  due  à  Ératosthène,  bien  qu'il  ne  spé- 
cifie point  cette  désignation.  On  y  trouve,  dans  une  série  de 
notes,  renoncé  et  la  démonstration  de  propositions  assez  imp<x^ 
tantes. 

La  sixième  note  se  rapporte  à  la  détermination  de  la  déclinaison 
du  Soleil.  Les  Tables  de  Georges  Peurbach  et  de  Domenico  Maria 
de  Bologne  assignaient  à  l'obliquité  de  Técliptique  une  valeur 
de  aS^'aS'  à  aS^ap'.  Jacoli  a  fait  ressortir  le  mérite  des  recherches 
de  ce  dernier  astronome.  Il  a  montré  aussi  quelle  notion  Werner i 
pu  avoir  des  nombres  donnés  par  Domenico  Maria. 

La  septième  remarque  renferme  la  détermination  de  la  hauteur 
du  pôle,  le  jour,  au  moyen  de  la  culmination  méridienne  du  Soleil; 
la  nuit,  au  moyen  de  la  déclinaison  d'une  étoile,  déterminée  d'a- 
vance. Werner  indique  aussi  une  méthode  fondée  sur  l'observation 
de  Tétoile  polaire,  et  l'emploi  des  Tables  de  Regiomontanus,  qni 
donnent  les  corrections  à  faire  à  la  longitude  et  à  la  latitude,  in- 
diquées pour  l'an  i5oo  dans  les  Tables  alphonsines.  Werner  déduis 
la  hauteur  du  pôle  de  la  moyenne  arithmétique  des  culminalions 
méridiennes  d'une  étoile  de   perpétuelle  apparition.  Sa  me'lhod^^ 
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naferme  le  principe  de  celle  qui  a  servi  plus  tard  k  la  résolution 

dêssique  du  problème  de  Douwcs. 

Là  neuvième  remarque  définit,  d'une  manière  géométrique 
assez  compliquée^  Tangle  de  position  de  deux  lieux,  comme  angle 
compris  entre  le  méridien  de  Tun  avec  Tare  de  grand  cercle  qui 
joint  ce  point  à  Tautre.  Wcrncr  indique  Temploi  du  gnomon  pour 
la  détermination  de  la  hauteur  du  Soleil. 

Le  commentaire  du  quatrième  Chapitre  sVtend  sur  les  méthodes 
de  fixation  des  positions  géographiques  en  usage  chez  les  anciens. 
Laateur  en  critique  le  peu  d'exactitude  et  en  examine  surtout 
Fabsence  de  moyens  de  mesure  des  longitudes.  Se  fondant  sur 
l'observation  d'une  éclipse  de  Lune  datée  du  i8  janvier  i497^ 
Weraer  essaye  de  comparer  les  situations  de  Rome  et  de  Nu- 
remberg; mais  les  résultats  ainsi  obtenus  renferment  quelques 
erreurs. 

Nous  trouvons,  dans  la  troisième  note,  la  description  d'un  instru- 
ment destiné  à  la  détermination  de  la  distance  angulaire  de  deux 
points  de  la  sphère.  Ce  n'est,  en  réalité,  qu'un  bdton  astrono- 
aiique,  portant  une  graduation.  La  disposition  était  la  même  que 
pour  celui  qui  avait  servi  à  l'observation  de  la  comète  de  i47» 
par  J.  MûUer.  Wemer  donne  une  description  détaillée  de  cet  in- 
ttiunent,  qui  consiste  en  une  règle  le  long  de  laquelle  se  déplace  un 
curseur  rectangulaire  plan.  On  vise  de  l'extrémité  de  la  règle,  et 
ion  amène  le  curseur  dans  une  situation  telle,  que  les  rayons 
viiiiels  passant  par  ses  angles  aboutissent  aux  deux  points  de  la 

fbère  céleste.  La  graduation  de  la  règle  indique  immédiatement 

«angle  sous-tendu,  qui  peut  varier  de  lo  à  60  degrés.  Ces  gradua- 

&ns  dépendent  de  la  variation  des  cotangentes. 
Les  sixième  et  septième  remarques  renferment  l'exposé  de  la  pra- 

uque  de  ces  mesures  et  des  bases  de  la  méthode  des  distances 

ionaires.  Wemer  indique  la  marche  «1  suivre,  et  conclut  en  faisant 

>Ppel  à  l'autorité  de  l'Almageste. 
U  est  intéressant  de  noter  les  principales  applications  qui  en  ont 
'   défaites  par  Lacaille,  en  1760,  à  son  voyage  au  Cap;  Maskelyne, 

^01761,  à  son  voyage  à  Sain  te- Hélène;  Niebuhr,  à  son  voyage  en 
Arabie.  Bouguer  a  eu  l'idée  de  substituer  aux  distances  de  la  Lune 
lei  hauteurs  de  cet  astre,  mais  cette  méthode  oITre  moins  de  pré- 
osion.  Celle  que  Werner  a  adoptée  a  fait  l'objet  d'un  examen  ap- 

Bttll»  det  Sciences  mathém,,  3*  Série,  t.  111.  (Juillet  i^-^ç).)  21 
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profond!  de  la  part  de  Schwarz.  Elle  a  beaucoup  gagné  à 
struction  des  Tables  de  Tobîe  Mayer  et  de  Hansen. 

Le  développement  du  cinquième  Chapitre  de  Plolémée 
porte  à   rinexactitude  des  anciennes  mesures  et  à  la  n 
d'augmenter  la  précision  des  nouvelles  données.  Il  y  est  q 
des  variations  de  la  hauteur  du  pôle  et  des  influences  u 
phiques  sur  la  température  locale,  modifiée  par  la  variation 
cidencc  moyenne  des  rayons  solaires. 

Une  note  ajoutée  au  dixième  Chapitre  renferme  la  rés 
d'un  problème  utile  en  particulier  aux  riverains  du  >«"il.  L' 
de  cette  question  est  fort  original  :  il  s'agit  d'évaluer  la  disti 
deux  lieux,  en  fonction  du  décroissement  de  l'inondation  du 
C'est  une  application  élémentaire  des  lignes  proportionnelle 

Un  commentaire  spécial  a  pour  objet  la  délimitation  de  ! 
habitable.  On  y  trouve  aussi  une  rose  des  vents,  dans  laquel 
teur  omet  d'indiquer  les  directions  nord-est,  sud-ouest  et 
nord-ouest. 

Les  paragraphes  suivants  renferment  les  développement 
méthode  cartographique  imaginée  par  Ptolémée,  et  que  W< 
perfectionnée  et  modifiée.  M.  Giinther  a  cité,  à  ce  propos,  d 
remarques  faites  par  Gretschel .  Il  examine  le  détail  du  mode 
jection  de  cartes  en  forme  de  cœur,  inventé  par  Werner,  c 
(xretschel  établit  la  comparaison  avec  la  projection  sinusoï< 
Sanson. 

Il  est  question  ensuite  des  contributions  de  Werner  au  j 
des  méthodes  adoptées  pour  la  représentation  de  la  Terre  i 
plan.  Voici  comment  Werner  définit  ce  problème  :  Unpoim 
Terre  étant  donné  de  position  y  trouver  sa  distance  à  te 
autres  points  de  l 'objet  à  représenter,  ainsi  que  les  angles  < 
sition;  problème  dont  la  solution  sera  donnée,  dit-il,  parl't 
d'une  règle  spéciale. 

L'instrument  dont  il  s'agit  est  une  imitation  de  Valmict 
des  Arabes.  Pour  mesurer,  dit-il,  la  distance  d'un  lieu  quelc 
à  n'importe  quel  autre  point  figuré  sur  le  plan,  il  suffira  de 
l'extrémité  de  la  règle  au  point  fixe,  puis  d'arrêter  l'autre 
mité  de  la  règle  au  second  point*,  elle  fournira  aussitôt  la  di 
des  deux  localités.  L'angle  de  position  ne  sera  pas  moins  l 
obtenir.  Appliquons  les  deux  extrémités  de  la  règle  aux  deux  j 
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éaivom  au-dessus  de  leurs  positions  sur  la  carte  le  nombre  des 
igrés  du  demi-cercle,  puis  le  nombre  de  degrés  entre  la  règle  et 
kméridien  du  lieu  donné;  mesurons  la  ligne  qui  les  comprend  : 
e//e  donnera  Fangle  de  position  cherché. 

Lsi  dernière  Partie  de  notre  Traité  est  consacrée  à  une  représen- 
tation de  la  Terre  sur  un  plan,  en  suivant  les  instructions  précé- 
dentes. 

De  Tétude  attentive  des  oeuvres  de  J.  Werncr  on  peut  dégager 
diverses  conclusions  importantes  pour  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques. Les  principaux  résultats  obtenus  par  J.  Werner  dans  le 
domaine  de  ces  sciences,  envisagées  sous  leur  aspect  le  plus  gè- 
lerai, peuvent  être  résumés  ainsi  qu*il  suit  : 

I.  Werner  est  le  premier  astronome  qui  ait  attiré  l'attention 
l  SOT  la  méthode,  si  tardivement  appréciée,  de  détermination  de  la 
^  kiateur  du  pôle  au  moyen  des  culminations  inférieure  et  supé- 
rieure d'une  étoile  circumpolaire,  et  qui  ait  aflranchi  la  détermi- 
lation  des  latitudes  géographiques  des  nombreuses  causes  d'erreur 
frovenant  des  observations  de  la  hauteur  du  Soleil. 

n.  On  lui  doit  le  problème  des  longitudes  en  mer.  11  en  ramena 
k  premier  la  solution  à  de  nouvelles  théories,  basées  sur  les  dis- 
tances de  la  Lune  aux  étoiles  fondamentales. 

m.  La  modiGcation  qu'il  apporta  à  l'antique  rayon  astrono- 
^ue,  ainsi  que  les  nouvelles  Tables  corrigées  pour  la  division 
de  cet  iosirument,  doivent  faire  époque  dans  l'histoire  des  instru- 
■ents  d'observation. 

IV.  L'esprit  de  combinaison  de  Werner  a  contribué  à  éclaircir  la 
iHzarre  et  confuse  méthode  à  l'aide  de  laquelle  les  anciens  géogra- 
phes s'efforçaient  de  corriger  les  erreurs  qui  aifectaient  les  descrip- 
tioDs  topograpbiques  laissées  par  les  explorateurs  et  les  navigateurs. 

V.  En  matière  de  dessin  cartographique,  Werner  n'a  pas  préci- 
sément inventé  les  projections  en  forme  de  cœur,  mais  il  leur  a 
donné  nne  base  scientiGque  et  leur  a  fait  accomplir  un  progrès 
marqué.  Au  nombre  des  principes  nouveaux  les  plus  importants, 
on  peut  mentionner  au  moins  le  principe  de  la  représentation 
équivalente. 

2I« 
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\1.  De  mùmc,  pour  la  projection  stéréographiquC)  inventée pâ 
les  anciens,  Weruer  n'a  fait  que  la  réinventer,  mais  il  a  introdoi 
un  nouveau  point  de  vue  dans  le  procédé,  car  il  a  enseigné  à  it 
présenter  la  sphère  en  prenant  pour  centre  de  projection  un  poit 
quelconque,  autre  que  le  pôle  ou  un  point  de  Téquatetu*,  exdusi 
vement  employés  jusqu'alors. 

VII.  L'étude  que  Weruer  a  faite  des  écrits  d'Âmirucius  a  coi 
tribué  à  améliorer  dans  son  princi}>e  même  la  solution  du  pn 
blême  fondamental  de  la  Géographie  mathématique  :  Evaluen 
longueur  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  réunit  deux  points  doi 
on  connaît  les  coordonnées  sphérii/ues. 

VIII.  La  manière  dont  il  a  traité  le  problème  inverse  nVst  p 
moins  originale  au  point  de  vue  mathématique.  Etant  donuées  l 
latitudes  et  la  distance,  en  conclure  la  dillérence  de  longitudes;  • 
grâce  à  une  méthode  indirecte,  mais  claire  et  applicable  à  un  poii 
qui  ne  soit  pas  trop  éloigné,  il  a  abordé,  par  un  côté  eutièremei 
nouveau,  le  difficile  problème  de  la  détermination  des  longitude 
géodésiques. 

La  Météorologie  descriptive  tient  une  assez  grande  place  dan 
rOuvrage  de  Werner,  mais  elle  se  ressent  de  l'influence  astrola 
gique  du  moyen  âge  :  ce  n'est,  en  réalité,  que  de  TAstroméltH^ 
rologie. 

L'hypothèse  d'une  influence  des  phénomènes  célestes  sur  notr 
atmosphère  parait  avoir  pris  naissance  chez  les  Grecs.  On  eu  trouv 
le  premier  indice  à  l'époque  de  la  guerre  du  Péloponèse.  L'occu 
pation  des  astronomes  grecs,  d'après  Ideler,  était  d'observer  k 
phénomènes  et  de  tenir  des  Tables,  où  devaient  aussi  iigurer  k 
principaux  changements  de  temps.  Elles  s'appelaient  Parapegnu 
(irajcaTrjQyiuLaTa),  parce  qu'elles  étaient  portées  par  voie  d'affiches 
la  connaissance  du  public.  Méton  perfectionna  l'emploi  de  ce 
Tables^  il  y  ajouta  l'indication  des  solstices,  des  levers  etcoucbcr 
des  étoiles  flxes  et  du  temps  observé  dans  le  cours  de  sa  période d 
dix-neuf  ans.  C'était  un  premier  pas  vers  la  prédiction  du  temps 
Cet  art  prit  un  nouvel  essor  avec  Ploléuiée.  Le  célèbre  astronom' 
d'Alexandrie  imagina  de  noter  les  aspects  des  planètes  et  leur  i^ 
fluence  sur  l'atmosplière,  ce  qui  contient  le  germe  des  doctrines  «• 
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f  FAsUolope  naturelle.  Le  moyen  âge  les  accepta  et  les  suivit  sans 
I  làerre;  les  Arabes  les  accueillirent  pareillement.  Kous  les  retrou- 
iDos,  sous  une  forme  curieuse,  dans  les  écrits  d'un  Anglais,  John 
Eschvid,  auteur  d*un  Livre  publié  vers  i347  ^^  appelé  ordinai- 
rement  Somme  anglicane,  mais  plus  exactement  Encyclopédie 
judiciaire  des  accidents  du  monde.  Il  y  est  question  des  influences 
da  chaud,  du  froid,  de  la  sérénité  du  ciel,  de  la  pluie,  de  la  neige, 
delà  grêle,  du  vent,  du  tonnerre,  des  tremblements  de  terre,  delà 
peste,  de  la  disette  et  de  la  guerre.  On  peut  donc  prévoir,  d'après 
cda,  que  Werner  devait  suivre  une  voie  devenue  classique  depuis 
longtemps. 

L'ensemble  de  ses  observations  météorologiques  lui  suggéra 
bientôt  le  projet  de  les  résumer  dans  une  monographie  spéciale, 
destinée  à  être  publiée  après  sa  mort.  Jean  Schooner,  alors  pro- 
iesseur  de  Mathématiques  à  Nuremberg,  se  chargea  des  frais  de 
l'édition  et  dédia  l'Ouvrage  au  médecin  Otto  Flosscr.  La  jeunesse 
studieuse  avait  besoin,  d'après  lui,  plutôt  d'exemples  pratiques 
■çie  de  Livres  théoriques.  Le  Journal  d'observations  de  Werner 
semblait  devoir  remplir  exactement  cette  condition,  et  l'éditeur  ne 
croyait  pouvoir  mieux  faire  que  de  le  dédier  à  un  médecin,  at- 
tendu qu'il  regardait  la  Météorologie,. cette  branche  de  la  Physique, 
comme  un  auxiliaire  précieux  pour  la  Médecine.  L'autorité  de 
Galicn  et  d'Hippocrate  avait  consacré  depuis  longtemps  l'idée  que 
chaque  tempérament,  par  exemple,  était  soumis  à  l'influence  spé- 
,  dale  du  cours  dès  planètes. 

Le  Journal  de  Werner  renferme  l'indication  de  quelques  règles 
fendamentales.  Werner  regarde  le  Soleil  comme  le  promoteur  de 
^sles  phénomènes  météorologiques,  sans  oublier  pour  cela  l'in- 
Ibence  des  planètes,  qui,  par  leur  nature  chaude  ou  froide,  ou  bien 
CBoorepar  leurs  conjonctions  et  oppositions,  modifient  la  tempéra- 
tare  d'une  saison  de  l'année.  Sous  ce  rapport,  Kepler  a  été  encore 
pins  précis  que  Werner.  Mais  notre  météorologiste  ne  limite 
pas  riniluence  des  planètes  aux  combinaisons  de  leurs  situations, 
il  attribue  aussi  des  changements  de  temps  à  la  conjonction  des 
Jilanètes  avec  des  étoiles  fixes  de  la  région  de  l'écliptique. 

Le  relevé  de  la  situation  journalière  du  temps  pour  l'année  i5 13 
eu  tenu  avec  un  grand  soin.  Chaque  phénomène  observé  est  at- 
tribué à  l'aspect  astrologique  des  planètes.  Citons  un  passage  au 


er 
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nalia  ex  Ephenieridibus,  une  collection  semblable^  cm 
une  durée  totale  de  vingt  ans  (1617-1636)  (voir  BuUelir 
p.  71^  1876).  Des  documents  de  cette  nature  peuvent  a 
très-grande  utilité  pour  Thistoire  de  la  Météorologie; 
intérêt  a  connaître  au  moins  les  Ouvrages  qui  les  renferme 

Le  Recueil  se  termine  par  une  diatribe  dirigée  contre  1 
logues,  qui  établissent,  pour  un  lieu  déterminé,  des  pn 
qu'ils  croient  applicables  à  tout  Tunivers,  sans  se  préocc 
influences  dimatologiques  :  «  Ce  qui  s'observe  à  Nuren 
saurait  avoir  lieu  à  Rome,  où  la  chaleur  du  Soleil  est  plu 
et  le  climat  beaucoup  plus  doux.  »  Des  observations  m 
giques  pareilles  à  celles  de  Werner  se  trouvent  dans  les 
David  Fabricius,  astronome  bien  connu  par  la  corres[ 
active  qu'il  entretint  avec  Kepler.  Ces  observations  cora 
en  1 590  et  embrassent  une  partie  de  la  période  étudiée  p; 
Bralie. 

M.  La  Cour  a  publié  récemment,  pour  la  première  fois,  ui 
d'observations  météorologiques  recueillies  par  Tycho  B 
rénovateur  des  méthodes  d'observation  (voir  Bulletin, 
I2,  II*  Partie,  p.  196).  Tycho  a  noté  l'état  du  temp 
circonstances  atmosphériques  pour  chaque  jour ,  durant 
riode  de  quinze  ans,  de  i582  à  1^97,  qu'il  passa  à  Ura 
L'extrait  suivant  permettra  de  juger  la  précision  d'obs< 
faites  sans  le  secours  d'instruments. 

23  ai^ril  1590.  —  Vent  de  nord  avant  midi;  calme;  ven 
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s5.  —  Soleil  radieux^  assez  chaud;  avec  rafales  de  vent  frais 
it  mi  par  intermittences. 

afi.  —  Soleil  radieux  ;  vent  de  nord-est,  froid  et  assez  fort,  par 
moments,  pour  pousser  les  navires  à  pleines  voiles.  Le  ciel  est  par- 
semé çà  et  là  de  quelques  nuages  blancs  et  noirs. 

M.  La  Cour  a  eu  Tidée  de  figurer  par  des  courbes  ces  données 
météorologiques,  d'après  les  règles  actuellement  suivies.  Il  a  ainsi 
Mqais  la  preuve  «  que  Tétat  général  de  Tatmosplière,  rapporté  au 
même  calendrier,  était  le  même,  il  y  a  près  de  trois  cents  ans,  que 

nos  jours  ». 

Nous  avons  épuisé  tout  ce  que  les  écrits  de  Werner  pouvaient 

nner  d'utile  à  la  Science  moderne.  Au  point  de  vue  de  la  Géo- 
graphie mathématique,  Werner  a  laissé  des  travaux  importants. 
Ses  contributions  a  l'histoire  de  la  Météorologie  oilrent  aussi  un 
grand  intérêt,  mais  elles  semblent  moins  en  rapport  avec  l'objet 
des  Mémoires  analysés  jusqu'.à  présent. 

Si  donc  M.  Gunther  a  cru  devoir  leur  consacrer  aussi  une  large 
place,  c'est  parce  que  les  écrits  de  Werner  lui  ont  offert  l'attrait 
particulier  que  trouve  toujours  un  ami  de  la  Science  aux  oeuvres 
d  un  géomètre  qui  a  illustré  sa  ville  natale.  H.  B. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES  ; 
Par  m.  CH.  HERNITE  ('). 

^cstàEulerqu'estdue  la  première  méthode  d*intégration  de  ces 
équations  dans  le  cas  où,  les  coefficients  étant  supposés  constants, 
l'équation  a  la  forme 


(  j^'  Hermite  a  bien  touIu  nous  autorisera  faire  connaître  à  nos  lecteurs  cette 
^lle  Leçon,  qui  fait  partie  de  son  Cours  d' Analyse  de  l'École  Polytechnique,  3*  année; 
Doaspobllons  la  rédaction  faite  par  les  élèves  dans  rannêc  1874-1875. 
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Cauchy  a  ensuite  douné  une  seconde  méthode,  qui  est  a 
nous  allons  exposer. 

A  cette  équation  diflerenticlle,  Cauchy  a  rattaché  l'équatit 
brique  suivante, 

«  -+-  ^3  -f-  yz*  -h  . .  .  -h  z"  =  o, 

obtenue  en  remplaçant  les  dérivées  successives  de  la  fonctio 
les  puissances  de  Tinconnue  z^  dont  les  exposants  sont  res| 
ment  égaux  aux  ordres  de  dérivation.  Soit  F  (z)  le  premier  i 
de  cette  équation,  que  Cauchy  a  appelée  Y  équation  car  acte 
de  l'équation  diilérentielle  proposée.  Si  nous  envisageons  Tii 
suivante, 


OÙ  T\.[z)  est  un  poljmôme  entier  en  z  à  coeflicients  arbitrai 
nous  supposons  cette  intégrale  efTectuée  en  faisant  décrire 
riablo  z  un  contour  fermé  tout  à  fait  quelconque,   nou 
montrer  que  cette  intégrale  est  une  solution  de  Téquatio 
rcntîelle  proposée. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  contour  ne  renferme  aucun 

la  fonction  ."  >  c'est-à-dire  aucun  point  qui  ait  pour  a 

racine  de  Téquation  caractéristique,  l'intégrale  est  nulle, 
est  bien  une  solution  de  l'équation  diilérentielle  propos 
c'est  dans  le  cas  où  le  contour  renferme  des  pôles  que  nous  c 
effectivement  des  solutions. 

Pour  démontrer  ou  plutôt  pour  vériGer  ce  théorème, 
les  dérivées  successives  de  l'intégrale  par  rapport  à  x;   i 
rons 


dz^ 


d^r^J  '    F(z) 
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clacune  de  ces  intégrales    étant  toujours    supposée  eilectuée  le 
ioDg  du  contour  fermé. 

Substituons  dans  l'équation  proposée  ^  le  premier  membre  de- 
vient 


-f-pz  -h.  .  .-{-  z'^)dz. 


On  voit  que  Y(z)  disparait  comme  facteur  commun  et  que  Tin- 
t^ale  est  celle  de  e^-^n(z),  qui,  eifectuée  le  long  du  contour 
fermé,  est  nulle,  puisque  II  (  c)  est  un  polynôme  entier.  L'équation 
est  donc  vérifiée,  ce  qui  démontre  que.  quel  que  soit  le  contour 
fermé  d'intégration,  l'intégrale 


/ 


F(z) 


est  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Remarque.  —  13(2)  étant  un  polynôme  de  degré  quelconque,  il 
«emble  qu'il  entre  dans  la  solution  un  nombre  quelconque  de  con- 
stantes arbitraires;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est  au 
plus  égal  à  71.  En  effet,  on  peut  toujours,  si  11(2)  est  de  degré 
ttpéricur  à  celui  deF(2),  écrire  identiquement 

Fl.)-*^')-^F(z)' 

;  V(:]  étant  un  polynôme  entier  en  s  de  degré  inférieur  à  »,  d'où 
1  «n  lire 

">ais,  en  intégrant  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  on  voit 
^oela  première  intégrale  s'évanouit,  puisque  ^{z)  est  un  polynôme 
«niier,  et  il  ne  reste  que  la  seconde  où  Y (2)  renferme  au  plus 
^  constantes  arbitraires,  puisque  son  degré  est  au  plus    égal   ci 

^ous  allons  maintenant  passer  de  l'expression  de  la  solution  sous 
'orme  d'intégrale  à  une  expression  sous  forme  explicite. 

^^^  8  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  — ivr— x-  (lui  corrcs- 

l[z]     ^ 
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pondent  aux  racines  du  dénominateur  affixes  de  points  intérieurs 
au  contour  d'intégration. 

L'intégrale  aura  pour  valeur  2i7rS. 

Calculons  ces  résidus. 

Supposons  d'abord  que  Téquation  caractéristique  n'ait  pas  de 

racine  multiple,   et    décomposons  la   fonction  ^^777  t*n  éléments 

simples.  On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  n(c)  est  in- 
férieur à  celui  de  F (2)',  par  suite,  le  résultat  de  la  décomposition 
sera 

n(z]  A  B  L 

h  \^Z)       z  —  a       z  —  0  z — / 

Faisons  z  =  a  -^  h  dans  la  fonction  -— — :—  ;  elle  devient 


l-i 


f^(''-*-^')\llfr 


~— ~ =e«-^     I  + h h  .  .  .  ) 

puisque  le  terme  ^ donne  seul  un  terme  en  -  •  Le  résidu  sera 

donc  égal  à  Ae^*^;  on  a  donc  pour  première  solution,  en  intégrant 
le  long  d'un  contour  qui  ne  contient  que  la  racine  a,  ^iizAe^. 
En  général,  le  contour  pouvant  contenir  un  nombre  quelconque 

e^'ll(z] 
de  pôles  de  la  fonction  —•  j  la  solution  générale  sera  de  la 

forme 

)  =:rAc«'-+-B#r^'-f-  .  ..-hL^-^, 

a,  i,  . . . ,  /étant  les  racines  de  Téquation  caractéristique,  et  A, 
B,  . . . ,  L,  71  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  nulles  et  qui 
renferment  le  facteur  2i7r. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  caractéristique  ait  dos 
racines  multiples,  et  soit 

¥[z)  =  {z-  ri)*^»  (s  -  h]^K. .  (s  -  Z)^-^». 


/ 
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La  formule  de  décomposilion  est  alors 


n  CI  A  B 

r  [z j        z  —  u        [Z  —  0 } 

A,  Bi 

-  \ :        -I -7—:  -h 


[t  —  ll}' 

.2-6)» 

A. 

+ 

B? 

iz -«;-+' 

{z-(>r' 

Aoiis  aurons,  en  faisant  z=za-^h^ 

ni/ï-4-//)       A      A,  A. 

les  termes  suivants  ne  contenant  pas  de  puissances  négatives  de  /i^ 
d'ailleurs, 

^(ci-i./i)  _  ^^  (  ,  .^ , -f-  .  .  .  H h  ...  I  • 

\  I  I  *  1.2*  / 

Pour  avoir  le  résidu  correspondant  à  ^  =  «,  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient du  terme  en  --  dans  le  développement  de  -— r-{  e*(«+A)     jj 

niffit  de  uiultijdier  les  coefficients  des  termes  qui  se  correspondent 
dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités  précédentes.  On  trouve 
ainsi  pour  expression  du  résidu,  et  par  conséquent  pour  une  solu- 
tion de  l'équation  dldërentiellc  proposée, 

/.         A,.r  A..r«     \ 

2/17^^'    A -f--^ h.  ..H ). 

\  I  I . 2 ...  a / 

La  solution  générale  s(;ra  donc  de  la  forme 

r'^  (  .t  -4-  -tj  X  -h  .  .  .  4-  Xa^ )  -f-  e'-"  (m,  -f-  ift)jX  H-  .  .  .  -h  '^\,px^) 


fi^  couiine 


(aH-  l)  -f.  (,!5-h  l)  -f-.  .  .4-  (À  -H  l)=:  //, 

11   voit  que  la  solution  générale  contient  n  coefficients  arbitraires. 
Faisons  une  vérification  dans  le  cas  des  racines  simples. 
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Montrons  d'abord  que j)  =  A <î^-^  est  une  solution;   nous  parti- 
rons de  là  pour  vérifier  la  solution  générale.  Soit  donc 

dr 

--  —  A  ae«', 


J.7 


-,  =  AaV-, 


dx" 


Substituant  dans  Téquation  din'érentielle,  le  premier  membre 
devient 

A«r^''(a  -\-  pa  -X-  y  a*  h-.  .  .4-  ««). 

Or  le  second  facteur  n'est  autre  chose  queF(a);  il  est  donc 
nul,  puisque  F(z)  =  o  admet  la  racine  a.  Donc  j  =  Ae^-^  est  une 
solution. 

Je  dis  que,  si  ji  et  ja  sont  des  solutions,  il  en  est  de  même  de 


En  ellct,  si  Ton  a 

^dr^  dr]  d^Yi 

il  vient,  en  ajoutant^ 

a(ji  +  Jî)  -+-  ?  ^-  [Ji  ■+-^'*)  "^  V  ^  (ri  -H  ri)  -H  .  .  .  =  O, 

ce  qui  montre  quej'^i  4-/2  est  une  solution.  Il  en  serait  de  mèrae 
de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  de  la  forme 
K&^y  ce  qui  vérifie  la  solution  générale 

Passons  au  cas  des  racines  multiples.  La  vérification  est  moins 
immédiate.  Nous  considérerons,  pour  y  parvenir,  une  transfoi-mée 
de  Téquation  différentielle  proposée,  dont  la  variable  z  st*ra  liét^  à 
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la  variable  j>'  par  la  relation 


m  éiaiit  une  constante  arbitr^Tire.  Formons  les  dérivées  successives 
Je  >  ;  on  aura 

fi*  Y 


On  \oit  que,  en  substituant  dans  Téquation  proposée,  on  obtient 
le  produit  de  e"^  par  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées. 
Nous  avons  donc  identiquement 

«j^-  -H  ;5^  -h . . .  -T-  ^  =  tf'«'(Gc  H-  IW  H- . .  .  -H  Ls'» ). 
dx  axr  ^  ' 

Pour  calculer  les  coefficients  constants  G^  H, . .  .  ,L,  remarquons 
que  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  z^  qui  est 
une  fonction  quelconque  de  .r.  Faisons  :;  =  e^,  h  étant  une  con- 
stante; .nous  devons  avoir  identiquement,  en  divisant  les  deux 
membres  par  le  facteur  e^'"+^^-^, 

,  -^    S  (  ,W  -r-  /i  )  -4-  y  (  /I2  ^  /l  )  «  4.  .  .  .  -h  (  7^1  -h  /l  )  "  =  G  -+-  1 1  ^  -t-  .  .  .  -f-  L  ^  '^ . 

Le  premier  membre  est  F(//i  -f-  /'  )  ;  Tidcntité  précédente  devant 
!    a%oir  lieu  quel  que  soit /i,  les  coefficients  G,  11,  ...  doivent  être 
«'gaux  respectivement  aux  coefficients  des  puissances  successives  de 
h  dans  le  développement  de  F(m  -i-  /t).  On  a  donc 

G:zrF(//l). 

H  — F(/;i), 


i ,1 ,  . .  n 


LVquation  transformée  est  donc  la  suivante  : 


^/«jr 


[zF(,.)4--F'(,.)-.-,-^'4-...J=o. 
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Supposons  que  m  soit  une  racine  simple  de  l'équation  caraclé' 
ristique;  alors  F  (m)  =  o.  L'équation  précédente  commence  par  un 

terme  en  —  ;  elle  est  donc  vérifiée  si  Ton  suppose  que  z  est  une 

constante  A.  L'équation  proposée  aura  pour  solution  correspon- 
dante 

Si  m  est  une  racine  double^  on  a  F(/7i)  =o,  F'(/w)  =  o^  la 

transformée,  commençant  par  un  terme  en  --r-^t  est  vérîiiée  si  Ton 

suppose  que  z  est  un  binôme  du  premier  degré  cnx(r  =  A-f-Bo'). 
La  solution  correspondante  pour  Téquation  proposée  est 

j  =  <?'"'( A -+-Bx).  j 

"i 

On  verrait  de  niùme  que,  si  m  est  une  racine  d'ordre  de  niulti*    ■ 
plicité  ff  +  I  de  la  caractéristique,  on  a  pour  solution  de  l'ck^uation 

diirérentielle 

r  =  #r""(  A  -h  B.r  H-  .  .  .  -h  L.r«), 

A,  R,  • . . ,  L  étant  des  coefficients  arbitraires. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  les  constantes  arbitraires 
que  renferme  la  solution  générale  de  Téqualion  dîfféreulielle  li- 
néaire, de  façon  que  pour  une  valeur  particulière  de  or,  pour  jr  =  o 
par  exemple,  la  fonction  j^  et  ses  dérivées  successives  prennent  des 
valeurs  données. 

Voici  quelle  était  la  méthode  suivie  avant  queCaucby  eût  donné 
une  solution  générale  de  ce  problème.  Prenons  le  cas  où  \Piz)  n'a 
(piedes  racines  simples;  la  solution  est  de  la  forme 


Ix 


On  forme  les  (/i  —  i)  premières  dérivées,  on  y  fait  j:  =  o,  et, 
eu    égalant    les  valeurs   qu'elles  prennent  aux  valeurs  données 

Joo'o?  •  •  '^J^rS  Oï*  obtient,  pour  déterminer  A,  B,  .  .  . .  L,  les 
n  équations  suivantes  : 

A     H-  B    -h  .  . .  -f-  L    =  Jof 
A  /i  -f-  B  /-»-+-...-+  L/  ^  y\^ 


A/y''-'  ^  BA"-*-*-    ..  4.L/'»=);-*. 
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Quand  on  passe  au  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines 

mo/tip/es,  cette  méthode  est  d'une  application  difficile,  puisque 

les  dérivées  de jr  sont  plus  compliquées  et  que  les  diverses  racines 

n'entrent  plus  de  la  même  manière  dans  les  équations  à  résoudre. 

Cauclij  a  donné  une  méthode  très-simple,  qui  est  la  même  dans 

Je  cas  des  racines  simples  et  des  racines  multiples. 

Reprenons  la  solution  de  Téquation  diiFérentielle  sous  la  forme 


pour  que  cette  intégrale  soit  la  solution  générale,  il  faut  supposer 
que  le  contour  d'intégration  renferme  à  son  intérieur  tous  les 
points  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  F(^),  et,  comme  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur  quand  on  agrandit  le  contour,  je 
supposerai  que  c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
roordonnées  et  dont  le  rayon  sera  très-grand. 

n  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  de  n(r)  de  sorte  que,  pour 

X  =  o, I  ,    <  dz  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  prennent 

les  valeurs   données,  que  je  supposerai   être  j^oo'»^  •  •  •  O 
nous  avons  les  n  équations 


0      t 


'j. 


i^V)    '^'^'"^^ 


[z) 


n(3) 


Pour  obtenir  ces  diverses  intégrales,  développons  — ^  suivant  les 

r  [z] 

puissances  décroissantes  de  la  variable^  ^(^)  ^^^ii^  ^^  général  de 
tlegrë  n  —  i ,  le  premier  terme  du  développement  •  sera  du  degré 
I  <»n  -5,  et  l'on  aura 


n[z) 


J/i-i 


1- 


./< 
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En  eiTectuant  le  long  du  cercle  de  rayon  infini  les  n  intégrales 
précédentes,  il  suffira  d'avoir  égard  dans  chaque  développement  an 

terme  en  ~9  et  nous  nous  trouverons  immédiatement  amenés  aux 

z 

relations 


«0 

—  Jo, 

«1 

y  o> 

«ij 

l— l 

•^0 

\-\ 


- 


puisque  les  valeurs  des  intégrales  sont  respectivement 

Nous  connaissons  ainsi  dans  le  développement  de  -■ — -  les  coefli-i  * 

cients  des  termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  —  n^  cela  suffit  pour 
déterminer  complètement  n(x;),  puisqu'on  a  identiquement 

et  que  !!(;?)  doit  être  un  polynôme  entier;  par  conséquent,  F(r) 
étant  de  degré  /?,  on  voit  que  les  n  premiers  termes  de  la  série  sont 
seuls  utiles  à  la  détermination  de  ce  polynôme  et  qu'on  obtient 


Jn—l 
0 


On  a  donc  !!(;;)  par  une  méthode  qui  s'applique  aussi  Lieu  an 
cas  des  racines  simples  qu'à  celui  des  racines  multiples.  Cela  étanl^ 
et  pour  obtenir  explicitement  la  valeur  de  j,  il  suffira,  connaissant 

!!(:;),  de  calculer  les  résidus  de  la  fonction  ^  -  .   .Ce     calcul, 

que  nous  avons  eilectué  précédemment,  n'exige,  comme  on  Ta  vu, 
que  l'opération  algébrique  élémentaire  de  la  décomposition  de  la 

fraction  rationnelle  --7-^,  en  fractions  simples. 

t[z)  ^ 

Comme  application  des  formules  obtenues  dans  la  dernière  Leçon 
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pour  l'Intégration  des  équations  linéaires  à  cocdicients  constants 
sans  second  membre,  je  prendrai  Téquation 

-,  4-  .  V  =  o, 

qui  se  rencontre  dans  les  applications  de  l'Analyse  à  la  Physique, 
et  en  particulier  à  l'Optique.  Elle  appartient  à  un  type  déjà  étudié 
d*équations  d i fièrent i elles  du  second  ordre  ;  mais  nous  la  traiterons 
suivant  les  procédés  que  nous  venons  d'expliquer. 

L'équation  caractéristique  est  5-  -h  /i-  =  o;  elle  admet  les  deux 
racines  ^  =  db  i/i.  Si  nous  voulons  que,  pour  a:  =  o,  j^  et  j^'  prennent 
certaines  valeurs  fixées  d'avance,  j^o  et  r'^,  il  faudra  déterminer  le 
polynôme  entier  Tl{z)  par  la  relation 

n(z)_xo    y,    y, 

qui  donne,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(^)  et  ne  conser- 
vant dans  le  second  que  les  termes  ne  contenant  pas  z  en  dénomi- 
nateur, 

^(^)=Xù^-^yo' 

La      fonction  — =t-t^'    dont  on  doit   calculer  les  résidus,   est 

F(z) 

-11 '—^e^-*^:  pour   une   racine    r,  son    résidu    est      ,.,,.     ou 

--  -h-  /»'  r  [zj 

—  I  ^  o  -»—  -f  )  ^'^''>  pour  la  racine  —  z,  ce  sera  -  n  0  — —  )  ^'~''*.  La 

somnnc  de  ces  deux  résidus  est  alors 

I      /  -  vif  ^"^  —  ^"^-^ 

-Xo  (e--  +  e-'']+-  y„ ; 

m  V  faisant  z  ^  in,  on  trouve  l'intégrale  chercliéo 

,  sin/?.r 


r^cosnx  -h  jr 


^      n 


D'après  la  forme  de  l'équation  différentielle,  il  est  évident  que, 
*i  Ton  a  une  solutionj^=:  q(z),j^,  ==  C)(j: -h  c)  sera  encore  une 
solution,  c  étant  une  constante  quelconque.  On  profite  de  cette  re- 

ifu//.  des  Sciences  math.^  a*  série,  t.  III.  (Juillet  1S79.)  22 


3a2  PHËMIÈUË  PAUTie. 

marque  pour  mettre  l'intégrale  sousuuc  forme  telle  qu'elle  p 
des  valeurs  j)'o  et  7%,  non  plus  pour  la  valeur  j:=  o,  mais  poi 
valeur  quelconque  x  =  c^  il  suffit  de  prendre 

,            .         ,  s\nn{x  —  c) 
j=jocos/ix(x  — f)  -hy^ . 

Cette  Intégrale,  comme  on  voit,  est  une  expression  réelle, 
que  les  racines  de  l'équation  soient  imaginaires;  or,  en  gt 
étant  donnée  une  équation  diUérentielle  linéaire  sans  : 
membre  et  à  coefficients  constants,  je  dis  que,  si  ces  coefl 

sont  réels,  ainsi  que  les  quantités  j^oîJoO  01  •  •  •  7  ^^  pourra 
aisément  Tintégrale  sous  forme  explicitement  réelle.  En  < 
étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  caractéristique,  or 
dra  sa  conjuguée  b  et  on  considérera  les  deux  termes  A&^-i 
A  et  B  sont  évidemment  conjugués,  puisque  ce  sont  les  : 

11(3) 
d'une  même  fonction  réelle  —A  pour  deux  racines  conjugi 

dénominateur. 

Supposons  que  a  =  a  -f- 1 13,  b  =  a  —  î|3  et  A  =  P 
B  =  P  —  i  Q  ;  nous  aurons 

Ae"^-^  -¥-  Bf^'rrr  A£?**(cosi3.r-t-#sin^.r)  -\-Bt^  (œspx  —  /si 
—  c^ cos^xlA-^-B)  -^e*^ s\np.r{A—B)f 
=z  ?.Pc*^  cosp.r  —  aQtf"  sinS  j:, 

quantité  qui  est  en  eflct  réelle. 

•Nous  avons  vu  tout  à  Tlieure  que,  étant  donnée  une  solu 

—-^4- /i2j^  =  o,  en   y  changeant  x  en  a:-hc,  on  a  enc< 

solution.   Cela  se  voit   immédiatement   sur    la    forme    g 
y=  A  e^^  -i-  Be*-^  -|-  . . . ,  car  les  diUerents  termes  se  trouva 
plement  multipliés  par  e^-',  e*-^,  ce  qui  revient  à  changer 
stantes  A,  B,  qui  sont  arbitraires. 

Equations  linéaires  à  second  membre  et  à  coefficients  co 

Je  supposerai  que,  ce  second  membre  étant  un  polynôm 
T(x)  de  degré  p^  l'équation  proposée  soit 
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Si  je  prends  la  déi-ivée  d'ordre  p  4-  i  des  deux  membres^  je 
troaverii 

que  je  sais  intégrer  et  dont  les  solutions  fourniront  celles  de  la 
proposée.  A  la  vérité,  cette  nouvelle  équation  est  plus  générale 
tpe  la  première^  aussi  devrons-nous  particulariser  le  résultat 
obtenu. 
L'équation  caractéristique  est 

a 5^-^*  -h  pzP-*-^  4-  ...  -I-  a'i+f-»-!  —  o. 

Le  premier  membre  est  z^*  multiplié  par  le  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  qui  correspondrait  à  Téquation  diilé- 
rentîelle  proposée  sans  second  membre.  On  sait  qu'une  racine  a 
d'ordre  (^h-i)  de  Téquation  caractéristique  donne  dans  l'inté- 
grale un  terme  e'^ig-h  fix  -h  ...  -h  x^*  ).  Ici  rt  =  o  ^  on  aura  donc 
Amplement  un  polynôme  de  degré/;,  ^(^))  auquel  il  faudra  ajouter 
l'ensemble  des  termes  correspondant  aux  racines  simples  ou  mul- 
tiple» de  l'équation  caractéristique 

La  valeur  de  y  sera  donc 

où  la  partie  ajoutée  à  F(x)  représente  la  solution  de  l'équation 
proposée,  privée  de  second  membre. 

n  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients  de  F[x)]  on 
poarrait  le  faire  en  effectuant  la  substitution  de  cette  valeur  de  y^ 
dans  Féquation  proposée,  et  il  n'y  aura  qu'à  s'occuper  des  termes 
produits  par  F (x)  et  ses  dérivées  successives  et  identifier  la  somme 
de  ces  termes  au  second  membre  F(x). 

Mais  nous  donnerons  le  moyen  de  déterminer  ])lus  rapidement 

les  coeflScients  de  F(x).  Effectuons  la  division r 1 

^     ^  a  H-  p  5  -+-  7  3^  -h  .  .  . 

et  représentons  le  quotient  par  ao  H-  P©  ^  -H  7o  ^*  4-  3 o  :?'"•-+-.•.  • 
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Les  coefficieuts  ^o^t^o^yo)  •  •  •  seront  liés  par  les  relations 

l  aao  =:  I  , 

(  «70  H- ??o -h  V«o  =  O , 

Cela  étant,  je  dis  que 

F(.r)  =  «oF(x)  H-  p,F'  (;c)  ^  yoF^'x)  H-  . .  .  , 

série  qui  s'arrêtera  d*clle-môme  quand  on  arrivera  à  F^^'  (x),  qui 
est  nul . 

Pour  vériGer  cette  valeur  de  F{j:),  il  suflBt  de  faire  la  substitu- 
tion comme  il  a  été  dit  tout  à  Tlieure  ^  or  on  trouvera  ainsi 

«aoF(:r)  H-  («|3o  H-  jSaojF' (x)  4-  (ayo  -h  PjSo  -h  7«o)F''(x)  H-  .  . . , 

qui  doit  ôtre  identique  à  F(x),  et  cette  condition  est  satisfaite 
d'après  les  relations  (i). 

Comme  exemple,  je  prendrai  Téquation  linéaire  du  premier  ordre 

g  +  .^  =  F(x). 

! 

que  nous  savons  déjà  intégrer;  nous  allons  ainsi  retrouver  le  ré-   i 
sultat  précédemment  obtenu.  En  appliquant  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée,  nous  ferons  le  quotient 

1         1  3  S* 


rt  H-  3       a       a*       à^ 


En  posant  alors 

v(x)     r{x)     r{x] 


a'  a' 


la  solution  générale  sera 

yz=zce-^'  4-F(x). 

Remarque,  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  se  sert, 
comme  nous  l'avons  fait  ici,  d'une  fonction  y  (x)=a-f-j3x-f-yx*-f-..., 
dans  laquelle  les  exposants  de  la  variable  correspondent  à  des  in-* 
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dices  de  dérivation  d'une  fonction  donnée  F  (a:).  Lorsqu'on  déduit 
ainsi  de  V  (jc)  la  nouvelle  fonction  aF(a:)-+-,SF'(x)-}-yF''(j:)-f-..., 
cela  s'appelle  opérer  sur  F(a:)  à  l'aide  de  ^(jc)» 

En  terminant,  nous  indiquerons,  sans  la  démontrer,  la  consé- 
quence suivante  :  Lorsque  l' équation  caractéristique  a  toutes  ses 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  réelles  de  F(  x)  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  réelles  de¥{x). 


APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE  A  L'ÉQUATION  LINÉAIRE 
A  GOEFnCIENTS  CONSTANTS  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Par  m.  g.  DARROUX. 

Dans  les  Leçons  que  nous  venons  de  reproduire,  M.  Hermite  a 
Iraité  seulement  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  Mais  un 
résultat  très-important  obtenu  par  l'illustre  géomètre  va  nous  con- 
duire d'une  manière  simple  à  l'intégration  de  Téquation  linéaire  à 
coefficients  constants  et  avec  second  membre.  Cauchy,  du  reste, 
n*avalt  pas  négligé  cette  dernière  équation,  et  il  Ta  considérée  dans 
différents  Mémoires  insérés  aux  Exercices  de  Mathématiques  (*  ). 
Supposons  que  Ton  se  propose  d'intégrer  Téquation 

où  5c,  /3,  .  .  . ,  X  sont  des  constantes  et  y*  (a:)  une  fonction  quelconque. 
On  pourra  appliquer  la  règle  suivante,  due  aussi  a  Cauchy. 

On  formera  d'abord  une  solution  particidière  4>(x,f)  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que  ses  n  —  i 
premières  dérivées  pour  x  =  t,  et  telle,  en  outre,  que  sa  dérivée 


(  «  )   F'oir  les  Mémoires  suirants  de  Cauchy  : 

application  du  calcul  des  résidus  à  l'intégration  des  équations  linéaires  à  coef^- 
£ciemts  constants  {Exercices  de  Mathématiques,  t.  I,  p.  no3). 

Sâir  la.  détermination  des  constantes  arbitraires  renfermées  dans  les  intégrales  des 
éqsuMtsoms  différentielles  linéaires  (Exercices  de  Mathématiques,  t.  II,  p.  35). 

Sur  la.  transformation  des  fonctions  qui  représentent  les  intégrales  générales  d€i 
0^matû>ns  différentielles  linéaires  {^Exercices  de  Mathématiques,  t.  Il,  p.  aïo). 
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n  —  i**"»*  se  réduise  à  f[t)  pour  la   même  valeur  de  x.    Cela    rm 
posé,  la  fonction 

où  jTo  est  une  constante  quelconque,  sera  une  solution  particulière  '^J\ 

de  l'équation  différentielle  proposée,  ^^•-* 

Nous  avons  donc  à  former  ici  1  a  fonction  4>  (  x,  £  ) ,  que  nous  venoni 

de  définir.  Or,  d'après  une  règle  démontrée  par  M.  Hermite,  Tin-     1.; 

tégrale 

I      ne-'  dz 

2tr/J    Y[z) 


prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon  très-grand,  est  une  solo* 
tion  de  l'équation  sans  second  membre,  se  réduisante  zéro  ainsi  que 
ses  n —  a  premières  dérivées  pour  x  =  o  et  ayant  pour  la  même  ^;J_ 
valeur  de  x  sa  (n —  i )'*«>•  dérivée  égale  à  l'unité.  Changeons  dans  '   * 
l'intégrale  précédente  x  en  x  —  «,  multiplions  par  y (^),  et  nous  ^^. 
obtiendrons  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  former, 

'^'  *^   ''^-^'T/ j„     F(,)    ' 


l'intégrale  étant  toujours  prise  sur  le  contour  d'un  corcle  de  rayon 
suffisamment  grand. 

Ainsi  l'intégrale  double 


J-3 

Vis 


14)  ''=JwX/"'"'X-T(ir  I' 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  difTérenticIle  (i). 

Voici  comment  on  peut  vérifier  directement  ce  résultat.  Eu  dif- 
férentiant  la  formule  (4),  on  a 

L'intégrale  curviligne  qui  figure  dans  le  premier  terme  est  évidem- 
ment nulle.  Il  reste  donc 
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Si  l'on  remarque  que  toutes  les  intégrales 

zPdz 


L 


sont  nulles  tant  que  p  est  inférieur  à  /z  —  i ,  on  trouvera,  en  difle- 
rentiant  successivement  la  formule  (5), 

t«)  3^=iï;X/"''*X-TP)-' 

tant  que  p  sera  inférieur  à  n. 

Pour  obtenir  la  dérivée  /!**"•,  nous  différentierons  la  formule 
précédente,  en  y  supposant  p  =  n  —  i .  Nous  avons 


f(x)  rz'^-^dz  ,    I    r'  ..  .  ^  r e'-c-n z" dz 


^"Y  __f(x)  f  z»->  dz 


et,  comme  on  a 

s"-»  dz 


L 


=^  27r/, 


./r  F(') 
il  restera 


dz 


Il  suffit  maintenant  de  substituer  les  valeurs  de  Y  et  de  ses  dé- 
rivées pour  reconnaître  que  Y  est  une  solution  particulière  de 
l'équation  différentielle  (i).  Au  reste,  la  démonstration  pré- 
cédente est  au  fond  celle  de  Cauchy. 

Tleportons-nous  h  la  formule  (4)  et  posons 

Rf£)    sera  la  somme  des  résidus  relatifs  h  toutes  les  racines  de 

F(-). 

Supposons  qu'on  ait  décomposé  ^-j—:  en  fractions  simples,  et  po- 
sons 
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on  aura 

et  le  résidu  relatif  à  la  racine  a  sera 

L  I  1.1 , . . p  —  I  j 

On  aura  donc 

el  Y  sera  alors  donné  par  la  formule 

(lo)  Y=   r/(/)R(i)rff, 

absolument  identique  a  celle  qui  a  été  donnée  pages  1 99  et  200. 


'*W« 
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COMPTES  RENÏÏCSET  ANALYSES. 

OÈSTHER  (S.)-  —  Studien  zur  Geschichte  der  mathehatischen  und  pht- 
siKAUScnES  Géographie.  VI.  Heft.  Halle,  1879.  In-S"*,  75  pages  ('). 

Lorsque  l'analyse  du  premier  Mémoire  de  M.  Gûnther  a  été 
publiée  dans  le  Bulletin,  le  travail  de  ce  géomètre  allemand  n'était 
^05  encore  terminé.  Depuis  cette  époque,  l'auteur  a  complété  son 
Oayrage  par  un  essai  historique  du  développement  de  la  courbe 
Joxodroinique.  La  forme  sous  laquelle  il  a  présenté  ses  divers  Mé- 
moires montre  bien  qu'il  n'a  pas  eu  l'intention  de  refaire  une  his- 
kotre  de  la  Géographie  mathématique  et  physique  ;  il  s'est  préoc- 
tapé  d'étudier  avec  plus  de  détails  certains  Chapitres  de  cette 
histoire  et  d'y  apporter  quelques  contributions  inédites  et  nou- 
relles.  U  est  vivement  à  désirer  que  l'auteur  poursuive  ses  re- 
cherches, mais  il  faut  reconnaître  qu'il  ne  néglige  aucune  occasion 
fenricliir  la  bibliographie  mathématique  dans  les  trop  courts 
loisirs  que  lui  laissent  ses  fonctions  parlementaires. 

Le  sixième  Mémoire  de  M.  Gûnther  est  intitulé  :  Histoire  de  la 
courbe  loxodromique  (333-407?  ^4  figures). 

La  courbe  à  double  courbure,  désignée  sous  le  nom  de  courbe 
loxodromique,  est  définie  par  la  condition  géométrique  de  couper 
un  même  angle  tous  les  méridiens  d'une  surface  de  révolution, 
en  particulier,  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère. 

n  semble  que  l'histoire  de  cette  courbe  doive  se  rattacher  à  celle 
éit  la  science  nautique  plutôt  qu'à  l'histoire  de  la  Géographie  ma- 
thématique; mais  il  n'est  pas  aisé  de  l'en  séparer  complètement, 
et  il  est  intéressant  de  suivre  le  développement  historique  de  cette 
fig;ne  célèbre  depuis  la  première  notion  de  son  existence  jusqu'aux 
dernières  phases  de  son  évolution. 

n  Ta  de  soi,  d'abord,  que  l'idée  d'une  semblable  route  suivie  par 
un  navire  à  la  surface  de  l'Océan  n'a  pu  prendre  naissance  avant 
la  découverte  de  la  boussole.  C'est  en  vain  que  divers  auteurs  ont 
essayé  d'attribuer  cette  invention  aux  Phéniciens,  aux  Égyptiens, 


(*)  Voir  BuUeiiih  Hsi  4io  et  43;;  Illt*  73,  39a  et  3o3. 

Bull,  de$  Sciences  nuukém,,  a*  Série,  t.  III.  (Août  187g.)  ^3 
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aux  Carthaginois  et  aux  Juifs.  II  est  certain  que,  vers  le  milieu c2ek 
xiii^  siècle,  le  compas  de  mer  était  en  usage  chez  les  riveraini 
espagnols  et  italiens  de  la  Méditerranée,  sous  une  forme  très-Yo^ 
sine  de  celle  qu'il  a  de  nos  jours  ;  mais  nous  n'avons  pas  à  examiner 
cette  question,  pour  l'étude  de  laquelle  nous  renverrons  à  des  mo* 
nographies  plus  spéciales,  entre  autres  à  celle  d'Âusserer. 

Les  premiers  germes  de  l'invention  ou  de  la  notion  de  la  courbe 
loxodromique  semblent  s'être  manifestés  à  l'apparition  des  Carta  . 
plates,  dont  le  plus  curieux  spécimen  se  trouve  dans  deux  Ouvragei. 
espagnols  publiés  en  i54^  et  en  i556  par  Pedro  de  Médina  et 
Martin  Cortes. 

Peu  à  peu,  les  règles  suivies  au  moyen  âge  pour  la  navigation le 
perfectionnèrent  sensiblement.  Toaldo  a  fait  connaître,  d'après  im! 
manuscrit  vénitien  d'un  auteur  resté  inconnu^  la  règle  pratiqiie> 
employée  au  moyen  âge  sous  le  nom  de  marteloio  ou  de  marti' 
logio. 

Les  historiens  des  Mathématiques,  M.  Chasles  entre  autres,  ont 
attribué  à  Nunez  un  rôle  important  dans  le  progrès  de  la  navigation 
théorique.  Nunez  publia  ses  découvertes  dans  un  Ouvrage  écrft 
d'abord  en  portugais  et  traduit  plus  tard  en  latin.  Garçào  Stockler 
en  a  donné  une  analyse  dont  nous  extrayons  le  passage  suivant: 
((  Le  premier  et  le  plus  remarquable  de  ses  deux  Ouvrages  nom--: 
montre  que  Pedro  Nunez  a  eu  la  gloire  d'être  le  premier  géomèut  ^ 
qui  ait  commencé  à  dégager  la  théorie  de  la  loxodromie,  en  établii-  ^ 
sant  que  la  ligne  décrite  par  un  navire  à  la  surface  des  mers  lors- 
qu'il recoupe  tous  les  méridiens  sous  une  même  direction  obliqv 
n'est  pas  un  grand  cercle  de  la  sphère  terrestre,  mais  une  ligne  à 
spirale  à  double  courbure,  dont  il  a  démontré  quelques  propriété!- 
les  plus  dignes  de  remarque.  »  M.  Gùnther  appuie  ce  témoignage 
en  reproduisant  les  notions  dont  la  Science  est  redevable  à  Nona 
Ce  géomètre  appelle  rhomb  ou  ligne  rhombique  la  courbe  qn 
vient  d'être  définie. 

Cette  manière  d'envisager  la  loxodromie  a  été  adoptée  générale- 
ment par  les  géomètres  et  navigateurs  qui  l'ont  étudiée.  C'est  ainÂ 
que  l'appelle  Simon  Stcvin,  de  Bruges,  dans  son  Précis  de  G^ 
graphie.  Le  quatrième  Livre  de  cet  Ouvrage  est  intitulé  :  Hisdo- 
dromie,  ou  Cours  des  nav^ires.  La  troisième  définition  qu'il  contieni 
se  rapporte  au  rhomb  :  a  Romb  »,  dit-il,  a  ou  cours  oblique,  est  une 
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hgûc  qui  fait  tousiours  de  mesmes  angles  à  tous  les  méridiens  et 
■  est  ny  l'cquateur  ny  un  méridien.  »  Ce  terme  nouveau  deman- 
derait à  être  précisé.  En  effet,  à  cette  époque ,  on  venait  à  peine 
d'acquérir  la  notion  de  la  déclinaison  magnétique,  et  on  la  regar- 
dait comme  constante  sur  toute  la  Terre.  C'est  pourquoi  Stevin 
suppose  que  Taiguille  aimantée  doit  se  diriger  toujours  vers  le  nord, 
pourvu  que  le  navire  suive  une  route  loxodromique.  Stevin  re- 
marque, d'ailleurs,  la  forme  spirale  de  cette  courbe.  U  est  aussi,  ce 
■ons  semble,  le  premier  qui  ait  établi  une  distinction  nette  entre 
la  navigation  suivant  un  grand  cercle  et  la  navigation  suivant  une 
Imodromie.  Voici,  en  effet,  comment  il  les  caractérise  lui-même  : 
c  Après  que  Son  Excellence  (le  prince  stathouder  Maurice)  eust 
attendu  la  navigation  par  rombs,  comme  on  les  verra  cy  après,  et 
comparant  les  cours  droits  à  iceux,  comme  plus  courts,  il  luy  a 
semblé  bon  que  j'en  escrive  quelque  chose,  puis  que  Tordre  mesme 
k  requerroit,  si  on  s'en  vouloit  servir,  et  ainsi  j'en  ay  fait  ces  deux 
ikscriptions  suivantes,  l'une  méchanique,  l'autre  mathématique.  » 

Bien  que  les  géomètres  dont  il  vient  d'être  question  aient  saisi 
llnterèt  de  la  navigation,  leurs  recherches  ont  eu  plutôt  pour 
otijet  la  théorie  de  la  manœuvre  des  navires  à  voiles.  Ce  fut  aussi 
k  préoccupation  d'un  autre  géomètre,  presque  contemporain  de 
fterin  et  de  Nunez  :  nous  voulons  parler  du  célèbre  géographe 
Iitmer,  plus  connu  sous  le  nom  de  Gerhard  Mercator.  Cet  habile 
fcumateur  de  Cartes  porta  toute  son  attention  à  chercher  des  con- 
Mmctions  simples,  exactes,  donnant  un  format  convenable  aux 
Ciries  marines.  L'invention  de  sa  méthode  de  projection  remonte  à 
Tauiee  1369.  Mercator  n'a  point  mentionné  la  propriété  de  ses 
Gntes  pour  le  tracé  de  la  route  loxodromique  *,  mais  un  passage  de 
•correspondance  avec  Granvella,  rapporté  par  Breusing,  biographe 
de  Mercator,  renferme  une  donnée  plus  précise.  U  est  certain  que 
Mercator  a  été  sur  la  voie  de  la  découverte  de  la  loi  de  variation 
des  points  de  la  loxodromie  eu  adoptant  son  échelle  dé  latitudes 
ooisiantes.  Il  doit  même  avoir  eu  la  notion  la  plus  simple  et  la 
plos  générale  de  la  courbe  loxodromique. 

L'idée  était  en  germe,  et  divers  géomètres  manifestaient  une  cer- 
taitte  tendance  à  modifier  les  règles  suivies  jusqu'alors.  Ed.  Wright 
ngoala  des  erreurs  dans  la  navigation  et  enseigna  k  les  corriger^ 
nais  il  n'a  pu  éviter  de  tomber  lui-même  dans  d'autres  erreurs. 

23. 
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Pour  revenir  à  Stevin,  il  est  à  observer  que  ce  géomètre  a  établi 
sur  de  nouvelles  bases  la  théorie  de  la  loxodromie  considérée  comme 
route  nautique.  Voici  comment  il  énonce  la  propriété  fondamen- 
tale :  i(  Comme  la  déclinaison  du  romb  de  Téquateur  progrediant 
d'un  degré  de  longitude,  à  la  déclinaison  suivante,  d'un  degré  en 
longitude  ;  ainsi  fort  près  la  sécante  par  le  commencement  du  der- 
nier progrès  y  h  la  sécante  par  le  commencement  du  premier  pio* 
grès.  »  Le  développement  de  cette  proposition  occupe  un  loii| 
passage  de  l'Ouvrage.  Il  est  dit  ensuite  (c  comment  on  pourrait  faire 
des  Tables  de  rombs  certaines  selon  l'opinion  de  l'autheur  ». 

Voici  les  réflexions  que  Girard  ajoute  à  ses  remarques  :  «Li 
manière  parfaite  est  plus  facile  que  celle  que  Stevin  a  faite  et  qu'on 
n'a  trouvée  jusques  à  présent;  mais  où  sont  ceux  qui  payeroyentla 
peine  de  ccluy  qui  feroit  quelque  chose  d'excellent?  Tout  va  d'un 
si  bon  ordre  entre  les  hommes  et  la  Science  est  si  bien  estimée, 
que  c'est  merveilles  si  on  ne  revient  en  un  siècle  plus  barbare  que 
celuy  mesme  de  fer  :  là  dessus  je  feray  cette  question  à  la  vue  d'un 
chacun.  »  Les  dures  épreuves  qu'un  homme  aussi  exceptionnelle- 
ment doué  que  Girard  a  été  obligé  de  supporter  devaient  empêcher 
l'entier  développement  de  son  génie  et  peuvent  servir  de  réponm 
à  une  proposition  aussi  pessimiste. 

La  loxodromie  est  devenue  l'objet  d'une  étude  systématique  de 
la  part  du  géomètre  Willebrord  Snellius ,  auteur  d'un  Couit 
de  navigation  intitulé  Tiphjrs  Batavus,  ou  Histiodromie,  publié  1 
Leydeen  1624*  (c  La  loxodromie  »,  dit-il,  «  est  une  ligne  hélicoï- 
dale tracée  à  la  surface  du  globe  terrestre  et  qui  rencontre  sous  un 
même  angle  les  méridiens  successifs.  Elle  s'approche  indéfiniment 
des  deux  pôles,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre.  »  Snellius  indique 
également  la  loi  de  variation  de  la  longueur  de  la  loxodromie.  Son 
Traité  renferme  une  Table  destinée  à  faciliter  l'emploi  de  ses  for- 
mules. Il  contient  aussi  d'autres  indications  fort  utiles,  qui  contre* 
disent,  ce  nous  semble,  le  jugement  qu'a  porté  Bouguer  au  sujet 
de  ce  Livre,  «  écrit  »,  dit-il,  «  d'une  manière  très-obscure,  qui  ne 
nuisit  pas  à  la  grande  réputation  que  l'auteur  méritoit  par  te* 
autres  Ouvrages  ». 

Les  géomètres  du  xvii®  siècle  ont  laissé  diverses  remarques  sur  la 
courbe  loxodromique.  L'encyclopédie  scientifique  de  cette  époque, 
composée  par  Alsted,  renferme  une  description  de  cette  ligne. 
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:n  trouve  encore  une  dans  le  G)urs  de  Mathématiques  d'Héri- 
r.  Le  Traité  d'Hydrographie  de  Fournier,  S.  J.,  paru  en  i643, 
ient  les  premières  théories  scientifiques  relatives  à  la  mer  et  à 
l  nautique.  Il  introduisit  la  considération  d'un  triangle  loxo- 
mîque  infiniment  petit,  que  Snellius  n'avait  pas  réussi  à  dé- 
^  pleinement.  Varenius,  célèbre  auteur  de  la  Géographie 
térale  (i65o),  donna  pour  la  loxodromie  une  définition  beau- 
ip  plus  précise.  Il  observa  que  cette  ligne  n*a  pas  de  courbure 
iple,  et  que  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  ne  peuvent  se 
»avcr  dans  un  même  plan. 

Un  écrivain  de  cette  période  de  compilation ,  Riccioli,  a  publié 
1672  un  Traité,  en  douze  Livres,  intitulé  :  Géographie  et  Ur- 
ographie récemment  réformées,  revues  et  augmentées.  Il  y  établit 
edistinction  entre  les  deux  genres  de  navigation,  suivant  le  grand 
"de,  comme  l'avait  déjà  dit  Snellius,  et  suivant  la  loxodromie. 
La  navigation  sphérique  circulaire,  c'est-à-dire  la  plus  courte 
vant  un  même  grand  cercle,  exige  un  changement  de  rhomb 
isque  perpétuel,  ou  fréquent,  qui  suppose  une  très-grande  habi- 
le de  la  Géométrie,  qui  n'est  accordée  qu'à  un  petit  nombre  de 
fins.  On  conserve  le  même  rhomb  en  naviguant  le  long  d'une 
odromie.  »  Il  ajoute  que  le  marin  est  toujours  libre  de  choisir 
re  ces  deux  méthodes  :  «  En  dehors  des  méridiens  et  de  l'équa- 
r  et  des  parallèles  à  ce  dernier,  il  est  nécessaire  que  le  naviga- 
r  suive  la  ligne  du  romb,  s'il  veut  parcourir  un  même  grand 
de  ou  changer  de  grand  cercle,  s'il  veut  parcourir  la  même 
le  de  rhomb  et  suivre  une  ligne  loxodromique  ou  une  route 
ique.  »  Riccioli  ne  perd  pas  de  vue  la  précision  théorique  ni 
itérêt  pratique  :  «  La  ligne  du  chemin  total  que  suivrait  un  na- 
e,  en  dehors  du  méridien,  de  l'équateur  et  de  ses  parallèles,  en 
iservant  le  même  rhomb,  cette  ligne  n'est  pas  circulaire,  mais 
atiquement  et  essentiellement  formée  de  plusieurs  segments  de 
rers grands  cercles,  bien  que,  théoriquement  et  géométriquement, 
le  doive  être  une  ligne  courbe,  infléchie  à  la  façon  d'une  hélice.  » 
la  neuvième  proposition  il  dit  :  ce  La  loxodromie  est  comme  Thy- 
iténuse  d'un  triangle  rectangle  plan  appliqué  à  la  surface  de  la 
hère,  et  dont  un  côté  ser^^it  la  distance  des  parallèles  qu'il  com- 
end,  pourvu  que  cette  distance  soit  très-petite.  » 
Leibnitz  a  étudié  aussi  la  loxodromie.  Il  a  publié,  dans  les 
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Actes  de  Leipzig^  la  quadrature  arithmétique  ordinaire  des  secùoD^ 
coniques  à  centre ,  étendue  par  la  Trigonométrie  à  ime  appron"* 
mation  quelconque,  sans  le  secours  de  Tables,  avec  appliatM 
de  la  spirale  à  Tétude  de  la  ligne  nautique  de  rhombs,  avecle |hf 
nisphcre  adapté  à  cette  courbe. 

Jacques  BcrnouUi  a  étudié  en  détail  les  propriétés  de  la  lono 
dromie.  Les  Actes  de  Leipzig,  que  nous  venons  de  citer,  oon 
tiennent  un  Mémoire  de  Bernoulli,  intitulé  :  Nouvelle  appUcada 
du  Calcul  différentiel  à  la  mesure  de  la  spirale  logarithmique,  à 
la  loxodromie  des  marins,  et  de  la  surface  des  triangles  spht 
riques,  avec  supplément  relatif  au  problème  funiculaire  et 
d'autres  questions. 

Les  autres  géomètres  de  la  famille  des  Bernoulli  ne  sembla 
point  s'être  occupés  spécialement  de  la  loxodromie.  JeanBemoull 
cependant,  a  laissé,  dans  son  Ouvrage  sur  la  navigation,  des  trao 
évidentes  d^uue  connaissance  étendue  des  propriétés  de  la  conil 
loxodromique. 

Léonard  Euler  a  repris  le  thème  de  Bernoulli,  et  il  est  àobsenri 
que  jamais  il  ne  s'est  servi  du  mot  de  loxodromie  pour  désigne 
ce  genre  de  route  des  navires. 

Un  intéressant  extrait  de  Chr.  Wolf  donne  une  idée  de  ladispo 
sition  des  Tables  loxodromiques  que  l'on  trouve  dans  son  Dictîoo 
naire  mathématique.  Ces  Tables  indiquent  l'angle  du  vent  etdel 
voile  avec  le  vaisseau,  l'angle  du  vent  avec  la  loxodromie,  l'anf^ 
de  déviation  et  le  logarithme  du  carré  de  la  vitesse. 

Au  milieu  du  xvii*  siècle,  Halley  publia  un  essai  de  démost 
tration  de  l'analogie  des  tangentes  logarithmiques  avec  la  b'gn 
méridienne  ou  somme  des  sécantes,  augmenté  de  divers  moyen 
de  la  déterminer  le  plus  exactement  possible.  Halley  définit  L 
ligne  méridienne  une  échelle  de  tangentes  logarithmiques  des  demi 
compléments  des  latitudes  \  mais,  le  premier,  il  ne  songe  pas  i  fain 
usage  de  constructions  sphériques.  Il  adopte  la  projection  stéréO' 
graphique  de  cette  ligne  sur  le  plan  de  l'équateur,  faisant  observe 
que  les  angles  ne  sont  pas  altérés.  Il  obtient  donc  pour  projectioi 
une  ligne  plane,  trajectoire  oblique  d'un  système  de  rayons  h 
cercle  de  l'équateur.  Halley  appelle  c^tte  ligne  spirale  proportion 
nelle;  ce  n'est  autre  chose  que  la  courbe  que  Jacques  Beraoul 
venait  de  découvrir  et  de  symboliser  sous  la  devise  :  Eadem  mutai 
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^0,  allusion  à  ce  fait  que  la  spirale  logarithmique  se  retrouve 
irs  intacte  après  len  diverses  transformations  qu'on  lui  fait 
^er.  Halley  a  reconnu  la  loi  des  variations  géométriques  de 
dromie.  <f  Cependant  »,  dit-il,  a  la  ligne  méridienne  nautique 
litre  qu'une  Table  de  longitudes  répondant  h  chaque  minute 
lude  sur  la  ligne  de  rhomb  faisant  un  angle  de  4^^  avec  le 
m.  C'est  pourquoi  la  ligne  méridienne  n'est  autre  qu'une 
de  logarithmes  des  tangentes  des  demi-compléments  des 
ss.  » 

iécouvertes  de  Halley  ont  donné  à  Roger  Cotes  l'idée  de  la 
fntation  graphique  des  logarithmes  «  :  Adapter  »,  dit-il,  «  la 
le  logarithmes  à  la  spirale  équiangle.  » 
*  terminer  l'examen  des  travaux  des  géomètres  sur  la  loxo- 
à  la  surface  de  la  sphère,  il  faut  mentionner  un  Mémoire 
is,  intitulé  :  Procédé  mécanique  facile  de  dii^iser  la  ligne 
enne  nautique  sur  la  projection  de  Mercator,  suivi  des 
ns  de  cette  ligne  avec  la  chaînette» 

s  arrivons  actuellement  à  la  série  des  généralisations  dont 
dromie  a  été  l'objet.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  la  prio- 
rait  devoir  être  revendiquée  en  faveur  du  magister  J.  Gott- 
Talz,  auteur  d'un  Mémoire  intitulé  :  Recherche  de  la  courbe 
omique  à  la  surface  d'un  solide  quelconque,  engendré  par 
ition  d'une  courbe  autour  de  son  axe,  et  principalement 
léroïde  elliptique  qui  se  rapproche  de  la  forme  du  globe 
re.  Il  représente  un  point  de  la  courbe  par  deux  coor- 
!S  rectilignes  et  une  coordonnée  angulaire.  Il  exprime  les 
its  de  la  loxodromie  dans  les  cas  où  la  méridienne  de  la  sur- 
t  une  circonférence,  une  ellipse  ou  une  parabole, 
premières  recherches  de  Maupertuis  sur  la  courbe  loxodro- 
datent  de  la  même  année  que  celles  de  G.  Walz. 
recherches  des  géomètres  anglais  avaient  pour  but  de  pré- 
l'emploi  de  la  loxodromie  dans  la  navigation.  Maclaurin  a 
la  question  de  représenter  un  sphéroïde  sur  une  Carte  au 
de  latitudes  croissantes  et  de  longitudes  invariables.  Mur- 
dressé  des  Tables  loxodromiques,  destinées  à  faciliter  l'appli- 
de  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  à  la  construction  de 
marines. 
:ravaax  de  Simpson  sur  la  doctrine  et  les  applications  de  la 
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théorie  des  fluxions  renferment  des  aperçus  plus  clairs  et  pW 
précis  que  ceux  de  Maclaurin.  Il  s'est  proposé  de  déterminer  Icf 
régions  méridionales  répondant  à  une  latitude  donnée  en  saifuit 
la  projection  de  Wright  et  adoptant  la  véritable  sphéricité  de  it 
Terre. 

De  la  théorie  de  Simpson  à  la  méthode  systématique  d'Euler  3 
n'y  avait  qu'un  pas  :  Th.  Schubert  a  eu  la  gloire  de  le  francUr.   ~ 
Son  Mémoire  sur  le  cours  des  navires  sur  un  sphéroïde  ellipticpe  ., 
débute  en  ces  termes  :  <c  Toute  la  navigation  peut,  sans  difficulté, 
se  réduire  au  problème  suivant  : 

ce  Etant  données  les  situations  de  deux  localités,  trouuer  qudl/f^ 
route  doit  suivre  entre  elles  un  nauire  ou  l'angle  constant  soiif 
lequel  la  direction  du  navire  rencontre  tous  les  méridiens,  décri" 
vant  ainsi  une  courbe  que  l'on  appelle  ordinairement  loxo^ 
dromie.  » 

Schubert  a  résolu  cette  question  en  construisant  une  Table  desp- 
tinée  à  faciliter  l'usage  de  la  formule  qu'il  avait  démontrée.  Cette  J 
Table  renferme  la  variation  de  latitude  de  la  loxodromie,  en  passant  1 
d'un  méridien  à  l'autre,  lorsque  la  latitude  du  point  de  départ 
varie  par  intervalles  de  dix  minutes.  Le  calcul  est  eflcctué  dans 
l'hypothèse  de  la  forme  sphérique  et  de  la  forme  elliptique. 

Mous  arrivons  avec  Schubert  à  la  seconde  moitié  du  dernier 
siècle.  C'est  aussi  Tépoque  à  laquelle  il  faut  placer  les  importante! 
contributions  de  Kastner  à  la  Géographie  mathématique;  mail, 
comme  le  lecteur  a  pu  le  reconnaître,  la  tendance  des  travaux  des 
géomètres  jusqu'à  cette  époque  a  été  purement  scientifique.  Bient^ 
allaient  paraître  les  savantes  études  ayant  pour  objet  Tapplicatiott 
de  la  théorie  à  la  pratique  de  la  navigation.  Les  travaux  dont  il  v^ 
être  question  sont  dus  à  un  Allemand,  Kaschub,  à  un  Français, 
Bouguer,  et  à  un  Anglais,  Robertson.  ^ 

Kaschub  a  publié  un  Cours  de  Mathématiques  sous  une  fonoc    \ 
semblable  à  celle  d'un  Ouvrage  estimé,  du  à  Wolf.  Un  de  ««* 
Chapitres  se  rapporte  à  l'Hydrographie,  ou  art  nautique.  D  y  ^^     ; 
question  de  la  navigation  suivant  la  loxodromle,  qu'il  réduit  i  ^ 
principes  les  plus  simples.  l 

Bouguer  a  laissé  un  Ouvrage  qui  a  longtemps  été  regardé  conu»^* 
le  meilleur  et  le  plus  complet  des  Traités  de  navigation.  Cegéomètn^ 
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f  est  distingué  aussi  comme  gëodésien  ^  on  lui  doit  la  découverte 
de  l'attraction  des  montagnes  et  les  premières  recherches  scienti- 
fiques de  photométrie.  L'Ouvrage  que  nous  avons  ici  en  vue  est 
intitulé  :  Nouveau  Traité  de  navigation,  contenant  la  théorie  et  la 
fratique  du  pilotage,  1753.  L'auteur  est  amené  à  la  considération 
de  la  loxodromie  par  Tétude  <(  des  lignes  courbes  que  les  rumbs 
de  vent  suivent  sur  le  globe  et  de  la  forme  qu'on  a  été  obligé,  en 
conséquence,  de  donner  aux  cartes  réduites  » .  Un  Chapitre  de  l'Ou- 
mge  est  réservé  à  la  théorie  du  quartier  de  réduction.  Bouguer 
désigne  ainsi  une  sorte  de  Carte  auxiliaire.  «  Le  quartier  de  réduc- 
tion»,dit-il,  «  est  comme  une  Carte  qui  convient  à  tous  les  endroits 
da globe  terrestre.  On  pointe,  pour  ainsi  dire,  les  routes  sur  cet 
instrument,  et,  après  avoir  vu  la  latitude  et  la  longitude  où  elles 
conduisent,  on  transporte  le  point  sur  la  Carte  réduite,  m  Enfin,  la 
courbe  loxodromique  est  décrite  avec  beaucoup  de  soin,  sa  projec- 
tion stéréographique  est  étudiée  d'une  manière  élégante,  et  l'Ou- 
vrage entier  donne  la  preuve  que  l'auteur  s'est  préoccupé  de  donner 
«ses  résultats  une  utilité  pratique. 

Le  géomètre  anglais  Robertson  a  laissé,  comme  Bouguer,  un 
Ouvrage  sur  la  navigation,  publié  en  1754.  Il  s'est  placé  à  un  point 
de  vue  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Bouguer.  Toutefois,  il  ne 
paraît  pas  avoir  tenu  compte  de  l'insuffisance  de  la  projection  de 
Hercator  pour  la  représentation  des  zones  glaciales.  Des  contrées 
telles  que  l'Islande  et  le  Groenland  éprouvent  alors  des  déforma- 
tions bizarres,  qui  nuisent  beaucoup  à  la  valeur  des  Cartes.  Pour  y 
lemédier  en  partie  et  corriger  l'influence  que  cette  altération  pro- 
duirait sur  la  loxodromie^  ou  route  la  plus  courte  entre  deux  points 
le  l'Océan,  Robertson  imagine  une  courbe  tangente  au  parallèle 
la  point  le  plus  rapproché  du  pôle  et  aboutissant  au  point  le  plus 
rapproché  de  l'équateur,  en  coupant  à  4^^  1^  parallèle  correspon- 
dant. U  prend  pour  exemple  le  cap  Lizard,  à  la  pointe  sud-ouest  de 
l'Angleterre,  et  les  iles  Bermudes,en  passant  à  hauteur  du  cap  Race, 

au  sud-est  de  l'Ile  de  Terre-Neuve,  en  arrière  du  grand  banc. 
Ces  notions  historiques  épuisent  ce  que  nous  avions  à  dire  au 

sujet  de  la  loxodromie  durant  le  xviii*  siècle.  Actuellement,  cette 

courbe  a  surtout  un  intérêt  théorique,  et  l'on  ne  s'astreint  plus  à 

la  regarder  comme  la  base  des  routes  marines. 
Ou  doit  à  Gudermann  l'invention  d'un  système  de  coordonnées 
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sphériques,  dont  il  (it  une  première  application  à  rétude  d'n^^ 
nouvelle  courbe  transcendante,  la  chaînette  sphérique,  qui  se  rat- 
tache à  la  loxodromie  par  plusieurs  propriétés  intéressantes  et 
remarquables,  parmi  lesquelles  nous  pouvons  signaler,  par  exemple, 
la  présence  d'un  point  asympto tique. 

L*idée  d*unc  comparaison  de  la  loxodromie  avec  la  chaînette 
plane  parait  être  venue  déjà  au  géomètre  anglais  Perks. 

La  monographie  de  Yerdam  contient  aussi  un  grand  nombre  de 
remarques  nouvelles. 

Grunert  et  Plagemann  ont  étudié  les  propriétés  de  la  loxodromie. 
On  doit  au  premier  de  ces  géomètres  une  Trigonométrie  loxodro- 
mique  et  la  notion  de  la  surface  du  triangle  loxodromique  sur  le 
sphéroïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Quant  à  Plagemann,  il  a  donné  une  théorie  des 
lignes  loxodroiuiques  sur  Tellipsoïde  et  sur  la  sphère. 

Grunert  a  laissé  aussi  des  travaux  sur  la  navigation  suivant  un 
grand  cercle.  On  doit  à  Von  Friesach  la  description  d'une  Table 
spéciale  destinée  à  faciliter  les  règles  à  suivre  pour  l'application  des 
principes  de  la  théorie. 

Il  nous  resterait  encore  a  citer  les  travaux  de  géomètres  contem- 
porains :  il  nous  suffira  de  dire  que  tant  d'études  variées  ont  à  peu 
près  épuisé  la  série  des  propriétés  de  la  loxodromie.  Nous  ne  men- 
tionnerons ici  que  pour  mémoire  les  essais  d'application  de  cette 
courbe  à  la  théorie  des  mouvements  de  l'atmosphère. 

Ici  se  terminent  les  études  de  M.  Gûnther.  On  conçoit  aisément 
la  possibilité  d'en  étendre  le  programme.  Voici,  en  efTety  divers 
sujets  de  recherche  qui  nous  semblent  rentrer  dans  le  même  cadn 
que  les  Mémoires  dont  nous  venons  d'essayer  l'analyse  : 

Théories  et  expériences  relatives  à  l'attraction  de  la  Terre  5  va 
riation  de  la  pesanteur  à  la  surface  et  à  l'intérieur  du  globe; 

Histoire  des  essais  de  représentation  cartographique  ; 

L'OEuvre  d'Alexandre  de  Humboldt  et  de  Maury  ; 

Discussion  et  résultats  des  nivellements  des  diverses  contrées  d 
globe  ^ 

La  Géographie  physique  considérée  dans  ses  rapports  avec  1 
Météorologie  générale  ; 

La  Géographie  physique  des  naturalistes  de  l'antiquité. 
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mtes  ces  questions,  et  bien  d'auties  qui  surgiraient  in  ci  dem- 
,  et  que  Ton  ne  peut  prévoir  dès  à  présent,  donneraient  lieu 
études  fort  curieuses  et  relativement  faciles.  Nous  souhai- 
a'elles  fixent  l'attention  de  M.  Gûnther  et  des  géomètres  que 
été  et  la  ressource  de  ces  études  pourraient  intéresser. 

H.  Brocard. 


àRDT  (C.-W.).  —  Théorie  des  arithmetisch-geombtriscuen  Mittels 
1ER  Elementen.  Aus  den  Abhandlungen  der  Kônigl.  Akademie  der  Wis- 
haflen  zu  Berlin,  1878.  Berlin,  1879,  66  pages. 

1876,  M.  Borchardt  a  déjà  communiqué  à  T Académie  de 

le  résultat  principal  de  ses  recherches  sur  la  moyenne  arith- 

•-géométrique  de  quatre  éléments,  résultat  qui  consistait  à 

*r  de  quelle  manière  on  pourrait  en  déterminer  la  valeur  par 

t^rale  double. 

;i  comment  l'auteur  a  généralisé  la  notion  de  la  moyene 

ético-géométrique  de  deux  éléments. 

nt  a^  6,  c,  e  quatre  nombres  positifs  et  réels-,  calculons 

«1  =  7  (a -+-6   -4-c -+-€•), 

répétant  le  calcul  indiqué  un  nombre  de  fois  illimité  pour 
C|,  ei,  .  • . ,  on  obtient  une  suite  infinie  de  quantités  trans- 
s  réelles  et  positives  a„^  i„,  c„,  e„,  qui  tendent  vers  une  limite 
ine  gsi  n  croit  indéfiniment.  La  détermination  de  cette  limite 
•bjet  du  Mémoire.  Pour  pouvoir  résumer  le  résultat  comme 
M.  Borchardt  h  la  fin  de  son  travail,  posons  encore 

bmrï-f-^  —  C  —  er, 

{  =z  a  — 6-*-c  —  Cy 

\  c  =:  a  —  ù  —  r  -4-  «', 
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enfin 

(3)  c'  =  i(^+v^)      c'  =  i{y/7t-^/rt)  \ 

Alors  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

«  Qu'on  dérive  la  moyenne  arithmético-géométrique  ^de  quatre 
éléments  réels  et  positifs  a,  &,  c,  e  par  l'algorithme  (i)  réitéré  un     ] 
nombre  de  fois  illimité^  qu'on  détermine  d'après  (2)  et  (3]  lei    j 
six  quantités  i',  (/  e^,  A",  c",  e''  coordonnées  aux  quatre  éléments; 
qu'on  désigne  par  l(f  ))  ^(^)  les  deux  expressions  homogènes  en 
coscp,  sincp  et  cos^,  sinv[i, 

£(ff)  =  fcosy*  -4-  ^  sinyM  fcosy*  -+-  ^  siny^j  fcosy*  -f-  ^  sinA 
6(i(»)  =  f  cosi{/*-h  —  sin^*|  f  cost^'  -f-  tt/  sin^J»' J  (cosi^'h y  sin^'j; 


alors  on  a 


1  1  t^*"  t'  i' 


3  S 


ftc'    "  "    T      •       /^^, 


^-f(y)6(^) 


où  les  racines  carrées  doivent  èlre  prises  avec  le  signe  positif.  « 

Dans  ses  Communications  de  1876  et  1877,  M.  Borchardt  n'a- 
vait publié  que  ce  résultat^  sous  une  forme  peu  différente  de  celle 
qu'il  a  choisie  actuellement.  Le  Mémoire  qui  vient  de  paraître  est 
consacré  au  développement  de  la  théorie  qui  l'a  mené  à  ce  but. 
L'Introduction  révèle  complètement  la  marche  de  ses  idées,  et  les 
onze  Sections  suivantes  donnent  en  entier  tous  les  calculs  néces- 
saires  pour  les  démonstrations.  Nous  nous  bornons  à  citer  un  pas- 
sage de  l'Introduction  qui  sert  à  caractériser  la  tendance  de  ces 
calculs  : 

c(  La  détermination  de  la  moyenne  arithmético-géométrique  ^ 
deux  éléments  par  une  intégrale  simple,  détermination  que  1  <>» 
connaît  depuis  Lagrange  etGauss,est  déduite  communément  de  1^ 
transformation  du  second  ordre  des  fonctions  ^  elliptiques,  i^^' 
blablemcnt,  le  résultat  que  j'ai  établi  peut  se  démontrer  avec  hc\' 
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moyen  de  la  transformation  du  second  ordre  des  fonctions  d- 
Uiptiques  de  deux  variables.  Cependant  je  ne  me  servirai  pas 
lojen  dans  ce  qui  va  suivre  \  mais  comme,  indépendamment 
ëorie  de  ces  transcendantes,  j'ai  été  conduit,  il  y  a  des  an- 
a  notion  du  moyen  aritlimético-géométrique  de  quatre  élé- 
ar  des  considérations  algébriques,  j'en  déduirai  aussi  Tex- 

comme  fonction  analytique  de  ces  éléments  par  la  voie 
ne.  » 

encore  les  titres  des  Parties  du  Mémoire  : 
[uction.  —  1.  Établissement  de  l'algorithme,  notion  de  la 
;  aritlimético-géométrique.  —  2.  Introduction  de  six  quan- 
rdonnées  aux  éléments.  —  3.  Inversion  de  l'algorithme, 
stèmes  de  variables  qui  sont  en  connexion  avec  les  élé- 

les  quantités  transformées.  Variables  coordonnées  de  pre- 
pèce.  —  5.  Variables  coordonnées  de  seconde  espèce.  Rela- 
ladratique  de  Goepel.  —  6.  Expression  des  seize  variables 
variables  indépendantes.  —  7.  Seize  agrégats  linéaires  com- 
s  variables  x,  j^,  r,  iv.  Connexion  entre  les  signes  de  ces 
<  Représentation  d'une  surface  kummérienne  biquadra- 
seize  points  nodaux  au  moyen  de  la  relation  de  Goepel. 
laractère  invariantif  de  la  fonction  biquadratique  de 
—  9.  Les  parties  centrales  de  deux  surfaces  kununé- 
dépendant  l'une  de  l'autre  par  transformation  se  cor- 
mt  mutuellement.  —  10.  Formation  d'une  différentielle 
hange,  à  l'occasion  de  la  transformation,  en  elle-même, 
on  faite  du  facteur  numérique -J- .  —  11.  Intégrale  double 
sur  la  partie  centrale  de  la  surface  kummérienne  qui 
a  détermination  du  moyen  arithmético-géomé trique. 

E.  L. 


MPAGNI.  —  Deux  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagramgb» 
9  la  BibliotLèque  royale  de  Berlin  (collection  Meusebach,  portefeuille 
t  collection  Radowitz,  n*  4952).  Berlin,  imprimerie  de  Gustav  Schade 
-ancke),  1878.  —  Reproduction  photographique,  six  feuillets  non  nu- 


QOUYellc  publication  de  M.  le  prince  Boncompagni  se  dls- 
i  son  ainée  par  l'intérêt  anccdotique  et  littéraire. 
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U  est  curieux  de  voir  Lagrange  s'adonner  à  rilistoireet  lir 
intérêt  Touvragc  de  Denina  sur  le  Piémont,  de  l'entendre  dem 
Y  Histoire  des  Mathématiques  de  Kacstncr,  et  porter  sur  h 
de  Montucla  un  jugement  qui  est  ratifié  par  la  postérité  p 
dernier  Volume  (*),  mais  qui  est  beaucoup  trop  flatteur  po 
premiers  (*). 

Il  n'est  pas  moins  intéressant  de  l'entendre  juger  un  rom 
M"*  de  Genlis  (')  et  d'apprendre  ses  relations  avec  le  m; 
Luccbesini,  ministre  plénipotentiaire  de  Prusse,  et  avec  le 
niste  Thouin. 

La  première  des  deux  Lettres  est  datée  de  ce  Paris,  le  25  n 
an  IX,  »  c'est-à-dire  du  i5  janvier  1801.  Une  Note  autog 
d'Alexandre  de  Humboldt  nous  apprend  que  la  seconde  a  été 
de  Berlin  à  Laplace.  Celle-ci  ne  porte  pas  de  date  et  celle- 
d'adrcsse. 

Mais  ou  remarque  bien  vite  que  la  première  est  écrite 
Iiomme  peu  considérable.  Lagrange  ne  signe  que  par  les  in 
L.  G.,  et  les  téuioignages  de  politesse  ne  sont  pas  sans  froidci 
Après  avoir  fait  part  à  son  correspondant  des  remercime 
sa  femme:  «  Elle  a  voulu,  »  écrit-il,  a  profiter  d'un  envoi  que 
avait  à  vous  faire  pour  envoyer  à  son  tour  une  bagatelle  à  IV 
la  Garde.  »  Cette  Lettre  doit  avoir  été  adressée  à  M.  de  la( 
l'éditeur  de  Mères  rii^ales  et  de  la  traduction  allemande  de 
toire  du  Piémont. 

U  n'est  pas  très  difficile  non  plus  de  dater  la  seconde,  au 
d'une  façon  approximative.  Lagrange  remercie  Laplace  de  so 
vail  sur  les  approximations,  dont  la  première  Partie  parut  eu 
la  suite  en  1809  (^).  Or  il  s'agit  de  la  première,  puisque  La| 

(*)  «  Je  crois  que  la  matière  était  au-dessus  des  forces  de  Tauteur  :  je  pai 
partie  qui  traite  du  progrès  des  Mathématiques  dans  le  siècle  qui  Yicnt  de  s'éc 

(*)  «  Car,  pour  la  partie  déjà  connue,  il  me  semble  qu'elle  laisse  bien  pe 
sirer.  » 

(')  «  Cestf  en  effet,  une  des  meilleures  productions  de  M"*  de  Genlis.  » 
noccbi  pense  qu'il  s'agit  des  àfères  rivales,  qui  parurent  en  1800,  à  Berlin,  cb 
Garde.  {Intorno  a  due  Lettere  del  Lagrange  pubblicate  da  B.  Boneompa-gni, 

(*)  «  J'ai  reçu,  mon  cher  correspondant....  Je  tous  offre  de  mon  côté 
mage  sincère  des  sentiments  par  lesquels  je  yous  suis  attaché  ainsi  que  le  * 
trouver  des  occasions  de  yous  en  donner  des  preuves.  » 

(•)  Histoire  de  V Académie  rojrale  des  Sciences,  année  1782;  Mémoires  de  V, 
1809. 
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éuit  alors  à  Berlin.  D'au  Ire  part,  Lagrangc  fail  hommage  de  la 
seconde  Partie  d'un  travail  dont  la  première  avait  été  déjà  oflerte 
àLaplace.  M.  le  prince  Boncompagnî  croit  qu'il  est  fait  allusion  à 
la  Théorie  des  'variations  séculaires  des  éléments  des  planètes, 
dont  la  première  Partie  fut  publiée  dans  les  Nouveaux  Mémoires 
de  l'Académie  royale  des  Sciences,  année  1781  (Berlin,  ijSS), 
ella  seconde  dans  la  même  collection,  année  1782  (Berlin,  1784). 
Nous  pouvons  donc  placer  cette  seconde  Lettre  dans  l'année  1784- 
Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  ces  pièces,  qui,  pour 
être  analysées  complètement,  devraient  être  reproduites  en  en- 
tier. 

Les  amis  de  l'histoire  des  Sciences  sauront  gré  à  l'éditeur  du 
libéral  présent  qu'il  vient  de  leur  faire,  et  ils  souhaiteront  de  voir 
démultiplier  ces  reproductions  héliographiques  qui,  à  l'avantage 
de  rendre  impossibles  les  méprises  de  lecture,  joignent  le  rare  mé- 
rite de  la  couleur  locale.  C.  Henry. 


MÉLANGES. 

BtrERMIlfàTIOlf  DE  LA  VALEUR-LIMITE  D'UNE  INTÉGRALE  QUI  SE  PRÉ- 
SENTE DANS  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES  ; 

Pab  m.  p.  du  BOIS-REYMOND. 

Etablir  la  limite  de 

(,)  j=    /•"         (.-^']/-(9)./9 

Jq      I  —  2 f  cos [0  —  a j  -t-  «^ 

*iuand  t  s'approche  de  l'unité. 

l. 

Supposons 

i>e>o     et     2Tr>a>o. 
^commence  par  partager  l'intégrale  J  en  deux  autres,  de  o  à  a 
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et  de  a  à  2?:,  ce  qui  donne,  après  un  changement  de  variables, 


Jo      I  — 2.cosO-hc«  Jo 


I  —  aecosd  -he* 


En  écrivant  ç(0)  au  lîeu  de  ^{a — 6)  ouy(a-+-6),  on  voit 
que  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (2)  ont  la  forme 
commune 

(3)  y=    /     -^^ -^-^ — i'         27r><7>>o), 

qu'il  faut  discuter. 

IL 
Considérons  en  premier  lieu  l'intégrale  plus  simple 

On  sait  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(i  —  c'isinrtr 
arc  tang  -, — >— -  \ — 5 

mais  cet  arc  tang  a  l'inconvénient  de  n^ètre  pas  renfermé  entre  —  - 

et  H — •  Pour  le  rendre  tel,  il  faut  lui  ajouter  tt,  comme  je  l'ai 

montré  dans  les  annales  de  Leipzig,  t.  Vil,  p.  aSj.  Toujours  est- 
il  que  cette  forme  de  l'intégrale  (4)  ^^  prête  moins  aisément  à  la 
recherche  qui  nous  occupe,  qu'une  autre  transformation  que  je 
vais  indiquer. 
Dans 


(5)  (y)  =  (._o£^^^^:^ 

on  introduit  -  au  lieu  de  6,  ce  qui  donne 


ces  9 


(6) 


dtang- 

? 

(i  — f)*-4-(i4-f)*tang« 


6 

2 


1 
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0  t  ^—  c 

/  Maintenant^  en  faisant  tan^;-  =  t    —  i  la  difTérentielle  de  Tiii- 

tégrale  prcud  la  forme  canonique ;  mais  il  est  indispensable 

de  traiter  séparément  les  cas  «  £  tt  et  a'^i:. 
Supposons  d'abord  af^z.  On  trouve 

~.tanc7 

I  ~ 


J  o 


Pour  r/  ^  t:,  ou  a 


4. ;y, =  (,-.» 


/       (,_,;«  +  (, +  ,)«tang-  V*^"        *^"     / 


On  peut  se  servir  de  la  substitution  tang  -  =  t dans  les 


a 


2 


deux  intégrales  du  second  membre,  en  songeant  que  tang  -  est 
négative,  de  sorte  que  (7)  devient,  dans  ce  cas, 

i-4-t .  n 
taiif»- 


!»i  5W  =  X"t^-/_ 


I-4-t 

laiiR- 


00  *-»-- 


.2 


A  présent  (7)  est  ramené,  dans  les  deux  cas  /z  ^tt,  a  ^  7;,  à  des 
formes  qui  permettent  d'en  établir  sur-le-champ  la  limite  pour  e 

i     s  approchant  de  l'unité.  Si,  dans  les  équations  (  7  )  et  (  8 ), con- 

d  arc  tangr, 

^t  la  seconde  intégrale  dans  (8)  tend  vers  zéro,  à  cause  de  tang- 
négative. 

III. 

licprenons  maintenant  la  formule  générale  (3)  : 

J^    I  — 2ccosO-hi»        \       ^     ^     . 
Bull,  des  Sciences  mmthém,,  J*  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  ^4 
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La  substitution  tang  -  =  t l'aurait  transformée,  pour  /i^t 


(9)  iy=.[  ç,[.arcung(.i^)]- 


-2 


J 


et,  pour  ^  }>  TT,  en 


|^-'-X*'H''"4^^')]v^' 


(•o)  ,  ^^..„,. 


I-+-»  .         rt 


£  ,[aa.cta„g(cl±i)]-^^ 


4-    ^ 

00 


Pour  simplifier,  faisons 


I  —  «  a  .  /    s  - 

-  r^  y,      tang- =  A,     ^[2arc  tangfjr]  jrzzr-^i  X  . 


Les  formules  (9)  et  (10)  deviennent  ainsi 


t/o  1  -t-  • 


(9-i     3>=      •Hy^)^-.-i'    (A>o\ 


(>o-)    5>=^*My-)7^+jr^'K7^)7^'    (A<oV 


1  —  g 


Quant  à  y  = »  on  a  o  <^7,  et,  pour  lime  =  i,  Ihny  =  o. 

Cherchons  d'abord  la  limite  de  j  dans  (9a).  Nous  partageo 
cette  intégrale  en  deux  autres  : 

La  fonction  ^{x)  est  supposée  finie  entre  les  limites  des  inl 
grales  (9a)  et  (io«),  c'est-à-dire  que  cp(6)=  ^{x)  est  finie  ent 
les  limites  o^6<i^7t.  Déplus,  ^{x)  est  supposée  intégrable.  Ce 


[ualion  (i  i)  devient 

A 

^  y  rzz  •]»  i  7 r, )   1     <^/arctangT-h  ^(yr,)   I    </arctangT, 

J  O  V  C 

1  O  ^  rj  ^  r  5  ''i  £  —  )  • 

Pour  trouver  la  limite  de  y,  y  tendant  vers  zéro,  nous  suppose- 
is  c  croissant  au  delà  de  toute  limite  pendant  que  y  décroît,  mais 
Ls  cette  condition,  que  le  produit  yc  converge  en  même  temps 

s  zéro,  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  Ton  fait  c  =  y  '.  Evi- 
oment  on  aura 

liiii^y  =  -lim-;»(/Cj)-t-o.  Hiii-^(7Cj), 

si  Ton  suppose  finalement  encore  que  lim^((^),  (o  <^  J), 
ir  9  =  o,  est  une  quantité  déterminée,  quelle  que  soit  la  nature 
la  quantité  évanouissante  d,  on  trouve 

liniy:=7rlim-;*(d'),      (J>o). 

[j*équation  (lOa)  donne  la  même  limite  dey;  car,  en  opérant  sur 
yremière  intégrale  de  son  second  membre  comme  nous  venons 
le  faire  sur  l'intégrale  ^  /  de  l'équation  (p»),  on  voit  immé- 
tement  que  sa  limite  est  7rlimv{/(d).  La  seconde  intégrale,  mise 
s  la  forme 
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1  oui  c<'ci  aboutit  donc  au  théorème  : 
Soit  donnée  V intègralf* 


=    /      —L ;'         2ir>ri>Oi, 


c<w6  H-  I* 

la  Jonction  y(0)  étant  assujettie  aux  conditions  d'être  intégrable 
dans  V intervalle  o^O^aff,  et  d'av^oir  une  limite  déterminée 
limcf(J)  pour  5^o,  d  s' approchant  d'une  manière  quelconque 
de  zéro.  Si  dans  l'intégrale  j  la  quantité  e,  supposée  <^  i,  tend 
vers  l'unité,  j  tend  vers  ir  limy(d). 

IV. 

Après  avoir  établi  la  limite  de  y,  celle  de  l'intégrale  J,  qui  est 
l'objet  de  cette  analyse,  n'ort're  plus  aucune  difficulté. 
!Nous  avons  en  eflet,  formule  (2), 


""Jo        I  — 2.-COS6-+-Î*  X 


l  —  2£COS^-+-  0  i* 


Eu  faisant  tour  à  tour  f[a -\'0)  =  '^(0)^f{x — 5';  =  ^iô),  nous 
trouvons  pour  a,  contenu  entre  o  et  27:, 

(i4)  Hm  J  =  îT[lim/- «  —  (?)  -h  lim/[a  -f-  J  ], 

sous  riiypothèse  du  théorème  que  je  viens  d'énoncer,  quey(x) 
est  intégrable  dans  l'intervalle  o£j:£ 2 tt,  et  que  limy(a  —  0), 
limy(a  +  $)  sont  des  valeurs  déterminées,  indépendantes  de  U 
manière  dont  â  s'évanouit. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  a  dilTérent  de  zéro  et  de  27:. 
Pour  achever  notre  tâche,  il  reste  à  trouver  la  limite  de  J  pour  a  =  o, 
0e  =  27r  et  a  en  dehors  de  l'intervalle  o. .  •  27:. 

Pour  a  =  o  on  fait 

La  première  intégrale  à  droite  donne,  d'après  ce  qui  précède^ 
TT  limy*(^)  pour  limite.  Dans  la  seconde  intégrale,  on  pose 
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ce  qui  h  transforme  en  celle-cî, 


(l-.')/(a,r-9,),/9, 


— -. » 


I  —  2«CM)SÔi-}-  1' 

dont  Ja  limite  est  7:  limy( a::  —  $). 

Donc  on  a^  pour  a  =  o, 
[l5]  lira J  =  7r[liin/((î)  4-  lilil/(27r  -  J) ]. 

Pour  a  =  an,  J  ne  change  pas,  de  sorte  qu'on  obtient  la  même 
valeur  de  lim  J. 

Quant  aux  valeurs  de  a  en  dehors  de  l'inten^alle  o.  •  •  ar,  elles 
résultent  de  la  périodicité  de  la  fonction  limJ  =  F(a). 

Le  i*ésultat  de  notre  recherche  par  rapport  a  cette  fonction  peut 
\onc  s'énoncer  ainsi  : 

La  fonction 

limJ  =  F(a]r=:-hm  I       ^ ,  ^    \ ; 

^       Jo      I  — accos(ô  —  «)-}-«* 

t,  paur  les  fonctions  f{6)  qui  n'ont  un  nombre  infini  ni  de 
ajcintn  fit  mininia  ni  de  discontinuités,  identiquement  la  même 
te  celle-ci 

Fj    «  :  =  -    /      /(  ii)fiu  ■+-  cfïs  al       /(  «  )  cos  udu  -h*  . . 

7Tt 


J/»27r 
/[«)  slnudu  -h.  .  .  . 
o 


Une  première  dilférence  entre  les  deux  représentations  F(«)  et 

¥|(a)  s'accuse  quand  on  les  applique  à  des  fonctions  possédant 

uu  nombre  infini   de  maxima  et  miuiraa.  Alors  on  trouverait 

i\\ie  la  première  est  bien  plus  générale  que  la  seconde,  qui  se 

m    refuse  déjà  à  représenter  certaines  fonctions  continues,  tandis 

I    l«e /a  première  n'exige  que  l'intégrabilité  de  f[x)^  et  donne 

F  '(«j^  TT  [lim/(a  H- ^)-H  limyi[a  —  J)]  partout  uii  ces  limites 


p-ritt . 
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V. 

Une  autre  dillerciice  peut  être  constatée  si  Ton  ne  cherche  pas 
seulement  les  valeurs  lim^-,  J(a)  pour  des  a  fixes,  mais  plus  gé- 
néralement toutes  les  valeurs  lim,  =  ,  ^-^  J(«,  a-^  6)  pour  des  rela- 
tions quelconques  entre  i  —  c  et  J. 

Le  prohlème  d'établir  dans  sa  conception  la  plus  générale  la 
limite  d'une  expression  analytique  ne  saurait  être  considéré  comme* 
entièrement  résolu  si  sa  limite  mixte,  comme  on  peut  nommer 
des  limites  telles  que  lîm,_,j_o  J  (e,« -h  5),  n'est  déterminée 
aussi.  Ce  problème  des  limites  mixtes  peut  présenter  des  difficultés 
très-sérieuses;  mais,  pour  des  cas  analogues  à  celui  que  nous  trai- 
tons ici,  on  en  trouve  facilement  la  solution  au  moyen  d'une  pro- 
position que  j'ai  communiquée  dans  les  uénnales  de  Leipzig 
(t.  VU,  p.  aSi),  et  dont  voici  la  teneur  : 

Soient 

G^.  :-:  11111/,=»     1       dp^[^Jl]y 
G^  r:^  lim„=x     r     dp^[p.h), 

des  quantités  indépendantes  de  b  et  de  a»  On  aura  générale- 
ment 

en  supposant  A  <^  x  <^  B,  etf(x)  continue  entre  les  limites  A  et  B. 
Mais,  si  f[x)  prend  pour  un  point  x=^X\  deux  ^valeurs  dijffé- 
rentes  f(Xi  —  o)  et/{Xi  -h  o),  on  aura 

=/(.ri-+-o)G+-+-/(xi-o)G_ 


MÉLANGES.  {5i 

^ilon  applique  cette  formule  à  la  sérî<» 


^^n)  z=z  -   \        f[u)du 


f[u)  cos  u  f/ii  -r-  .  .  •  -h  cos  /î  a   1       /[fi)  cos  nu  du 

«/  o  «/o 

/•ai  ,  •  a  T 

-f-  sina   1       /'  H]sïnuf/ii  H-  .  .  .  -+-  sin//a   l       f  u)^\\\nuduy 


«/  o  «   o 


[;n  posaut  /î  -=  /i,  T=  a,  a:,  =  «,,  elle  devient  [jinn,  de  Leipzig, 
L.  \I1,    p.  254) 

Hm^=ac.  .=«,F|(a,//)  r=^[/(«i-|-o)-l-/(a,— o)] 

En  l'appliquant  ensuite  Ix  la  fonction 

I    C'          •  —  i'\f   0  dO 
r    ot  2    : —  —  I         ^ ^ 

'     *'  2Jq  I  —  '2«CO.S(6  —  aj-f-t 


î' 


I  7 

ft  en  posant ^  =  //,  x  =  «,  oci  =  «i,  on  trouve 


l  lim.=  ,..=«.F(a,«)= -[/(a,-|-o) +/{«,— o)] 

f         -^  [/(«i  -^  o)  — /(«i  —  o;]  Hni,^  ,^  .:^,,  arc  tang   ^-^  tang  "^  ^  ^' 


>!         ' 


Ces  deux  formules  pour  les  limites  mixtes  de  F|  (a,/?)  et  F(a,«) 
peuvent   être  comparées^    si    Ton  suppose   les    quantités  h  =  /i, 

fi  =  — ^  égales. 


1  2 

Soit,  par  exemple, 

/i  = î- 


ec  —  Ki 


» 


selon  que  a^oTi,  et  p  signifiant  une  constante  arbitraire.  Nos  deux  ' 
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roniiules  (levit'iiiicnt 


Uin;,=x.«=«.Fi(a,/i;  z=^[/(a,-+-o)  -h/(ai— o)] 


|/(«,4-o;-/[«.-o)]jr'^r/x. 


o 

7T 


lim:=,..=»,K(a,  c;  ==-[/(«, -h  o)  4-/(«,—  o)] 

—  [A «1  -*-  o )  — /(«i  —  c; ]  arc  tang p, 

et  doiiuciit  évidemment  des  valeurs   de  F  et  F|   dillërentes  entre 
elles  quand  on  assigne  des  valeurs  quelconques  à  l'arbitraire  p. 

Les  u°*  IV  et  V  de  cet  article,  notamment  les  formules  (14)7  (ï^) 
(16),  contiennent  la  solution  complète  du  problème  proposé. 


■H 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANJil,*, 

V 

lUCAULT  (Léon).  —  Recueil  de  ses  travaux  sciextiI 
dame  veuve  Foucault,  sa  mère,  mis  en  ordre  par  C.-lVfTSîlHdl^Rgénieur 
des  Ponts  et  Chaussées,  et  précédé  d'une  Notice  sur  les  Œuvres  de  L.  Fou- 
GàULT,  par  J.  Bertrand,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  i  vol. 
iii-4*,  xwiii-Sga  pages,  accompagné  d'un  atlas  de  19  PI.  —  Paris,  Gauthier- 
ViHars,  1878. 

AVERTISSEMEINT. 

Enacceptaut  la  pieuse  mission  de  présenter  au  nioude  savant  It; 
Recueil  des  Mémoires  de  Léon  Foucault,  j'avais  songé  d'abord  à  tra- 
cer le  rapide  résumé  des  ingénieuses  inventions  qui  lui  sont  dues. 
Dn  tel  travail  serait  sans  utilité  -,  la  simplicité  et  la  netteté  sont  lc> 
fftalités  dominantes  des  pages  qui  vont  suivre,  et  il  suffit  de  dire  au 
lecteur  curieux  :  Lisez  et  jugez.  Le  temps  n'est  plus  où  il  fallait, 
MNU*  défendre  le  génie  inventif  de  Léon  Foucault,  en  montrer  le 
MÎncipe  et  le  guide  dans  une  science  exacte  et  profonde  ;  au  moment 
»a  une  mort  prématurée  nous  l'a  enlevé,  il  avait,  depuis  bien  des 
cnnées  déjà,  conquis  le  rang  élevé  que  la  postérité  doit  lui  conserver. 

L'histoire  de  ses  études  est  celle  de  ses  découvertes.  11  apprenait 
ïn  inventant  et  consultait  la  Science  suivant  ses  besoins  et  dans  la 
usure  nécessaire  seulement;  bieu  souvent,  au  débutd'uncreclierch(! 
louvelle,  il  avait  recours  à  l'érudition  de  ses  amis,  et,  en  se  fai- 
lant  enseigner,  sans  aucun  embarras,  les  premiers  éléments  d'unc! 
lieoric  classique,  il  prenait  l'indication  des  Ouvrages  à  consulter. 
Quelques  mois  après,  ceux  qu'il  avait  surpris  par  l'absence  des  no- 
ions  élémentaires  dans  nos  écoles  le  retrouvaient  riche  d'une  in- 
cntion  ingénieuse  et  brillante,  prêt  n  en  discuter  les  conséquences 
t  les  principes,  aussi  bien  préparé  à  tenir  tète  aux  savants  qu'à 
dairer  les  ignorants. 

Léon  Foucault  ne  fut  élève  d'aucune  école  *,  les  études  classiques 

ïmblaient  dans  son  enfauce  trop  fatigantes  pour  son  esprit  rêveur; 

fot  un  écolier  médiocre,  et  jugea  nécessaire,  à  la  fin  de  ses  études^ 

e  se  faire  aider  par  un  répétiteur  pour  préparer  l'examen  du  bac- 

ilaaréat. 

11  commença  ses  études  en  Médecine,  mais  un  Cours  de  Micro- 
opie,  dont  il  devint  l'auditeur  assidu  et  bientôt  après  Thabile  pré- 

BtiU.  fies  Sciences  math.^  a«  M*rie,  t.  III.  (.S<»ptoml»re  1^79.)  ^-> 
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paratcur,  lui  révéla  ses  facultés  d'ex  péri  nieiitatcur.  Le  prolcsswff 
étaitlcl)*^  Donné,  qui,  sachant  apei*ccvoir  dans  ce  jeune  hommtf 
si  liabiK;  n  monter  un  appareil  un  esprit  aussi  droit  que  pénétranl, 
le  présenta,  des  Tannée  i84<>,  comme  son  successeur,  à  la  rédaction 
scientifique  du  Journal  des  Débats.  Foucault  avait  alors  26  ans. 

La  tache,  périlleuse  h  plus  d'un  titre,  exigeait  beaucoup  de 
science,  et  Foucault  se  proposait  d'en  acquérir;  beaucoup  de pni- 
dence  en  même  temps  et  de  sens  critique  :  il  y  niùla  beaucoup  de 
hardiesse.  Toujours  attentif  à  ne  pas  se  compromettre  par  des  jug^ 
ments  erronés  ou  douteux,  ses  appréciations  n*avaient  rieu  de 
banal.  Entre  tant  de  travaux,  non  moins  diilerenis  par  le  but  que 
par  la  mélliode,  il  marquait  nettement  s(;s  préférences,  non  sans 
quelque  dédain  pour  la  Science,  si  élevée  qu'elle  fut,  quand  elle  se 
déployait  sans  résultat  immédiat  et  précis. 

Malgré  Timportance  croissante  de  ses  propres  travaux,  il  n'aban- 
donna jamais  complètement  cette  tache  qu'il  aimait  et  dans  laquelle 
la  franchise  de  ses  jugements,  toujours  pleins  cependant  de  con- 
venance et  de  courtoisie,  a  éveillé  plus  d'une  rancune  et  par  li 
peut-être  retardé  ses  succès. 

Léon  Foucault,  associé  bientôt  à  un  collaborateur  digne  de  lui, 
tourna  ses  premières  recherches  vers  la  Photographie,  puis  vers  les 
questions  les  plus  élevées  de  la  théorie  de  la  lumière,  en  faisant 
faire  à  l'expérience  fondamentale  des  interférences  un  progrès 
aussi  considérable  qu'inattendu.  Cette  admirable  expérience,  si 
justement  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science,  fait  paraître,  on  k 
sait,  des  raies  complètement  obscures  «ila  rencontre  de  deux  rayons 
dont  chacun,  s'il  était  seul,  donnerait  une  lu  mi  ère  brillante  et  pure- 
L'explication  depuis  longtemps  n'est  plus  douteuse^  l'éther,  dont 
les  vibrations  propagent  la  lumière,  est  excité  en  sens  opposé  H 
j)oint  de  rcn(!ontre  des  deux  rayons  qui  se  contrarient  et  se  dëtnri- 
sent;  il  sullit  pour  cela  que  la  diilérence  des  chemins  parconns 
d(*puis  la  source  commune  corresponde  à  une  didërence  de  phase. 
Dans  les  expériences  antérieures  de  Fresnel  et  de  Thomas  Yonngi 
celte  diilérence  de  marche  correspondait  à  un  petit  nombre  de  lon- 
gueurs d'onde  ^  iVIM.  Fizeau  et  Foucault,  par  une  disposition ing^ 
nieuse  et  simple,  l'ont  portée  jusqu'à  8000  longueurs  d'onde, 
en  ajoutant  une  preuve  nouvelle  et  brillante  à  la  parfaite  précisior 
de  la  théorie.  Arago,  si  bon  juge  de  ers  matières,  et  glorieusemcn 
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■éijfittî-mème  à  Thistoire  de  ces  mémorables  découvertes,  fit  à  cet 
l^iBt  travail  le  plus  chaleureux  accueil  et  commença  à  espérer 
leFresnel  aurait  des  successeurs. 

UM.  Fizeau  et  Foucault  étaient  trop  ingénieux  Tun  et  Tautre  à 
enter  Je  belles  expériences,  trop  habiles  en  même  temps  à  les 
tser,  pour  avoir  besoin  d'aide  et  d'appui.  Leur  collaboration, 
ique  très  fructueuse  pour  leur  commune  renommée,  dut  cesser 
nuUuit  le  jotir  où  chacun  d'eux,  en  pressentant  des  découvertes 
remier  ordre  et  se  sentant  la  force  de  les  réaliser  seul,  voulut 
réserver  la  gloire  tout  entière.  Leur  séparation,  en  effet,  fut 
ie,  pour  tous  deux,  d'expériences  aussi  brillantes  que  neuves 
.  le  retentissement  fut  immense.  Je  n'ai  pas  à  faire  connaitriï 
»  admirables  travaux  de  M.  Fizeau  ;  il  est  moins  nécessaire 
»re  d'analyser  en  tête  de  ce  Volume,  où  elles  sont  si  bien  expo- 
,  les  découvertes  presque  simultanées  de  Foucault,  dirigées 
t6t  vers  des  régions  entièrement  diilërentes  ;  on  me  pardonnera 
ndant  de  reproduire  ici  une  Notice  écrite  en  1864  dans  le  but 
-bautement  proclamé  d'aider  Léon  Foucault  dans  une  candi- 
ire  académique.  Le  jugement  que  j'y  porte,  relu  après  quatorze 
me  semble  strictement  équitable^  mon  amitié  n'a  rien  exagéré  : 
n  ratifié,  j'en  ai  le  ferme  espoir,  par  le  suffrage,  aujourd'hui 
artial,  de  tous  les  juges  compétents.  Je  ne  veux  Vien  changer  à 
pages,  qui  ont  procuré  à  Foucault,  je  suis  heureux  de  citer  sas 
près  expressions,  une  des  joies  de  sa  vie. 

lette  joie,  hélas!  fut  une  des  dernières.  Lorsque  tout  semblait 
ioarire  et  que,  compté  parmi  les  maîtres  de  la  Science,  il  éprou- 
.  et  retrempait  êes  forces  dans  une  lutte,  toujours  heureuse, 
e  les  difficultés  pratiques  des  problèmes  industriels,  quelques 
n  après  le  succès  d'une  expérience  décisive,  il  tombait  terrassé 
un  mal  sans  espoir.  Un  voile  chaque  jour  plu»  épais  enveloppait 
pensée,  intacte  jusqu'au  dernier  jour,  en  l'obscurcissant  san.^v 
dndre  et  l'isolant  sans  l'affaiblir  ^  quand  elle  perçait  le  nuago 
i l'entourait,  la  mémoire  des  mots  lui  manquait»  Tout  eu  lui  était 
ppé  à  la  fois  ;  sa  vue  rapidement  affaiblie  lui  permettait  à  peine 
reconnaitre  les  amis  qu'il  invitait  encore  à  venir  causer  devant 
m  Je  comprends  tout  »,  disait«il  avec  eflbrt  ^  et,  par  uu  geste 
•sprré,  il  marquait  à  la  fois  la  fermeté  de  sa  pensée,  Tinipossi- 
é  de  l'exprimer  et  la  triste  c<Tliludc  d'une  fin  prochaine.   Il 


?fj. 


(*)  Jean-Rcrnard-Léon  Foucault  naquit  h  Pkrit  le  19  aopteinbre  1819; 
d'un  libraire  que  d'intéressantes  publications  sur  l'histoire  de  France  on 
naître.  Sa  vie  ne  présente  d'autres  é?énerocnts  à  rapporter  que  les  décourc 
faites;  quelques  dates  suffiront  pour  compléter  tous  les  renseignementa  qui  p 
intéressants  pour  la  postérité  et  qui  n'ont  pas  été  consignés  dans  la  Notice  | 

Apres  avoir  passé  sa  thèse  de  docteur  es  sciences  physiques,  sur  la  détern 
la  vitesse  de  la  lumière,  en  iSj.1,  L.  Foucault  fut  nommé  physicien  à  1*0 
on  i85|  :  cette  place  fut  créée  pour  lui  d'après  les  idées  de  l'empereur  Pia 
Kn  18G2,  il  devint  membre  du  Bureau  des  Longitudes. 

Il  avait  reçu  la  croix  de  la  Légion  d'honneur  après  l'expérience  du  pcn 
et  il  était  nommé  officier  en  18G:). 

En  1857,  il  se  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  et  il  obtenait  assez  d 
qu'il  y  eût  ballottage  :  il  échouait  cependant.  Il  l'emportait,  en  revanche 
lutte  qui  se  traduisit  par  trois  scrutins  successifs,  lorsqu'il  posa  ta  candi 
seconde  fois  en  i8GJ  :  il  succédait  à  Clapeyron. 

Il  était  membre  correspondant  de  la  Société  Royale  de  Londres,  qui  lui  < 
i855,  une  des  plus  hautes  récompenses  qu'un  savant  puisse  ambitionner 
médaille  d'or  de  Copley.  Les  Académies  do  Berlin,  de  Saint-Pétersbourg  et 
des  corps  savants  de  l'étranger  l'appelèrent  successivement  dans  leur  seii 

En  1867,  l'installation  de  son  dernier  modèle  de  régulateur  à  l'Expositi 
selle  l'avait  vivement  préoccupé,  par  suite  des  difficultés  exceptionnelles 
lencontrées  dans  la  nature  des  machines  dont  il  s'i^rissait  do  régler  la  m 
roochine  à  tisser  et  une  machine  à  travailler  le  bois.  Les  opérations  du  ji 
compenses,  dont  il  faisait  partie,  avaient  également  contribué  à  le  fatiguer.  1 
maladie  vint  le  frapper  dans  le  courant  du  mois  de  juillet  :  la  paralysie  se 
d'abord  par  un  léger  engourdissement  de  la  main.  11  ne  se  fit  pas  lllusii 
état  et,  dès  les  premiers  symptômes,  comprit  qu'il  était  perdu.  Peu  à  pei 
hVmbarrassa,  la  vue  fut  atteinte,  et  après  sept  mois  d'un  long  martyre  il 
1 1  février  18G8. 

Après  sa  mort,  une  Commission,  composée  de  MM.  Rolland,  directeur  | 
manufactures  de  l'État,  J.  Regnault,  directeur  do  la  Pharmacie  centrale,  p 
la  Faculté  de  Médecine;  Wolf,  astronome  à  l'Observatoire  impérial,  A 
docteur  es  sciences:  Lissajous,  professeur  au  Lycée  3aint-Louis,  fut  charg 
partir  la  publication  des  OEuvres  de  L.  Foucault,  par  les  ordres  de  Vem\ 
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Des  progrès  de  la  Mécanique  (•). 
M.  LÉON  FOUCAULT. 

ingile  a  dit  :  (c  Celui  qui  croit  ne  sera  pas  jugé.  »  Les  savants 
l  s'inspirer  de  cette  maxime  et  dire  à  leur  tour  :  Celui  qui 
e  sera  pas  jugé.  Toute  méthode  qui  fait  trouver  doit  être 
i;  avec  reconnaissance,  et  quiconque  apporte  une  vérité 
doit  toujours  être  bien  reçu.  Les  voies  de  la  Science  sont 
et  le  plus  grand  préjudice  que  Ton  puisse  lui  porter  est 
icrire  quelques-unes  en  décourageant  par  un  injuste  dédain 
les  suivent  ou  les  développent.  Plus  large  et  plus  féconde 
/oie  dans  laquelle  un  grand  homme  aura  engagé  ses  con- 
ns  ou  la  postérité,  plus  méritants  et  plus  utiles  seront  sou- 
esprits  rebelles  qui,  refusant  le  joug,  persisteront  dans  les 
aétliodes  ou  sauront  s'en  créer  de  nouvelles, 
puissants  génies  ont,  ci  des  époques  différentes,  changé  la 
i  Géométrie  et  celle  de  la  Mécanique.  Descartes  et  Lagrange, 
iècles  d'intervalle,  ont  créé,  Tun  la  Géométrie  analytique, 
i  Mécanique  analytique;  ils  ont  montré  comment  le  Calcul 
leet  l'Analyse  infinitésimale  embrassent  dans  leurs  combi- 
a  solution  de  tous  les  problèmes  de  Géométrie  et  de  Méca- 
ins  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  aux  raisonnements  faits 
jure  ou  inspirés  par  l'étude  profonde  des  mécanismes, 
t  on  peut  espérer  d'obtenir  la  proportion  des  figures  et  des 
ents  au  moyen  de  règles  uniformes  qui  remplaceraient  le 
géomètre  par  la  patience  du  calculateur. 
icanique  a  été  renfermée  dans  une  seule  formule,  mais  il 
île  de  l'en  faire  sortir  :  cette  haute  vérité,  qui  contient 
s  autres,  ne  les  montre  facilement  que  lorsqu'on  les  con- 
avancc.  La  raison  soumise,  avant  d*ètre  éclairée,  y  trouve 
tla  vue  distincte  de  chaque  résultat  particulier,  et  ce  n'est 
là  que  ceux  qui  ne  voient  pas  commenceront  à  voir.  Parce 
range  s'est  élevé,  par  un  admirable  efibrt  de  génie,  jusqu^à 
ede  toutes  les  vérités  de  la  Science,  n'a-t-on  plus  qu'à  se 
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conlier  au  courant  en  abandonnant  le  gouvernail  pour  se  Isûss^ 
doucement  et  paisiblement  descendre?  Ce  n'est  pas  ainsi  qu'ill^ 
faut  entendre.  Le  fleuve  n'est  pas  navigable,  et  il  n'est  pas  donné  i 
tous  de  le  parcourir  sans  rencontrer  bien  des  écueils.  En  présence 
de  cette  formule  maîtresse  qui  contient  tout,  il  reste  beaucoup* 
chercher,  et  pour  la  transformer  en  vérités  sensibles  il  faut  être 
doué  d'un  génie  spécial,  qui  n'est  à  proprement  parler  ni  celui  de 
la  Mécanique  ni  relui  de  la  Géométrie. 

Lors  même  que  les  géomètres,  réussissant  dans  cette  grande  en- 
treprise, atteindraient  le  but  vers  lequel,  depuis  plus  d*un  demi- 
siècle,  ils  s'avancent  incessamment,  et  qui  dépasse  peut-être  la 
portée  de  l'esprit  humain,  la  Mécanique  ne  serait  pas  absorbée  par 
l'Analyse^  les  deux  sciences,  unies  dini  lien  de  plus  en  plus  étroit, 
n'en  resteraient  pas  moins  distinctes  et  grandiraient  l'une  par  l'autre 
en  se  prêtant  un  mutuel  secours.  La  perfection  des  méthodes,  pis 
plus  là  qu'ailleurs,  ne  pourra  jamais  suppléera  la  puissance  da 
talent,  et  les  grands  génies,  quoi  qu'il  arrive,  conserveront  la  poi' 
sibilité  de  faire  de  grandes  découvertes. 

«  Toutes  les  grandes  choses  ont  leur  excès  »,  a  dit  un  illustre 
écrivain  -,  cela  est  vrai,  même  dans  la  Science.  Quoique  l'on  nesdl 
jamais  allé  jusqu'à  rejeter  l'étude  directe  des  questions  parlicu- 
Hères,  on  s'est  trop  souvent  élevé  au-dessus  d'elles  \  les  belles  ^l^ 
tliodes générales  de  la  Mécanique  analytique  ont  été,  pendant  qud- 
que  temps,  suivies  d'une  manière  trop  exclusive,  et,  en  s'attachant  à 
montrer  ce  que  les  divers  problèmes  ont  d'identique,  on  s'est  exposé 
à  perdre  de  vue  ce  qui  les  distingue  les  uns  des  autres.  Les  géo- 
mètres purs,  en  embrassant  avec  une  savante  monotonie  Tinfiiiie 
variété  des  détails  connus  dans  l'application  des  formules,  en  van* 
tant  l'élégance  et  l'uniformité  de  leurs  méthodes,  en  y  pliant  pcaî 
peu  l'enseignement  tout  entier  de  la  Science  dans  tous  les  pays,  ont 
acquis  à  leurs  procédés  préférés  une  autorité,  je  dirai  presque  noc 
tyrannie,  sous  laquelle  les  méthodes  opposées,  plongées  dans  Q^ 
•sommeil  que  nul  ne  troublait  plus,  semblaient  mourir  faute  d'alî' 
ments. 

On  raconte  que,  il  y  a  une  trentaine  d'années  à  peine,  un  profes^ 
seur,  curieux  des  vieilles  traditions,  avait  eu  recours  aux  méthodes 
flu  géomètre  grec  Apollonius  pour  démon ti*er  par  la  Géomélri< 
pure  h's  propriétés  principales  des  sections  coniques^  ses  éièvea 
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r      iriiioiff  déjà  dâDS  la  ScieDce,  mais  habitués  à  rattacher  toutes  leurs 
;     nekerches  à  la  méthode  de  Descartes,  exclusivement  suivie  jusque- 
^.  iffurtnl  charmés  de  rélégaiice  de  ces  idées  nouvelles  à  leurs  yeux 
ddela  facilité  inattendue  avec  laquelle,  disaient-ils,  l'application 
;    it  Yj^lgèbre  à  la  Géométrie  pouvait  se  traiter  sans  Algèbre, 
Trois  hommes  supérieurs  ont  réagi,   surtout  à  notre  époque, 
ttDtre  cette  exagération  d'une  idée  grande  et  féconde  et  contre 
*f<handoQ  des  procédés  les  plus  fins  et  les  plus  brillants  de  Tesprit 
kmain  :  M.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectii^es, 
ce  M.  Chasles,  dans  ses  nombreux  et  admirables  écrits,  ont  gagné, 
mifemblablement  pour  toujours ,  la  cause  des  méthodes  qui  les  ont 
cmdiiits  51  haut,  tandis  que  M.  Poinsot,  dans  une  série  de  Mémoires 
'fd  resteront  d'impérissables  modèles  d'élégance  et  de  profondeur, 
MMitrait  que,  dans  la  Mécanique,  rien  ne  dispense  de  considérer 
la  choses  en  elles-mêmes,  sans  jamais  les  perdre  de  vue  dans  le 
cours  du  raisonnement.  L'étude  des  beaux  travaux  que  je  viens  de 
citer  serait  intéressante  et  instructive  à  plus  d'un  titre  ^  mais  chaque 
jour  voit  augmenter  le  nombre  des  lecteurs  sérieux  qui  les  consi- 
dèrent à  bon  droit  comme  classiques,  et  celui  qui  voudrait  aujour- 
d'hui chercher  à  les  défendre  contre  une  appréciation  inintelligente 
et  injuste  arriverait  une  trentaine  d'années  trop  tard.  Les  chefs- 
d*ceavre  sont  peu  a  peu,  quoi  qu'on  fasse,  acceptés  comme  ils  doi- 
vent Tétre^  ils  ne  changent  pas  toujours  les  esprits,  mais  ils  s'im- 
posent k  leur  attention.  Mul  n'oserait,  par  exemple,  aujourd'hui 
contester  l'importance  et  la  hauteur  des  travaux  mécaniques  de 
Voînsot;  il  semble  évident  déjà  que  la  postérité  doit  placer  l'illustre 
Mlear  de  la  Statiijue  bien  au-dessus  des  contemporains,  jadis  plus 
eâèbres,  qui  l'ont  si  longtemps  méconnu.  Poisson  disait,  au  sein 
aème,  je  crois,  du  Bureau  des  Longitudes  :  «  Si  Poinsot  se  présen- 
/    Uùii  TEcole  Polytechnique,  ma  conscience  ne  me  permettrait  pas 
r    de  ly  admettre.  »  La  Section  de  Géométrie,  en  i8i3,  était  moins 
Ç    lérère  dans  son  jugement  et  consentait  à   l'inscrire  au  troisième 
nng  sur  la  liste  des  candidats  h  la  succession  de  Lagrangc  :.  l'Aca- 
<lémielc  nomma  et  fit  bien.  Une  exposition  dç  l'ensemble  de  ses 
(niîaux  et  des  idées  neuves  qu*il  a  apportées  dans  la  Science  aurait 
àé  alors  une  œuvre  utile  et  méritante;  sans  avoir  aujourd'hui  la 
flième  raison  d'à-propos,  elle  offrirait  encore  un  intérêt  sérieux. 
Les  travaux  que  je  veux  signaler  aujourd'hui  sont  dus  à  un  esprit 
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tin  êl  clélical  dont  Tanalogie  avec  celui  de  Poinsot  iii*a  soufoi 
frappé.  Les  voies  qu'ils  suivent  sont  très-diflerentes  :  la  science  le 
Tun  tend  à  la  pratique,  celle  de  l'autre  à  la  contemplation*,  m»  '' 
ils  ont  tous  deux  le  même  sentiment  profond  de  la  réalité;  ils  lé-  ' 
moignent  pour  les  routes  battues  le  même  éloignement,  ponlR 
parfois  jusqu'à  l'injustice;  il  considèrent  tous  deux^  avec  undéduB 
que  je  ne  partage  pas,  les  travaux  estimables  qui,  de  près  oodeloii, 
ressemblent  au  devoir  d'un  bon  écolier,  et,  pour  ajouter  enfin  n 
dernier  trait  qui  leur  est  commun,  tout  ce  qui  dans  la  Science  m  ; 
leur  semble  pas  clair  n'existe  pas  à  leurs  yeux.  M.  Léon  Foucaultie 
sent  capable  d'inventer;  absorbé  par  l'exploitation  de  ses  idées, 
qu'il  creuse  consciencieusement,  sans  se  décourager  jamais,  il  lè- 
se croit  pas  toujours  le  temps  d'amasser  des  vérités  dont  Vus$gÊ 
semble  encore  lointain,  et,  pour  combler  les  lacunes  d'une  iustnr* 
tion  mathématique  très-solide,  mais  peu  étendue,  il  attend  systé- 
matiquement que  le  besoin  s'en  fasse  impérieusement  sentir. 

On  lit  dans  Galilée  un  passage  très-curieux  où,  après  aroir 
énoncé  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  déclare,  pour  tonte 
démonstration,  que  quiconque  niera  le  théorème  ou  conserven 
seulement  le  plus  léger  doute  prouvera  qu'il  ne  comprend  rien  à 
la  théorie  des  machines.  M.  Foucault  prononce  avec  la  mèmecoo- 
viction  des  anathèmes  du  même  genre  contre  ceux  qui  contestent 
l'exactitude  de  ses  conceptions;  il  va  tout  droit  où  le  conduit  sa  vue, 
et,  comme  il  est  fort  clairvoyant,  il  n'admet  pas  qu'on  le  soit  moins 
que  lui  :  ses  contradicteurs  sont  pour  lui  rebelles  à  la  vérité^etil 
les  accuse  de  nier  l'évidence.  S*il  se  trompait  souvent  ou  seulement 
c|uelquefois,  on  pourrait  lui  reprocher  l'ignorance  volontaire  des 
formes  classiques  ;  mais,  ses  assertions,  qui  ont  tant  occupé  les 
géomètres,  s'étant  toujours  trouvées  exactes,  je  vois  dans  cette  igno- 
rance même  la  preuve  d'un  mérite  original  et  très-supérieur. 

I. 

La  première  invention  mécanique  de  M.  Foucault  est  l'éclilanie 
démonstration  qu'il  a  donnée  du  mouvement  de  la  Terre,  en  le  ren- 
dant sensible  à  tous  les  yeux  au  moyen  d'un  pendule  librement 
suspendu  à  un  lil.  L'influence  que  la  rotation  de  la  Terre  derrirt 
rxercer  sur  les  phénomènes  observables  à  sa  surfare  a  été  l'une  de5 
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premières  objections  adressées  à  Copernic.  On  énuméraîl  des  cou- 
lëquences  très-dures  à  admettre,  qu'il  semblait  impossible  d'éviter 
iprès  avoir  accepté  le  principe;  mais  ses  partisans  ont  facilement 
L'ssipé  ces  vaines  et  cliimériques  préoccupations  et  fait  triompher 
a  vérité  par  des  réponses  complètement  décisives.  Ils  ont  montré 
pe,  malgré  la  rotation  de  la  Terre,  les  oiseaux  peuvent  s'élever 
m  plus  haut  des  airs  et  redescendre  tranquillement  vers  leur  nid 
«ns  que  chaque  minute  les  en  éloigne  de  plusieurs  lieues,  qu'une 
ûerre  lancée  verticalement  de  bas  en  haut  ne  doit  pas  retomber 
I  une  centaine  de  pas  vers  l'ouest,  et  qu'une  armée  peut  envoyer  des 
balles  et  des  boulets  de  canon ,  des  flèches  même  et  des  javelots 
HMitre  un  ennemi  situé  à  l'est  sans  que  la  rotation  de  la  Terre  le 
dérobe  à  ses  coups.  Galilée  a  répondu  à  ces  objections,  mais  il  a 
l^èrement  dépassé  le  but  :  suivant  lui,  tous  ces  phénomènes  sont 
absolument  illusoires,  et  le  mouvement  rapide  qui  nous  emporte 
tous  est  rigoureusement  et  mathématiquement  insensible. 

Si  la  Terre  était  entraînée  par  un  mouvement  de  translation, 
quelque  rapide  qu'on  voulut  le  supposer,  pourvu  qu'il  fût  uniforme, 
il  n'exercerait  aucune  influence,  petite  ou  grande,  sur  les  phéno- 
mènes qui  s'accomplissent  autour  de  nous*,  mais,  la  Terre  tournant 
autour  de  son  axe,  cette  rotation  doit  produire  de  petites  perturba- 
tions qui  n'ont  été  analysées  que  plus  tard  et  peu  à  peu,  et  dont 
Bt«  Foucault  a  montré  pour  la  première  fois  les  effets  avec  une 
incontestable  évidence* 

Varignon  parait  avoir  signalé  le  premier,  en  1707,  la  contradic- 
tion géométrique  des  lois  de  Galilée  sur  la  chute  des  corps  avec 
l'hypothèse  de  la  rotation  de  la  Terre  et  celle  d'une  pesanteur  con- 
iUnte;  il  se  borne  à  montrer  que  la  réunion  de  ces  trois  hypothèses 
implique  contradiction,  sans  oser  décider  celle  qui  doit  être  modifiée 
<îlsans  indiquer  même  ses  conjectures  ;  il  est  à  croire  d'ailleurs  que, 
silse  fût  prononcé,  il  n'eût  pas  bien  choisi  :  son  Ouvrage  sur  la 
ctusede  la  pesanteur  le  montre  fort  mal  préparé  à  traiter  de  telles 
questions.  On  voit  sur  le  frontispice  une  petite  vignette  fort  élégante 
représentant  deux  personuages,  un  militaire  et  un  religieux,  auprès 
uon canon  braqué  vers  le  zénith  *,  ils  regardent  en  l'air  comme  pour 
«mvrcle  boulet  qui  vient  d'être  lancé.  Sur  la  gravure  même  on  lit 
^mols:  «  Re tombera- t-il?  »  Le  religieux  est  le  célèbre  P.  Mer- 
•*^nc,ct«on  compagnon  est  M.  Petit,  intendant  des  fortifications. 
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Us  ont  répété  plusieurs  fois  cette  dangereuse  expérience,  et,  comau 
ils  ne  furent  pas  assez  adroits  pour  faire  retomber  le  boulet  sm 
leur  tète,  ils  crurent  pouvoir  en  conclure  qu'il  était  resté  en  IVir 
où  sans  doute  il  demeurerait  longtemps.  Varignon  ne  contestepasL 
fait,  mais  il  s'en  étonne  :  a  Lu  boulet  suspendu  au-dessus  de  no 
tôtes,  en  vérité,  dit-il,  cela  doit  surprendre!  »  Les  deux  expérimen 
tateurs,  s'il  est  permis  de  les  nommer  ainsi,  firent  part  à  Descarte 
de  leurs  essais  et  du  résultat  obtenu.  On  sait  que  l'intrépide  philo 
sophe  ne  demeurait  jamais  court  ^  c'était  un  oracle  toujours  pré 
qui  répondait  à  tous  et  à  tout.  Il  ne  vit  dans  le  fait  supposé  exac 
qu'une  confirmation  de  ses  subtiles  rêveries  sur  la  pesanteur.  Plu 
d'un  siècle  après,  d'AIcmbert,  qui  analysa  très- nettement  le  phé 
nomène,  calcula  la  déviation  du  boulet,  en  faisant  abstraction  dei 
résistance  de  l'air.  Ln  projectile  lancé  verticalement  de  bas  en  luu 
avec  une  vitesse  de  1800  pieds  par  seconde  doit  être  dévié  ver 
l'est  et  retomber  à  600  pieds  de  sou  point  de  départ^  et  c'est,  soi 
vant  lui,  pour  l'avoir  cherché  trop  près  que  Mersenne  et  Petit  non 
pas  retrouvé  leur  boulet.  Mais  cette  explication  n'est  pas  mèirn 
admissible  :  la  résistance  de  l'air,  négligée  par  d'Âlembert,  exero 
une  très-grande  influence.  D'après  les  calculs  de  Poisson,  une  bail 
de  fusil  lancée  avec  une  vitesse  de  4«o™  par  seconde,  qui  dansl 
vide  retomberait  à  5o™  de  son  point  d(;  départ,  ne  serait  déviée  dan 
l'air  que  de  quelques  centimètres.  L'expérience  de  Merseime  prouvi 
donc  seulement  la  difliculté  de  lancer  un  boulet  dans  une  directioi 
rigoureusement  verticale  :  une  balle  de  fusil  serait  plus  facile  i 
diriger,  mais  Terreur  de  pointage,  ajoutée  à  l'influence  des  courant 
d'air,  produirait  certainement  des  déviations  plus  considérable 
encore  que  celles  qu'il  faut  mesurer.  D'Alembert  indiqua  dansl 
même  dissertation  les  effets  du  mouvement  de  la  Terre  sur  les  pn 
jectiles  lancés  dans  une  direction  quelconque  et  sur  la  chute  verti 
cale  d'un  corps  pesant  abandonné  à  lui-même.  Laplacc  a  repris  l 
question  dans  la  Mccanit/tie  céleste,  et  trouvé  des  résultats  sem 
blables.  L'illustre  Gauss  s'en  est  également  occupé.  Poisson  enfii 
y  a  consacré  deux  longs  Mémoires,  dont  la  conclusion  générale  es 
que  les  déviations  sont  toujours  fort  petites  et  exigeraient,  pou 
être  constatées,  des  expériences  minutieuses,  presque  toutes  irréali 
sables. 

Les  plus  célèbres  et  les  plus  exactes  ont  été  faites  eu  i833,  an 
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nés  de  Freyberg,  par  M.  le  professeur  Reech.  II  laissait  iom- 
irement  un  poids  etmesurail  la  déviation  vers  Test;  la  liau- 
e  chute  était  de  i58"  :  la  moyenne  de  cent  six  expériences  a 
une  déviation  de  o"',028  environ  et  trop  faible  pour  être 
e  avec  certitude  de  toutes  les  influences  perturbatrices,  en 
|ue  l'évidence  du  résultat  n'est  pas  assez  frappante  pour  fer- 
i  bouche  aux  incrédules.  C'est  à  l'occasion  de  faits  de  ce 
et  des  déductions  logiques  qui  y  conduisent  que  Laplace 
t  :  a  Quoique  la  rotation  de  la  Terre  soit  établie  avec  toute 
itude  que  les  Sciences  physiques  comportent,  une  preuve 
I  de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astro- 
.  »  Cette  preuve  sans  réplique,  M.  Foucault  l'a  apportée  à 
émie  des  Sciences  le  3  février  i85i,  et,  comme  l'avait  prévu 
;e,  elle  intéressa  vivement  les  astronomes  et  les  géomèti*es  : 
'apprit  à  personne  que  la  Terre  tourne  et  que  sa  rotation 
lodifier  les  phénomènes  dynamiques  à  la  surface,  mais  elle 
Dira  un  effet  très-net,  très-facile  à  observer,  et  qui,  grandis- 
rec  le  temps,  ne  pouvait  être  ni  attribué  h  aucun  autre  prin- 
i  masqué  par  les  perturbations  accidentelles, 
s  croyons  devoir  reproduire  les  termes  mêmes  de  la  Commu- 
m  de  M.  Foucaiflt  : 

s  observations  si  importantes  et  si  nombreuses  dont  le  pendule  a  été 
ci  Tobjet  sont  surtout  relatives  à  la  durée  des  oscillations;  celles  que 
repose  de  faire  connaître  «i  rAcadémie  ont  principalement  porté  sur 
mon  du  plan  d'oscillation,  qui,  se  déplaçant  graduellement  d'orient 
dent,  fournit  un  signe  sensible  de  la  rotation  de  la  Terre, 
îa  d'arriver  à  justifier  cette  interprétation  d'un  résultat  constant,  je 
«traction  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre,  qui  est  sans  in- 

sar  le  phénomène  que  je  veux  mettre  en  évidence,  et  je  supiK>serai 
(bservateur  se  transporte  au  pôle  pour  y  établir  un  pendule  réduit 
us  grande  simplicité,  c'estsi-dire  un  |>endu]e  composé  d'une  masse 
;  homogène  et  sphérique,  suspendu  par  un  fil  flexible  à  un  point  ab- 
ut  fixe;  je  supposerai  même  tout  d'abord  que  ce  point  de  suspension 
ctement  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  du  globe  et  que  les 
solides  qui  le  supportent  ne  participent  pas  au  mouvement  diurne.  Si, 
»  circonstances,  on  éloigne  de  sa  position  d'équilibre  la  miisse  du 
«,  et  si  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur  sans  lui  commu- 

aucune  impulsion  latérale,  son  contre  de  gravité  repassera  par  la 
lie  et,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  il  s'élèvera  de  l'autre  côté  à  une 


364  PUI^MIÈIIE  PARTIK. 

hauteur  presque  égale  à  celle  d*oii  il  est  parti.  Parvenu  en  ce  point,  saviin 
expire,  change  de  signe  et  le  ramène,  en  le  faisant  encore  passer  |iarlav( 
ticale,  un  i>eu  au-dessous  de  son  point  de  dé[>art.  Ainsi  l'on  provoque 
mouvement  oscillatoire  de  la  masse  suivant  un  arc  de  cercle  dont  le  plan 
nettement  déterminé,  et  auquel  Tinertie  de  la  matière  assure  une  ])OsitioQin^ 
riable  dans  l'espace.   Si  donc  ces  oscillations  se  i>erpétuent  ])endant 
certain  temps,  le  mouvement  de  la  Terre,  qui  ne  cesse  de  tourner  d*occid( 
eu  orient,  deviendra  sensible  par  le  contraste  de  l'immobilité  du  plan  d'* 
cillation  dont  la  trace  sur  le  sol  semblera  animée  d*un  mouvement  confor 
au  mouvement  apparent  de  la  sphère  céleste,  et,  si  les  oscillations  pouvais 
se  perj>étuer  i)endant  vingt-quatre  heures,  la  trace  de  leur  plan  exccutev 
dans  le  même  temps  une  révolution  entière  autour  de  la  projection  Tei 
cile  du  point  de  sus])ensi(m. 

»  Telles  sont  les  conditions  idéales  dans  lesquelles  le  mouvement  dero 
tion  du  globe  deviendrait  évidemment  accessible  à  robser\'ation  ;  mais 
réalité  on  est  obIig<'  de  prendre  un  point  dVippui  sur  un  sol  mouvant; 
pièces  rigides  où  s'attache  l'extrémité  supérieure  du  (il  ne  |)euvent  é 
soustraites  au  mouvement  diurne,  et  r<m  pouvait  craindre  à  première  ^ 
(pie  le  mouvement  communiqué  au  iil  et  à  la  masse  pendulaire  n'altérai 
direction  du  plan  d'oscillation.  Toutefois  la  théorie  ne  montre  pas  là  i 
difOculté  sérieuse  et,  de  son  côté,  rc\|K*rience  m'a  raontn*  que,  |K)ur 
que  le  Iil  soit  rond  et  homogène,  on  |>eut  le  faire  tourner  assez  rapidenu 
sur  lui-même,  dans  un  sons  ou  dans  l'autre,  sans  influer  sensiblement! 
la  |>osition  du  plan  d'oscillation,  de  sorte  que  l'expérience,  telle  que  je  vi 
de  la  décrire,  doit  réussir  au  pôle  dans  toute  sa  puretc*. 

»  Mais  quand  on  descend  vers  nos  latitudes,  le  phénomène  se  complif 
d'un  clément  assez  dillicile  à  apprécier,  et  sur  lequel  je  désire  bien  viveov 
d'attirer  l'attention  des  géomètres.  A  mesure  que  l'on  s'approche  dcTéq! 
teur,  le  plan  de  l'horizon  prend  sur  l'axe  de  la  Terre  une  [>osition  de  p 
en  plus  oblique,  et  la  verticale,  au  lieu  de  toui*ner  sur  elle-même  Gom 
au  pôle,  décrit  un  cône  de  plus  en  plus  ouvert;  il  en  i-ésulte  un  ralentis 
ment  dans  le  mouvement  apparent  du  plan  d'oscillation,  mouvement 
s'annule  à  l'équateur  pour  changer  de  sens  dans  l'autre  hémisphère.  Pi 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  ce  mouvement,  ou  les  divei 
latitudes,  il  faut  recourir  soit  à  l'Analyse,  soit  à  des  considérations  nu 
niques  et  g(k>métriques  que  ne  comporte  pas  l'étendue  restreinte  de  o 
Note.  Je  dois  donc  me  borner  à  dire  que  les  deux  méthodes  s'accord< 
en  négligeant  certains  phénomènes  secondaires,  à  montrer  le  dépkceoo 
angulaire  du  plan  d'oscillation  comme  égal  au  niouyement  angulaire  à 
Terre  dans  le  même  temps,  multiplié  par  le  sinus  de  la  latitude.  » 
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M.  Foucault  décrit  ensuite  rcxpérience,  dont,  comme  chacun 
lit,  la  réalisation  est  des  plus  faciles.  Dès  la  séance  suivante,  un 
fomèire  habile,  membre  de  la  Section  de  Géométrie,  s'empressa 
î  montrer  «  comment  l'expérience  importante  de  M.  Foucault 
irait  pu  être  indiquée  par  les  équations  du  mouvement  inter- 
étées  sans  inadvertance  ».  Les  équations  qui  auraient  pu  indi- 
ler  Texpérience  de  M.  Foucault  avaient  en  elFet  été  formées 
puis  longtemps  :  elles  indiqueraient  bien  d'autres  choses  encore, 
l'on  savait  les  faire  parler;  mais,  interrogées  par  le  célèbre  géo- 
Btre  Poisson,  elles  lui  avaient  répondu  que  c(  la  force  perpendi- 
Jaire  au  plan  d'oscillation  est  trop  petite  pour  écarter  sensible- 
ent  le  pendule  de  son  plan  et  avoir  aucune  inlluence  appréciable 
r  son  mouvement».  Dubuat,  Clairaut  et  Poleni  avaient,  avant 
oisson,  étudié  mathématiquement  Tinfluence  du  mouvement  de 
iTem?  sur  les  oscillations  du  ]>endule.  Le  phénomène  si  simple 
si  concluant  qui  a  tout  d'abord  frappé  M.  Foucault,  à  peine 
itrevu  par  Poleni,  était  resté  complètement  inaperçu  de  Clairaut 
de  Poisson. 

L'expérience  attira  l'attention  des  savants  les  plus  illustres, 
itant  et  plus  encore  peut-être  que  celle  des  ignorants;  la  Table 
es  Comptes  rendus  de  l'Académie  porte,  en  1 85 1 ,  vingt-six  articles 
i  mot  Pendule  :  il  n'y  en  avait  pas  un  seul  en  i85o.  MM.  Binet^ 
larm,  Poncelet,  Plana,  Bravais,  llansteen,  Quet,  Dumas  en  ont 
it  successivement  le  sujet  de  leurs  études  analytiques.  Leurs  tra- 
mxsont  de  grande  valeur,  sans  doute,  mais  l'explication  la  plus 
rtte  et  la  plus  élégante  du  phénomène  reste  encore  celle  que 
I.  Foucault  donnait  à  ses  amis,  en  s'aidant,  pour  plus  de  clarté, 
une  petite  boule  de  bois  sur  laquelle  il  avait  tracé  les  lignes  qui 
ont  aidé  à  trouver  la  loi  du  phénomène. 

Si  l'expérience  pouvait  se  faire  au  pôle,  il  n'y  aurait  aucune  dif- 
calté-,  la  question  est  purement  géométrique  :  le  plan  d'oscilla- 
on est  invariable.  L'observateur,  qui  tourne  avec  la  Terre  sans  en 
voir  conscience,  doit  attribuer  h  ce  plan  fixe  un  mouvement  égal 
l  contraire,  et  le  voir  par  conséquent  exécuter  en  vingt-quatnî 
leores  une  révolution  complète,  en  tournant  dans  le  même  sens 
peles  étoiles.  Mais  à  toute  autre  latitude  la  difficulté  est  plus 
îT^nde  :  le  plan  d  oscillation  ne  reste  pas  immobile.  On  peut,  en 
''fo,  regarder  comme  évident  cpi'il  doit  être  constamment  vertical 
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ety  comme  la  verticale  change  de  direclion,  qu'elle  décrit  en  vingt- 
quatre  heures  un  cône  plus  ou  moins  ouvert,  suivant  qu'on  estplus 
ou  moins  près  de  Téquateur,  le  plan  qui  la  contient  à  chaque 
instant  est  nécessairement  un  plan  mobile  dans  Tespacc.  Les  appa- 
rences sont  donc  produites  ici  par  la  combinaison  du  mouvement 
de  la  Terre  avec  le  mouvement  inconnu  que  va  prendre  le  plan  du 
pendule  et  qu'il  faut  déterminer.  Or,  pour  y  parvenir,  M.  Foucault 
invoque  un  principe  dont  la  démonstration  rigoureuse  n'a  pas  été 
donnée  jusqu'ici,  mais  qui  lui  semble  évident,  comme  à  Galilée  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  et  comme  à  Huygens  les  postulata 
sur  lesquels  il  a  fondé  la  théorie  du  pendule.  Le  plan  d'oscillation, 
tout  en  restant  vertical,  doit,  selon  M.  Foucault,  se  placer  à  chaque 
instant  de  manière  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  la  posi- 
tion qu'il  occupait  dans  l'instant  qui  précède.  Si  l'on  se  donne,  en 
un  mot,  la  position  du  plan  d'oscillation  à  un  certain  moment, 
pour  savoir  ce  qu'il  est  devenu  après  un  temps  très  court,  Tyïiôjî 
de  seconde  par  exemple,  il  faut  déterminer  la  position  nouvelle 
qu'a  prise  la  verticale  par  suite  de  la  rotation  terrestre  et  chercher, 
parmi  tous  les  plans  qui  passent  par  cette  direction,  celui  qui  forme 
avec  le  plan  primitif  le  plus  petit  angle  possible.  Cette  ingénieuse 
hypothèse  conduit  très-simplement  à  la  loi  tant  de  fois  confirmée  : 
la  rotation  du  plan  d 'oscillation  est  proportionnelle  au  sinus  de  t» 
latitude. 

La  belle  expérience  fut  rapidement  répétée  dans  l'Europe  en- 
tière. Les  professeurs  de  Florence  l'exécutèrent  dès  qu'ils  en  eurent 
communication   et,  par  une  association  bien  naturelle  d'admir*' 
tion,  opérèrent  à  côté  même  de  la  tribune  de  Galilée.  Ils  voulurent 
ensuite  chercher  dans  les  procès-verbaux  inédits  de  l'Académie  àA 
Cimento  si,  parmi  les  nombreuses  observations  faites  sur  lepeO' 
dule,  il  ne  s'en  trouverait  pas  qui  eussent  trait  à  l'expérience  no^' 
velle.  Us  trouvèrent  en   eifct  les  ligues  suivantes,    écrites  p^^ 
Viviani  :  Ossen^ammo  che  tutti  i  penduli  da  un  solfilo  de^ia/^ 
dal  primo  ^verticale,  e  sempre  per  il  medesimo  verso. 

L'assertion  est  très  claire.  Il  n'est  pas  supposable  que  les  ac'^ 
démiciens  dcl  Cimento  n'aient  pas  cherché  la  cause  d'un  eff^ 
aussi  extraordinaire;  mais  c'était  une  matière  délicate,  où  il  éta^- 
dangereux  de  prendre  parti  :  ils  avaient  connu  Galilée^  les  avei^ 
turcs  de  leur  illusiro  compatriote  étaient  encore  récentes,  et  dei 
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question  du  mouvement  de  la  Terre  ils  enlrevoyaient  le 
fice.  On  connaissait  son  aversion  opiniâtre  pour  certaines 
et  la  critique  moderne  n'avait  pas  encore  révélé  toute  sa 
[ante  mansuétude.  Tout  en  gardaut  le  silence  sur  la  cause 
e,  l'Académie  a  donné  dans  ses  Mémoires  imprimés  Tindi- 
aoins  précise  il  est  vrai,  du  même  phénomène,  et  la  décla- 
.*une  ignorance,  peut-être  volontaire,  sur  la  nature  des 
uî  le  produisent;  elle  propose  de  mesurer  le  temps  en 
t  directement  les  oscillations  d'un  pendule;  mais  elle  con- 
te suspendre  à  deux  fils,  parce  que  le  pendule  à  un  seul 
le  qu'en  soit  la  cause,  s'écarte  insensiblement  de  sa  direc- 
nitivc,  et  son  mouvement  ne  se  fait  plus  bientôt  dans  un 
Lcal,  mais  par  une  spirale  allongée  dans  laquelle  les  vibra- 
se  distinguent  plus.  Comme  le  remarque  d'ailleurs  avec 
e  directeur  de  l'Institut  Polytechnique  de  Florence,  ces 
i  inédites  ou  obscures  et  oubliées  n'enlèvent  rien  au  mérite 
el  inventeur,  auquel  elles  étaient,  comme  h  tous  les  phy- 
restées  complètement  inconnues. 

n'est  plus  ordinaire  que  de  voir  des  inventeurs,  persuadés 
Lt  atteint  le  but  aussitôt  qu'ils  en  ont  approché,  s'arrêter  en 
à  d'autres  le  soin  de  suivre  les  conséquences  de  leur  idée 
fectionner  leur  œuvre.  Un  premier  succès  éteint  leur  ardeur 
lit  leur  curiosité.  D'autres  au  contraire,  plus  persévérants 
brts,  regardent  un  premier  résultat  comme  l'occasion  d'un 
travail  \  ils  marchent  avec  ardeur  vers  les  vérités  entre- 
montrant incessamment,  par  l'heureuse  abondance  de  leurs 
>ements  et  par  des  preuves  continuelles  d'habileté,  que  le 
l'est  pas  leur  guide. 

à  cette  seconde  classe  d'inventeurs  qu'appartient  l'auteur 
érience  du  pendule.  Après  avoir  heureusement  résolu  un 
e  réputé  si  difiicile  et  mis  dans  une  lumière  éclatante  une 
ice  inaperçue  jadis,  dont  il  ne  restait  que  quelques  traces 
»,  il  a  cherché  dans  des  combinaisons  nouvelles  des  preuves 
isibles  encore  du  mouvement  de  la  Terre,  et,  par  une  exacte 
des  forces  mises  en  jeu,  il  est  parvenu  à  les  diriger,  en  leur 
produire  des  eilets  aussi  brillants  qu'inattendus.  Un  homme, 
§  sans  boussole  dans  une  chambre  et  n'apercevant  pas  le  ciel, 
ouver  la  direction  du  nord  et  la  latitude  du  lieu  qu'il  oc- 
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cupe.  Tels  sont  ]vs  résultais  extraordinaires  démonlrés  et  réali^ 
aujourd'hui,  et  que  tous  les  savants,  il  y  a  vingt  ans,  auraient,  sa 
hésiter,  déclarés  impossibles. 

Frappé,  comme  tous  h\s  géomètres,  par  rexpérîence  du  pendu/ 
M.  Poinsot  avait  porté  son  attention  sur  le  moyen  de  la  rendre  pli 
nette  encore,  en  substituant  au  plan  idéal  dans  lequel  se  meut! 
(il  un  objet  matériel  dont  la  rotation  de  la  Terre  déterminât  I 
mouvement.  La  disposition  qu'il  proposa  ne  semble  pas  réalisable 
mais  elle  fut  peut-être  l'occasion  de  l'invention  du  gyroscope.  L 
but  primitif  de  cet  instrument  est  de  suspendre  un  corps  de  ti'II< 
sorte  qu'il  reste  indépendant  de  la  rotation  de  la  Tern^  et  que  le 
supports,  tout  en  entraînant  son  centre  de  gravité,  ne  cliangtii 
nullement  sa  direction  absolue  dans  l'elpace.  Jl  est  clair  que  cclti 
immobilité  réelle,  contrastant  avec  la  rotation  terrestre,  dont  non: 
n'avons  pas  conscience,  produira  un  mouvement  relatif  qui  melU? 
celle-ci  en  évidence;  mais  il  faut  pour  cela  que  le  système  de  sns- 
]>ension,  permettant  au  corps  tous  les  mouvements  possibles  autoni 
(le  son  centre,  ne  puisse  par  cela  même  lui  en  imposer  aucun.  Li'î 
moyens  de  réaliser  celte  condition  sont  connus  depuis  longtemps 
la  recherche  n'en  était  d'ailleurs  qu'un  jeu  pour  un  mécanicifi 
aussi  expérimenté  que  M.  Foucault,  et  son  gyroscope  y  salisfai 
avec  un  art  parfait.  Si  l'on  se  borne  cependant  à  suspendre  un 
masse  de  cette  manière,  l'expérience  ne  donne  aucun  résultat; 
mouvement  relatif  ne  se  produit  pas,  et  c'est  le  frottement  qui  l'c" 
pèche.  On  ne  peut  en  etlèt  aflranchir  le  corps  de  toute  attache; 
mobile  que  soit  le  support,  il  faut  bien  qu'il  soit  appuyé  sur  quel(| 
chose,  et,  malgré  la  finesse  de  Texécution,  le  frottement  întenric 
toujours  dans  le  mouvement  relatif  des  pièces  en  contact  pour 
ralentir  ou  pour  rari*èter.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  d*auta 
plus  grave  que  les  forces  qu'il  s'agit  de  mettre  en  évidence  sont  pi 
petites,  M.  Foucault,  avant  de  suspendre  son  gyroscope,  lui  i 
prime  une  vitesse  de  deux  à  trois  cents  tours  par  seconde;  ce 
rotation  n'augmente  pas  la  pression  sur  les  supports  et  les  fret 
ments  restent  les  mêmes,  mais  elle  accroît  la  résistance  qui  ser 
nécessaire  pour  empêcher  le  mouvement  relatif  que  l'on  v< 
observer,  et  Taxe  du  corps  peut  alors  s'arrêter,  en  semblant  par 
se  mouvoir,  puisque  tout  tourne  autour  de  lui. 

L'idée  de  faire  tourner  un  corps  pour  allermir  la  stabilité  de  s 
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orientation  daus  Tespacc  est  extrêmement  ingénieuse  ^  elle  repose 
soruQ  principe  que  Tauteur  regarde  comme  évident,  et  qu'il  justiiie 
d'ailleurs  par  des  expériences  très  faciles  et  très  claires.  Quelques 
explications  semblent  cependant  nécessaii*cs  pour  le  mettre  dans 
tOQt  son  jour. 

Les  géomètres  anciens  ont  méconnu  la  loi  d'inertie;  c'est  pour 
cela  que  la  Mécanique  est  une  science  toute  moderne.  Un  point 
matériel  isolé  se  meut  en  ligne  droite  et  d'un  mouvement  uniforme 
tant  qu'aucune  cause  étrangère  ne  vient  le  troubler.  Nego  ullum 
notum  perennem  non  rectum  a  Deo  condilum  esse,  a  dit  Kepler, 
H les  géomètres  ont  fait  de  cet  axiome  la  base  solide  de  la  science 
Jnmouvement;  toutefois,  en  voulant  appliquer  ce  principe,  on  ren- 
ixmtre  dès  les  premiers  pas  bien  des  difficultés.  Les  points  d'un 
nème  corps  sont  solidaires,  leur  distance  doit  rester  invariable;  si 
loDcon  les  lance  dans  des  directions  diilérentes,  ce  qui  a  lieu  lors- 
pi'on  imprime  au  corps  une  rotation,  il  faut  absolument  qu'ils 
réagissent  les  uns  sur  les  autres,  en  s'im posant  en  quelque  sorte 
les  concessions  mutuelles,  sinon  le  corps  se  brise  et  vole  en  éclats; 
'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  dans  une  machine  la  roue 
u  volant  se  trouve  lancée  avec  une  trop  prande  vitesse.  Mais  les 
orps  solides  des  géomètres  ne  se  brisent  jamais;  ils  trouvent  dans 
îur  rigidité,  inflexible  par  hypothèse,  la  force  nécessaire  pour 
carter  incessamment  chaque  point  de  la  ligne  droite  qu'il  tend  a 
livre  et  qui  le  séparerait  des  autres.  Le  mouvement  général  qui 
Docilie  tout  est  fort  compliqué  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  irrégu- 
€r,  et  l'on  ne  s'en  fait  tout  d'abord  (p'une  idée  fort  obscure, 
oinsot  l'a  beaucoup  éclaircie;  c'est  là  une  des  questions  qui  l'ont 
^plus  occupé  et,  comme  il  le  dit  lui-même,  une  des  choses  qu'il 
le  plus  désiré  de  savoir  en  Mécanique.  Dans  le  cas  d'un  corps  ré- 
ulier  tournant  autour  de  son  axe  de  (igure,  le  phénomène  devient 
'une  extrême  simplicité;  la  rotation  persiste  indéfiniment  avec  la 
lême  vitesse  et  se  fait  toujours  autour  du  même  axe  tant  qu'au- 
ttne  influence  extérieure  n'intervient.  Pour  changer  la  direction 
c  l'axe,  il  faut  changer  celle  de  toutes  les  vitesses  qui  animent  les 
ifférents  points;  l'ellort  nécessaire  grandit  avec  ces  vitesses,  et  l'on 
►€ut  faire  en  sorte  que,  dans  l'expérience  du  gyroscope,  les  frotte- 
nenls  qui  restent  les  mêmes  n'aient  plus  la  puissance  de  le  déve- 
lopper. Le  corps,  suspendu  comme  nous  l'avons  dit  et  animé  d'un 
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niouvcmeiU  rapide  de  rotation,  conservera  donc  la  même  direct 
dans  Tespace;  il  est  soustrait  ainsi  à  la  rotation  de  la  'Jerrc, 
centre  seul  y  participe  ;  mais,  selon  notre  façon  de  juger  les  ciiOj 
nous  verrons  son  axe  décrire  un  cône  de  révolution  avec  une  viles, 
telle,  que  si  Texpérience  se  prolongeait  il  accomplirait  un  tourej 
vingt-quatre  heures. 

Le  système  de  suspension,  légèrement  modiOé,  pennet  de  retirer 
peu  n  peu  à  Tinstrument  la  liberté  absolue  qu*on  lui  laisse  dans  la 
première  expérience^  on  peut  à  volonté  Gxer  Taxe  du  corps  dans 
un  plan  horizontal  ou  vertical  d'où  il  ne  peut  plus  sortir,  en  restant 
toutefois  absolument  libre  de  s*y  mouvoir  en  tous  sens.  Lorsquele 
plan  choisi  est  horizontal,  Taxe  du  gyroscope  ne  peut  y  rester  en 
équilibre  qu'en  se  dirigeant  vers  le  nord,  et  c'est  autour  de  celle 
direction  qu'on  le  voit  immédiatement  osciller,  formant  ainsi  une 
sorte  de  boussole  mécanique  dans  laquelle  le  magnétisme  ne  joue 
aucun  rôle.  En  forçant  l'axe  du  gyroscope  à  nîster  dans  le  plan 
méridien,  on  obtient  un  résultat  non  moins  remarquable  :  on  le 
voit  se  diriger  parallèlement  à  Taxe  du  monde,  et  il  donne  la  lati- 
tude approchée  du  lieu,  indépendamment  de  toute  observa  tien  astro- 
nomique. 

A  ces  curieux  phénomènes,  qu'il  a  expliqués  et  prévus,  M.  Fou- 
cault en  adjoint  un  grand  nombre  d'autres  dont  il  serait  malaisé 
de  faire  ici  l'énumération  et  qui  font  de  son  instrument  le  moyen 
le  plus  élégant  et  le  plus  net  d'étudier  la  rotation  des  corps*,  les  lois 
suivant  lesquelles  les  phénomènes  se  composent  sont  rendues  vi- 
sibles en  quelque  sorte,  et  l'autorité  infaillible  de  rexpérience  con- 
iirme,  quelquefois  même  a  l'avance,  les  déductions  très-assurées, 
mais  souvent  très-cachées,  de  la  Géométrie  la  plus  profonde. 

IL 

Tout  en  continuant  ses  travaux  sur  la  rotation,  M.  Foucaolt 
poursuivait  de  belles  recherches  de  Physique  entreprises  depuH 
longtemps.  Je  ne  veux  parler  ici  que  de  ses  inventions  mécaniquesi 
mais  toutes  les  parties  de  la  Science  sont  étroitement  unies,  1^ 
vérités  se  prêtent  une  clarté  mutuelle,  et  la  connaissance  profoD^ 
d'une  théorie  augmente  sur  tous  les  autres  points  la  puissance  e 
les  ressources  d'un  esprit  ingénieux. 
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M.  Foucault  avait  appliqué  son  génie  inventif  à  la  construction 
des  miroirs.  Les  lunettes,  dans  lesquelles  la  lumière  des  astres  est 
:nosmise  à  l*œil  par  réfraction,  étaient  préférées  depuis  longtemps 
ini  télescopes,  dans  lesquels  elle  est  réilécliie.  La  construction  des 
DÎToirs  présentait  en  eflët  de  grandes  diflicultés  :  les  moindres  inég- 
alités ont  sur  la  netteté  de  Tirnage  une  influence  bien  plus  grande 
aecelled'une  incorrection  semblable  dans  la  construction  de  Tob- 
xtif  de  la  lunette.  La  substitution  du  verre  au  métal  dans  la  con- 
iractiondes  lunettes  a  été  un  véritable  événement,  dont  l'initiative 
ppulient  en  grande  partie  à  M.  Foucault.  Il  a  montré  l'étonnante 
fficidté  des  retouches  locales  poui*  perfectionner  indéfiniment, 
IBS  les  recommencer,  les  surfaces  de  verre,  qui  ensuite,  argentées 
himiquemcut,  fonctionnent  à  la  manière  des  plus  beaux  miroirs 
bidonnent  à  leur  foyer  d'excellentes  images.  Pour  l'exploration  du 
y, un  télescope  ainsi  constitué  peut  lutter  avec  une  lunette  acliro- 
natique  de  même  diamètre  et  coûte  environ  six  fois  moins.  La 
natière  du  miroir  est  en  verre  commun,  tandis  que  les  cristaux  de 
lantprix  doivent  former  les  éléments  de  l'objectif  achromatique*, 
emiroir,  en  outre,  n'a  qu'une  surface,  et  l'objectif  en  a  quatre^  la 
listance  focale  de  la  lunette  étant  enfin  trois  ou  quatre  fois  plus 
p^de  que  celle  du  télescope,  les  frais  de  montage  et  d'abri  sont 
uigmentés  par  là  dans  une  proportion  qui  rend  l'achat  de  l'instru- 
Dwnt  inaccessible  aux  particuliers.  Le  télescope  sera  donc  souvent 
préféré  et  tend  chaque  jour  à  l'être  davantage. 

Une  fois  construit  cependant,  il  faut  le  diriger  vers  le  ciel  |>our 
f  contempler  l'astre  que  Ton  veut  étudier,  et,  comme  le  champ  de 
1  vision  est  malheureusement  très  borné,  il  faut  lui  imprimer  un 
HHivement  continu  pour  suivre  les  astres,  qui,  se  déplaçant  à 
^)que  instant,  ne  seraient  visibles  dans  un  instrument  fixe  que 
tidant  quelques  secondes  ;  le  télescope  doit  donc  tourner,  comme 
(  astres,  d'orient  en  occident,  en  faisant  un  tour  en  vingt-quatre 
lues.  Si  l'on  songe  que  le  grand  télescope  construit  récemment 
dr  rObservatoire  de  Marseille  pèse  1 000''*^,  on  comprend  toute 
dîfliculté  d'un  tel  problème. 

la  solution  obtenue  par  un  mécanisme  d'horlogerie  serait  com- 
étement  insuffisante  ^  les  impulsions  successives,  séparées  néces- 
irement  par  des  temps  d'arrêt,  donneraient  à  la  lunette  un  trem- 
lement continuel,  en  faisant  pour  ainsi  dire  sautiller  Taslre  observé 
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autour  du  (il  auquel  on  doit  rapporter  son  mouvement,  el  uo 
instrument  ne  saurait  suffire  aux  observations  scrupuleuses  et  aj 
dues  de  nos  astronomes.  Les  systèmes  le  plus  habituellement eo 
ployés  peuvent  être  comparés  à  des  tournebroches  plus  ou  oioio 
perfectionnés  et  ne  donnent  aucune  précision.  Il  faut  citer  néin 
moins  d*une  manière  spéciale  l'élégant  méc:anismc  appliqué  pa 
Gambey  au  petit  équatorial  qu'il  a  construit  pour  rObservatoired 
Paris  ^  mais,  tout  en  admirant  cette  ingénieuse  solution,  lescon 
structeurs  l'ont  trouvée  généralement  trop  indirecte  et  trop  dispen 
dieusc  pour  chercher  à  l'imiter.  AGreenwicli,  le  nouvel  appaiti 
est  mis  en  mouvement  par  un  mécanisme  dont  on  dit  beaucoup  d 
bien  et  qui  cependant  ne  semble  pas  pouvoir  être  adopté  :  c'est  uo 
petite  turbine  à  eau  dont  la  valve  est  gouvernée  par  un  pcndul 
conique  ;  mais  la  nécessité  d'un  cours  d'eau  et  la  possibilité  de  I 
gelée  sont  des  inconvénients  graves  devant  lesquels  la  plupart  de 
Observatoires  reculeront  très-certainement. 

Peu  satisfait  de  ces  appareils  et  de  quelques  autres  proposés  01 
essayés  jusqu'ici,  M.  Foucault  ne  désespéra  pas  de  pouvoi 
résoudre  plus  simplement  ce  problème  si  difficile  :  il  y  est  parveni 
à  l'aide  d'un  principe  dont  les  applications  doivent  s'étendre  dan 
toutes  les  branches  de  l'industrie.  Tout  le  monde  connaît  les  boule 
massives  que  l'on  voit  tourner  dans  toutes  les  machines  à  vapeo 
et  qui,  s'écartant  lorsque  la  rotation  s'accélère,  diminuent  Torific 
d'admission  de  la  vapeur  en  modérant  la  force  dès  qu'elle  est  devc 
nue  trop  grande.  L'efficacité  de  cette  disposition  est  malheureuse 
ment  trop  douteuse  et  trop  lente  :  on  corrige  l'eflet  que  l'on  veo 
combattre  en  lui  faisant  produire  un  eQet  contraire^  les  deu; 
causes  opposées  se  choquent  confusément,  mais  rien  n'établit entr 
elles  un  équilibre  rigoureux  et  ne  balance  exactement  leur  contra 
riété  pourdonner  une  solution  précise.  La  vitesse,  d^ailleurs,  uepeo 
être  modérée  que  par  l'écartement  des  boules,  qui  en  suppose  l'tc 
croissement  préalable.  L'inégalité  est  donc  imparfaitement  corrigée 
et  elle  n'est  pas  prévenue.  M.  Foucault,  profitant  d'une  idée  dé) 
émise  par  l'habile  constructeur  M.  Meyer,  de  Mulhouse,  s'estpw 
posé  de  rendre  la  vitesse  de  rotation  de  l'appareil  indépendante  d 
l'angle  d'écartementet  de  diminuer  pour  cela  le  poids  des  boules  pi 
un  contre-poids  dont  l'action  augmente  quand  l'écart  est  plusgrw 
il  a  trouve  les  conditions  précises  d'une  compensation  rigoureas< 
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l  des  dispositions  diverses  permettent  de  les  réaliser  matliémati- 
|Qement  avec  une  parfaite  justesse  :  il  suffirait,  par  exemple,  de 
lire  descendre  le  contre-poids  sur  la  courbe  tant  de  fois  rencontrée 
epuis  Iluygens  par  les  mécaniciens  géomètres,  et  que  Ton 
omme  cjcloïde.  Cette  disposition  donnerait  un  instrument  tliéo- 
iquement  parfait  comme  le  pendule  cycloïdal  d'Huygens,  mais  il 
'a  pas  plu  à  M.  Foucault  de  Tadopter  \  c'est  chez  lui  une  maxime 
bsolue  que  dans  un  appareil  durable  et  précis  on  ne  doit  employer 
li  chaînes,  ni  cordages,  ni  poulies^  ni  courbes,  ni  coulisses,  ni 
aleis,  ni  flotteurs,  ni  liquides,  rien  autre  chose  enfin  que  des 
ontre-poids  guidés  par  des  droites  articulées.  C'est  à  ces  pièces 
olides  et  inflexibles  qu'il  réduit  ce  que  Fontenelle  appelait  la  ma- 
lire  machinale.  N'acceptant  donc  ni  les  courbes,  ni  les  fils,  il  a 
"cmplacé  la  cycloïde  par  un  système  de  leviers,  préférant  à  la  per- 
fclion  théorique  une  disposition  plus  efficace  et  plus  solide,  qui, 
>an5  atteindre  rigoureusement  le  même  but,  satisfait  pleinement  à 
^utes  les  convenances  de  la  pratique. 

L'organe  principal  du  régulateur,  étant  mis  en  relation  avec  la 
Diachiue,  indiquera  si  la  vitesse  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
idie  qui  lui  convient.  Les  boules  seront  folles,  et  la  plus  légère 
variation  de  vitesse  les  forcera  à  s'élever  au  plus  haut  ou  à  se  rap- 
procher jusqu'à  toucher  la  tige.  On  pourra  dire  alors,  en  un  certain 
^  que  l'appareil  est  régulier  par  essence  et  capable  d'une  seule 
vitesse.  Mais  comment  lui  donner  la  force  nécessaire  pour  imposer 
^^  vitesse  toujours  égale  et  toujours  permanente,  et  communi- 
|Qer  son  uniformité  ?  M.  Foucault  y  parvient  en  adaptant  aux 
>OQles  un  levier  qui,  guidé  par  elles,  ouvre  ou  ferme  la  communi- 
'>tion  d'un  ventilateur  avec  l'air  extérieur,  en  lui  faisant  con- 
ommerplus  ou  moins  de  travail.  De  là  une  résistance  qui,  crois- 
W.  aussi  rapidement  que  l'on  veut,  surveille  pour  ainsi  dire  la 
'ilesse  avec  une  continuelle  vigilance,  la  gouverne  par  des  eflbrts 
OQJoors  efficaces  tant  qu'ils  ne  sont  pas  poussés  à  l'extrême,  et 
^moigne  de  sa  constance  en  conservant  les  boules  entre  les  limites 
l'écartement  arbitrairement  fixées.  Lorsque  l'une  des  limites  est 
^Ueinte,  l'appareil  abdique,  et  l'on  est  averti  de  son  impuissance  ; 
ii^ùs  jusque-là  le  remède  précède  le  mal,  la  résistance  n'attend  pas 
P^r  s'accroître  que  le  changement  de  vitesse  se  soit  produit,  et  la 
'o^hinr,  qui  semble  douée  d*une  prévoyance  instinctive,  se  raidit 
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ou  se  relàclic  avec  une  admirable  souplesse  pour  soulager  la  pi 
sauce  motrice  ou  la  tenir  en  bride  eu  lui  mesurant  la  résista 
avec  la  plus  précise  exactitude. 

La  fonderie  de  Fourcliambault,  Tusine  de  M.  Saut  ter,  constr 
teur  de  pliarcs,  et  les  ateliers  de  la  maison  Cail  ont  appliqué  f 
le  régulateur.  Les  conditions  deviennent  ici  très  diilérentes  : 
force  motrice  étant  la  vapeur  et  non  un  poids,  il  est  facile  de  la 
primer  directement  en  réglant  l'admission  à  Taidc  du  système  ( 
boules  sans  recourir  à  Temploi  du  ventilateur,  qui  ne  serait  d'à 
cune  utilité.  Le  succès  a  été  décisif:  on  peut  arrêter  tout  à  coup 
travail^  les  boules  sont  agitées  un  instant,  mais  la  machine,  sa 
ressentir  aucun  trouble,  continue  à  tourner  tranquillement  av 
une  inflexible  régularité. 

M.  Foucault  a  transformé  très-heureusement  son  appareil  envi 
d'une  application  plus  importante  encore.  Sur  les  bateaux  à  vapeu 
les  régulateurs  ordinaires  sont  complètement  inefficaces;  Taclii 
de  la  pesanteur,  dérangée  à  chaque  moment  par  les  oscillations  ( 
navire,  ne  peut  plus  donner  de  résultat  utile,  et,  si  pour  quelqo 
instants  seulement  la  tempête  soulève  Thélice  au-dessus  de  l'eau, 
puissante  machine,  qui  conserve  sa  force  tout  entière,  ne  rei 
contre  plus  d'obstacles  et  lance  les  ailes  avec  une  violence  telleme 
furieuse,  qu'elles  se  brisent  parfois  en  retombant  sur  la  mer.  Ladi 
position  adoptée  concilie  l'exactitude  avec  la  simplicité  si  néccssai 
et  si  difficile  à  obtenir  dans  les  appareils  de  ce  genre.  Le  manch( 
auquel  sont  attachées  les  tiges  qui  portent  lesboules,  aulieud'èt 
fixe,  glisse  librement  le  long  de  l'axe,  et,  par  un  renversement i 
génieux,  c'est  le  sommet  opposé  du  parallélogramme  articulé q 
sert  de  point  fixe.  Ce  système  oblige  les  boules,  quelque  soitféca 
tement  des  tiges,  à  rester  dans  un  même  plan  horizontal  ;  leurpoi< 
devient  alors  sans  iniluence  sur  le  mouvement,  et  reOet  de  li  p 
sauteur  est  annulé.  Pour  que  le  cercle  décrit  par  elles  soit  toi 
jours  parcouru  dans  le  même  temps,  on  démontre  alors  très-ii* 
ment  que  la  force  centripète  qui  les  sollicite  doit  être  proportionnel 
au  rayon  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  à  la  distance  des  boules  à  l'ai 
et  cette  condition  est  très*heureusement  et  très-simplement  reinpl 
à  l'aide  de  ressorts  dont  l'énergie  augmente  avec  l'écartement) 
peut,  dans  les  limites  d'écart  que  permet  la  machine,  lui  être  coi 
sidérée  comme  propr^rtionnelle.  L'isochronisme  une  fois  obten' 
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e  de  résoudre  le  problème  comme  daus  le  cas  des  machines 


a  terre. 


m. 


oimaitre  un  écrivain,  il  suffit,  a-t-on  dit,  d'en  lire  une 
jugement,  qui  est  fort  juste,  peut  s'étendre  à  toutes  les 
;  l'esprit  ^  \dL  faculté  maîtresse,  comme  dit  M.  Taine,  ap- 
!s  toute  production  originale  et  personnelle,  et,  pour  la 
dans  les  autres  travaux  de  même  origine,  il  n*est  néccs- 
cun  parti  pris. 

sique  a  occupé  M.  Foucault  plus  longtemps  que  la  Méca- 
kvec  un  succès  presque  égal .  Ce  n'est  pas  mon  dessein  de 
revue  ses  recherches  sur  TOplique  et  sur  l'Electricité  ; 
iujets  divers,  on  retrouve  le  même  esprit,  et  j'aurais  peu 
louveaux  à  signaler*  dans  sa  manière  d'aborder  les  ques- 
s  les  résoudre. 

sique  comme  en  Mécanique,  il  montre  plus  de  sagacité  que 
ideur:  il  ne  fait  pas  de  travaux  d'ensemble,  mais  des 
s^  il  n'apporte  pas  de  théories,  mais  des  faits  décisifs  et 
s  qui  éclairent  et  confirment  les  principes.  Sans  cmbras- 
le  vastes  systèmes  l'universalité  des  causes,  il  étudie  la  na- 
ns  pour  en  démêler  les  énigmes  que  pour  en  approprier  à 
^e  les  for<!CS  les  plus  cachées,  et  il  cherche  moius  curieu- 
ifin  à  contempler  la  lumière  et  à  la  montrer  qu*à  la  suivre, 
icile  aujourd'hui  d'enseigner  la  Physique  sans  le  citer  sou- 
honneur  et  sans  manier  les  appareils  qu*il  a  inventés  et 
..  Ses  travaux  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ont  eu  un  grand 
ment^  il  a  cherché  d'abord  à  faire  réussir  une  expérience 
rtante,  mais  complètement  irréalisable,  imaginée  par 
après  le  programme  de  l'illustre  jihysîcien,  l'observation 
ter  sur  un  rayon  de  lumière  rélléchi  par  un  miroir  tour- 
;  une  vitesse  de  mille  tours  par  seconde  et  lancé  par  ce 
out  hasard  pour  aller  rencontrer,  s'il  avait  ce  bonheur,  un 
oir  dont  la  rotation  n'était  pas  moins  rapide;  après  ces 
;xions,  un  observateur  attentif  et  assidu  pouvait,  suivant 
I  de  M,  Babinet,  nourrir  Tespoir  fondé  d'apercevoir  le 
e  fois  en  trois  ans  dans  les  conditions  d'une  bonne  expé- 
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rieiice.  L'appareil  avait  été  moulé,  mais  ceux  qui  avaient  regai^ 
n'avaient  rien  vu,  et  douze  ans  s'étaient  écoulés  sans  que  les  pi  -^ 
siciens  parvinssent  à  saisir  les  rayons  fugitifs  ;  on  considérait» 
projet  d'Arago  coninieune  ingénieuse  et  brillante  chimère.  M.  Foa- 
caultTa  réalisé  ^  il  a  envoyé  le  rayon  dans  une  direction  ÛxCjCb 
rendant  par  là  l'expérience  très-facile  et  très-sûre.  C'est  à  Arago 
que  revient  sans  contredit  l'honneur  des  belles  conséquences  qui 
s'en  déduisent  et  qu'il  avait  prévues  ^  mais  sans  M.  Foucault  nous 
les  attendrions  peut-être  encore.  Après  avoir  atteint  le  but  et  forcé 
l'admiration  des  plus  difficiles,  lui  seul  ne  fut  pas  satisfait,  a  II  est 
douteux,  disait-il,  que  les  expériences  faites  à  la  surface  de  la  Tenv 
puissentdélerminer  jamais  la  vitessede  la  lumière  avec  la  même  exac- 
titude que  la  discussion  des  observations  astronomiques.  »  Ce  doute 
l'a  tourmenté  pendant  treize  ans,  et,  de  perfectionnement  eu  per- 
fectionnement, il   est  parvenu    enfin    à   assigner  une  vitesse  de 
72000  lieues  par  seconde  que  les  physiciens  ne  contestent  pas,  et 
que  les  astronomes  les  plus  autorisés  acceptent  comme  base  de 
calculs   iuiportants,   qui  ne  vont  à  rien  moins  qu'à  diminuer  de 
plus  de  I  million  de  lieues  la  distance  présumée  de  la  Terre  au 
Soleil. 

Citons  encore,  sans  y  insister,  puisque  la  Mécanique  seule  nous 
occupe,  l'interruption  des  courants  électriques  obtenus  en  faisaut 
plonger  dans  un  bain  de  mercure,  recouvert  d'une  couche  d'alcool, 
le  conducteur  mù  par  un  ressort  métallique  qui  vibre  sous  l'iu- 
fluence  d*un  électro-aimant  en  fermant  et  rétablissant  le  courant 
avec  une  régularité  parfaite  une  soixantaine  de  fois  par  seconde.  La 
substitution  de  cet  interrupteur  aux  pièces  solides,  qui ,  dans  les 
mêmes  conditions,  seraient  hors  de  service  en  quelques  minutes, 
est  l'une  des  inventions  qui  ont  permis  au  célèbre  et  habile 
M.  RûhmkorfTla  construction  de  ses  beaux  appareils  d'induction. 
11  est  impossible  enfin  de  ne  pas  rappeler,  en  terminant,  l'appareil 
régulateur  de  la  lumière  électrique,  qui,  construit  d'abord  pour 
imiter  le  Soleil  dans  le  troisième  acte  du  Prophète,  a  été  trop  sou- 
vent employé  depuis  pour  que  l'on  songe  encore  à  en  citer  l'in- 
venteur. Ces  travaux  si  divers  montrent  tous  l'alliance  heureuse 
et  bien  rare  de  deux  qualités  que  M.  Foucault  possède  excellem- 
ment :  la  pratique  la  plus  délicate  et  la  plus  ingénieuse,  unie  aux 
vues  théoriques  les  plus  exactes  et  les  plus  sûres. 
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industriels  ont  profilé  de  ses  inventions,  les  géomètres  les 
(es  pour  thèmes  de  calculs  justement  admirés  ;  mais  ses  as- 
premières  ont  été  confirmées,  elles  subsistent  dans  toute 
udue,  et  il  serait  injuste  d'oublier  ou  de  méconnaître  les 
impies  dont  elles   sont  nées.    Quoique   la    renommée  de 
cault  soit  égale  à  son  mérite,  on  n'a  pas  jusqu'ici  rendu 
istice  à  son  esprit  éminemment  mathématique.  Les  Mathé- 
s,  considérées  comme  un  pur  exercice  de  l'intelligence*, 
t  d'abord  peu  attiré,  et  il  n'est  pas  impossible  que  les  vérités 
»  les  plus  curieuses  ne  lui  aient  semblé  autrefois  que  de 
t  stériles  subtilités*,  mais  il  a  bien  vite  reconnu  le  lien 
it  et  sensible  qui  les  unit  aux  applications,  il  a  vu  en  elles 
e  d'une  lumière  supérieure  et  pure  qui  éclaire  les  principes 
ijsique  sans  en  corrompre  la  simplicité.  11  a  demandé  des 
et  des  inspirations  aux  beaux  travaux  de  Poinsot  :  le  com- 
te ce  grand  esprit  a  élargi  les  vues  et  grandi  le  cercle  de 
itations.  Son  goût  très  prononcé  pour  la  logique  naturelle 
toujours,  mais  il  n'est  plus  exclusif  :  les  procédés  de  pure 
n  ne  pouvaient  suifire  à  un  inventeur  aussi  actif  et  aussi 
ué.  Il  a  compris  que  toutes  les  vérités  s'éclairent  mutuelle- 
ms  se  gêner  jamais  et  que,  comme  Ta  dit  Fontenelle,  a  il 
•  aisé  d'apprendre  les  Mathématiques  que  d'aller  loin  sans 
ours  ».  Nul  peut-être  ne  saurait  dire  avec  plus  de  précision 
ù  peuvent  conduire  les  chemins  courts  et  faciles  qu'il  allec- 
et  comment  les  principes  surs  et  infaillibles  de  la  théorie 
it  un  esprit  bien  fait,  en  lui  servant  de  guide  et  de  ilam- 
ans  eux  le  génie  le  plus  heureux,  conduit  seulement  par  sa 
tion  et  par  la  logique  naturelle,  demeure  suspendu  dans  une 
ude  continuelle  et  trouve  rapidement  des  bornes  étroites  aux- 
M.  Foucault  s'est  heurté  autrefois,  mais  qu'il  a  franchies 
longtemps.  On  lui  a  reproché  de  manquer  de  rigueur,  et 
:ueur,  nul  ne  le  conteste,  il  n'y  a  plus  de  Géométrie;  c'est 
fausse  accusation.  M.  Foucault,  on  ne  doit  pas  l'oublier,  ne 
c  pas;  il  ignore  l'art  de  présenter  ses  inventions  selon  les 
de  l'école;  il  persuade  contre  les  règles  et  ne  sait  pas  réduire 
strativement   ses  contradicteurs  au  silence.   Cependant,  h 
*€  ses  expressions  dans  la  juste  étendue  de  leur  sens  véritable, 
SCS  assertions  sont  exactes  dans  les  ternies  mêmes  où  il  les 
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énonce  :  il  sait  toutes  les  routes  de  la  science  du  mouvement,  il  a 
pénétré  au  fond  de  ses  théories  les  plus  abstraites,  et,  pourTeih 
brasser  tout  entière,  il  ne  lui  manque  que  la  manière  de  savoir. 
La  langue  algébrique  lui  est  peu  familière^  il  la  comprend,  miisM 
la  parle  pas,  et  ne  sait  trop  que  répondre  quand  on  lui  montreMS 
vérités  nouvelles  préexistant  dans  de  vieilles  formules  et  découverts 
une  seconde  fois,  comme  le  disait  Poinsot,  par  la  méthode  qu'oa 
lui  dit  être  la  bonne  et  la  véritable.  C'est  pour  cela  que,  sansèlic 
plus  modeste  qu*il  ne  faut,  il  a,  je  crois,  besoin  qu'on  lui  répèle 
très  haut  et  très  publiquement  qu'il  est  dans  une  voie  excellente  et 
irréprochable,  et  qu'il  serait  bien  fâcheux  qu'il  en  changeât.  Ses 
travaux  n'empruntent  rien  aux  découvertes  récentes  de  la  science 
analytique*,  la  savante  simplicité  de  ses  méthodes  aurait  étéacces^ 
sible  il  y  a  deux  cents  ans  :  c'est  là  son  originalité  à  notre  époque 
et  la  preuve  décisive  d'un  rare  mérite.  Lorsque  le  terrain  sur  lequel 
on  se  place  a  été  longtemps  parcouru  par  des  chercheurs  aoffl 
instruits  qu'empressés,  il  faut  beaucoup  de  bonheur  pourydécov- 
vrir  des  voies  nouvelles;  si  ce  bonheur  n'accompagne  pas  toujoiin 
le  talent,  on  comprend  que  sans  lui  il  serait  impossible,  et,  lors- 
qu'il est  plusieurs  fois  renouvelé,  le  sentiment  équitable  des  ju^ 
éclairés  lui  accorde  un  autre  nom  que  l'avenir  ne  contestera  pas 
j'en  ai  la  conviction,  à  l'ensemble  des  travaux  de  M.  Foucault. 

Faut-il  pour  cela  le  choisir  pour  guide  et  conseiller  aux  jcunef 
gens  qui  cherchent  leur  voie  de  suivre  son  exemple  et  d*appliqiier 
la  méthode  d'étude  et  de  recherche  qui  lui  a  si  bien  réussi  ?  Ce  serait 
les  engager  dans  une  difficile  entreprise  et  oublier  qu'il  a  été  dit: 
Qui  aime  le  péril  j' périra.  L'étude  du  passé  est  le  guide  le  plus  sôr 
de  l'avenir.  A  aucune  époque  peut-être  l'instruction  scientifique 
n'a  été  plus  fortement  organisée  que  de  nos  jours  :  nos  grandes 
écoles,  gardiennes  des  traditions  les  plus  élevées,  la  répandent avee 
abondance  et  fortifient  leurs  élèves  par  des  exercices  continuels  et 
savamment  gradués  ;  des  cours  publics,  conduisant  leurs  auditeurs 
jusqu'aux  dernières  cimes  de  la  Science,  leur  permettent  dcsatis* 
faire  presque  sans  travail  une  légitime  et  nécessaire  curiosité;  te 
théories,  exposées  et  discutées  au  moment  même  où  elles  viennent 
de  prendre  naissance,  sont  rendues  claires  et  intelligibles  à  tous. 
On  signale  les  progrès  qui  restent  A  accomplir,  les  calculs  qu» 
serait  utile  d'entreprendre,   les   expériences  qui  décideraient  un 
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)uleux,  et  chacun  peut,  selon  ses  goûts,  ses  forces  et  son 
'instruction,  choisir  sa  tàcho  et  contribuer  à  l'œuvre  com- 

• 

Fcat  travailleur  de  bonne  volonté  est  accueilli  avec  bien- 
re;  on  lui  montre  la  trace  de  ceux  qui  Tont  devancé,  en  lui 
pour  l*aider  a  la  suivre,  toutes  les  richesses  qu'ils  ont  ac- 
des  méthodes  sûres  et  longuement  éprouvées  lui  donnent 
que  sorte  la  certitude  du  succès  ;  il  peut,  s^il  le  veut,  avec 
soutiens,  apporter  au  progrès  son  modeste  contingent  et 
s  premiers  pas  dans  la  route  où  Ton  devient  célèbre.  Un 
it  doit  proGter  de  ces  précieux  secours  :  c'est  le  seul  conseil 
tque  l'on  puisse  lui  donner,  en  souhaitant  peut-<^trc  tout 
il  se  sente  assez  fort  pour  ne  pas  le  suivre. 


ÙM  (G.).  —  Fraustallning  af  striden  om  det  isoperimetriska  pro- 
r.  En  monograG  af  Gustaf  Enestrom.  (Upsala  Universilels  Ârsskrift, 
—  Grand  in- 8%  77  pages  ('). 

lerelle  à  laquelle  a  donné  lieu  le  problème  des  isopérimètres 
*té  racontée  par  Montucla  et  après  lui  par  d'autres  auteurs, 
ant,  cette  dispute  célèbre  étant  d'un  grand  intérêt  pour 
re  des  Mathématiques,  M.  Enestrom  a  jugé  à  propos,  dans 
il  que  nous  avons  sous  les  jeux,  d'en  donner  une  relation 
taillée.  11  a  fait  précéder  cet  historique  d'une  Introduction, 
lUt  une  jNotice  sur  le  problème  de  la  courbe  brachisto- 
,  qui  a  contribué  pour  une  grande  part  à  faire  naitre  cette 
]ue. 

*oblème  de  la  brachistochronea  été  posé  pour  la  première  fois 
m  Bernoulli  dans  les  Acta  eruditoruni  de  1696,  et  des 
18  en  ont  été  données  vers  cette  époque  par  Newton,  Leib- 
lospital,  ainsi  que  par  Jean  et  par  Jacques  Bernoulli.  M.  Enc- 
(xposc  ces  diverses  solutions,  et  en  particulier  la  dernière, 
la  seule  complète  et  purement  analytique,  et  qu'il  traduit 
s  notations  modernes. 


Umre  àe  la  querelle  ait  sujet  du  problème  dei  isopen'mètres.  Monographie, 
nettrOm.  {^Annales  de  l'UuU'ersitc  J'L'psttL  1^760 
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Abordant  ensuite  le  cœur  du  sujet,  il  donne  l'énoncé  du  pi 
des  isopériuiètres  tel  qu'il  a  été  formulé  par  Jacques  Be 
il  entre  dans  quelques  détails  sur  les  circonstances  personne 
ont  amené  la  position  de  la  question,  et  il  analyse  la  coi 
dance  qui  s'établit  à  ce  propos  entre  les  deux  frères  et  qui  s 
en  grande  partie  dans  les  Acta  eruditorum  et  dans  le  Jow 
Sçav^ans  (1697-1701).  Il  expose  ensuite  la  substance  du  ti 
Jacques  Bernoulli ,  Analjsis  magni  problematis  isoper 
(Baie,  1701),  dont  il  donne  une  transcription  en  notati< 
dernes,  et  il  rapporte  les  jugements  d'autres  critiques  sur  ce 
L'opinion  de  M.  Enestrom  lui-même  est  que  le  Mémoire  de 
Bernoulli  est  digne  des  plus  grands  éloges  et  que  personi 
Euler  ne  l'a  égalé  pour  la  clarté  de  Texposition. 

L'auteur  rend  compte  ensuite  des  deux  solutions  de  Je 
noulli,  dont  la  première  fut  envoyée  en  1701    à  l'Acadé 
Sciences  de  Paris,  dans  un  paquet  cacheté  qui  ne  fut  ouve 
i7o(),  après  la  mort  de  Jacques  Bernoulli,  et  fut  insérée 
Mémoires  de  rAcadémic.  La  seconde  fut  aussi  imprimée 
Mémoires  Aq  la  même  Académie  pour  1718.  M.  Enestrom 
sortir  à  celte  occasion  les  inexactitudes  de  la  première  sol 
termine  en  résumant  les  résultats  des  recherches  précédent 
nous  n'avons  pu  qu'indiquer  ici  les  traits  principaux, 
conclut  que    c'est  Jacques  Bernoulli  qui    doit  être    proc 
vainqueur  dans  cette  lutte;  car  c'est  lui  qui  a  donné  une 
appropriée  à  la  résolution  du  problème  des  isopérimètrei 
que  son  frère  n'a  fait  que  simpliGer  cette  méthode;  c'est 
qui  s'est  montré  supérieur  à  son  frère  par  la  courtoisie  du 

Le  tableau  de  ce  combat  scientifique  est,  aux  yeux  de  1 
d'un  incontestable  intérêt;  il  oll're  au  géomètre  une  métho 
que  ce  ne  soit  certainement  pas  la  plus  féconde)  pour  la 
du  problème  des  isopérimètres,  à  Thistorien  un  épisode 
tant  des  premières  phases  du  développement  du  calcul  d< 
tions,  et  à  tous  les  lecteurs  en  général  une  peinture  des  m 
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lOM  (G.)-  —  DiFFBRE.NSKALKTLENs  HiSTORiA.  I.  (Upsala  Universîlets 
rifi,  1879).  —  Grand  iii-8',  71  pages. 

leur  indique  d'abord,  dans  son  Introduction,  les  difficultés 
Jières  que  présente  Texposition  de  riiistoire  du  Calcul  des 
ices.  Ce  calcul,  à*son  origine,  a  été  traité  en  connexion  avec  le 
différentiel;  plus  tard  il  a  été  reporté  dans  la  théorie  des 
etaujourd'liui  même  il  n'est  pas  encore  parvenu  compléte- 
conquérir  sa  place  comme  branche  spéciale  de  Calcul.  De  là 
ssité,  pour  celui  qui  veut  écrire  son  histoire,  de  rassembler 
itériaux  épars  de  tous  côtés*,  delà  encore  les  conséquences 
ses  que  ce  manque  de  liaison  semble  avoir  exercées  sur  son 
^pement. 

«hapitre  P*"  contient  l'analyse  des  travaux  qui  ont  préparé  la 
ion  du  Calcul  des  différences  et  qui  naturellement  oht  été  à 
es  insigniGants  jusque  vers  la  seconde  moitié  du  xvii*  siècle. 
T  de  cette  époque,  on  rencontre  principalement  quelques 
es  d'interpolation  et  quelques  propositions  sur  les  séries,  où 
t  les  didérences  et  où  l'on  fait  ressortir  en  môme  temps  l'im- 
?e  du  Calcul  difTérenticl  au  point  de  vue  de  la  méthode. 
Lnestrom  passe  ensuite  à  la  découverte  par  Taylor  du  Calcul 
Térences  et  expose  avec  détail  les  recherches  que  ce  géo- 
i  publiées  dans  son  Livre  intitulé  :  Methodus  incrément  or  um 
i  el  inversa  (17 15)  et  dans  les  Philosophical  Transactions 
,  Il  ressort  de  là  que  Taylor  a  introduit  les  termes  incre^ 
n  (=  différence),  integralis  et  valor  successions;  qu'il  a 
les  notations  pour  les  différences  et  les  intégrales, 

i  établi  le  théorème  pour  la  détermination  des  différences 
sives,  et  appelé  l'attention  sur  la  dépendance  mutuelle  entre 
férences  et  les  intégrales;  en  un  mot,  qu'il  a  jeté  les  fonde- 
de  la  méthode  générale  du  Calcul  des  différences.  Il  a,  de 
fait  connaître  diverses  formules,  comme  celles  qui  donnent 

«..1   «x-HAi    «X-/M   ^'^^"'\    A.r(-'"),    Art', 
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Kuiiii  Taylor  s\'sl  mciiic  occupé  de  la  théorie  des  équalions  aai 
différences^  il  a  donné  une  mélhode  d'intégration  pour  ceruina 
équations  aux  différences  du  premier  ordre ,  et  il  a  appliqué  k 
Calcul  des  diiTérences  à  l'interpolation  et  à  la  sommation  des  séries. 
D'autre  part,  on  j>eut,  avec  M.  Enestrom,  reprocher  à  Taylor 
d'avoir  trop  insisté  sur  Tanalogie  entre  les  diflercnces  etlcsdifG^  i 
rentielles  *,  ses  notations  sont  souvent  peu  commodc^s  et  soa  exp(^  < 
silion  manque  de  clarté.  Malgré  ces  observations,  auxquelles  ot  j 
pourrait  encore   ajonler  quelques  autres  moins  graves,  M.  Eim*  ; 
slrom  estime  que  les  mérites  de  Taylor  comme  fondateur  du  Calcd  , 
des  diiîérences  doivent  faire  oublier  les  imperfections  de  forme  qni 
rendent  si  pénible  la  lecture  de  ses  écrits.  Nous  ne  saurions  trop 
remercier  l'auteur  de  cette  intéressante  étude  d'avoir  surmonté  ces 
diflicullés  et  de  nous  avoir  facilité  la  connaissances  des  principales 
découvertes  du  géomètre  anglais,  qui  n'était  guère  connu  que  pir. 
la  série  qui  porte  sou  nom. 


OBSERVATIONS  sur  le  compte  rendu  du  Mémoire  de  M.  Andréief,  intitulé: 
Des  affinités  géométriques  applioi^ées  au  troblème  de  la  constrooim 
des  courbes. 

M.  Bougaïef  a  publié,  dans  le  Bullelin  des  Sciences  walhèinor 
tiques  et  astronomiques  (^dinwéii  1879,  p.  35  à  4 1)9  une  trèi-intéres- 
santé  analyse  de  l'important  Mémoire  de  M.  Andréief.  Cette  ana- 
lyse renferme  une  inexactitude  qu'il  est  utile  de  signaler.  U  y  e$l 
dit  (p.  40  ({u^-  M.  Chasles  a  donné  une  méthode  de  construction 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont  connus,  ei 
que  M.  de  Jouquières  a  établi  quelques  principes  particuliers  pour 
la  construction  des  courbes  du  quatrième  oi*drc. 

Cette  dernière  assertion  est  inexacte.  Dans  un  Mémoire  inti** 
tulé  Essai  sur  la  génération  des  courbes  géométriques  (  *  )  et  pu- 
blié dans  le  Tome  XVI  des  Mémoires  présentés  par  divers  savant^ 
à  l'académie  des  Sciences,  M.  de  Jonquîcres  a  exposé  un  mocî^ 
général  et  uniforme  de  description  des  courbes  géométriques  d'ord*^ 

(*)  Paris,  Gaiitliier-Villara,  i838. 


L^jemoire,  u  a  ex|K>^e  la  souiiiou  av  (jucKpics  quesiioiis 
lUX  intersections  de  la  courbe  du  (|ualrième  oixlre  par  des 
ites,  des  coniques  ou  des  courbes  du  troisième  ordre,  ainsi 
istruction  des  courbes  du  troîsièinr  et  du  quatrième  ordre 
in  point  multiple  donné  de  position  et  d'espèce, 
dans  son  Mémoire  sur  la  ^thirralisntion  <l(*  la  tlirorir  ^/r 
on  (M,  il  a  donné  un  mode  de  description  de  /a  courbe 
du  citufuicnw  ordre  drtrr/fii/ire  jmr  vinf^t  points, 
royons  devoir  l'aire  remarquer  aussi  que,  dans  Tapereu 
*  sur  le  développement  graduel  de  la  théorie  des  trans- 
s  au  point  de  vue  purement  f;éométri(|ue,  M.  Hougaïef  a 
:îter  le  Mémoire  de  M.  de  Jonquières  intitulé  :  De  la 
talion  gconit'trique  des  figures  planes  et  inséré  aux 
r  annales  de  Afathématit/ues,  année  iS64*  Ce  Mémoire 
adressé  à  l'Institut  de  France  en  iSap,  ainsi  que  le 
ne  Note  des  Comptes  rendiLs,  t.  XLIX,  p.  54a. 

En.  DpAVtLF. 


MÉLANGES. 

lE  UHE  COURBE  RATIONNELLE  DU  QUATRIÈME  ORDRE  QUI  AIT 
INT8  DOUBLES  EN  n,  ET  a.  ET  QUI  PASSE  PAR  LES  SEPT  POINTS 
i,  2,  3,  i,  5,  6,  7; 


«  «    ^^ 
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tricme  ordre  est  déterminée  par  quatorze  conditions,  et  les 
points  doubles  donnés  équivalent  à  six  conditions^  le  point  d( 
dont  la  position  n'est  pas  donnée  équivaut  k  une  condition;  cl 
des  sept  points  simples  donnés  équivaut  aussi  à  une  conditioi 
Kous  ferons  usage  dans  cette  étude  des  notations  employ« 
des  principes  développés  par  M.  de  Jonquières  dans  sou  Esst 
la  génération  des  courbes  géométriques  (*),  ainsi  que 
j/Jiéorie  des  transformations  géométriques  de  M.  Cremona  ( 

II.  La  question  serait  résolue  si  Ton  connaissait  un  point  j 
dant  projectifs  les  deux  faisceaux  de  coniques 

(^t,  ^i.  -^t  6)  [i,  1,  3,  4»  5]. 

(a^,  <7„  X,  7)   [i,  2,  3,  4»  5]. 

En  effet,  le  lieu  géométrique  du  quatrième  point  d'intorser 
de  deux  coniques  correspondantes 

(rtr,,  ^s,  .r,  6,  P)      et      (flfi,  ^5,  r,  7,  P) 

de  ces  faisceaux  serait  une  courbe  C4  satisfaisant  à  la  questio 
voit  aussi  que  la  question,  présentée  de  cette  manière,  est  • 
minée,  car  on  a  deux  inconnues,  les  coordonnées  du  point 
si  l'on  établit  la  correspondance  projcctive  des  deux  faiscea 
faisant  correspondre  les  coniques 

(rr^,  a^,  x,  6.  i^  et  [a^,  iî„  .r,  7,  i -, 
(/?,,  rtr,,  .r,  6,  '}.)  Cl  (n,,  rt„  .r,  7,  ?.), 
(^1»  «j,  ^.  6»  3)      et      [fl|,  n,,  .r,  7,  3), 

on  dispose,  pour  les  déterminer,  des  deux  équations  qui  expri 
l'égalité  des  rapports  anliarmoniques 

(/?,,  r/,,  jn,  6;  [1,  7.,  3,  4]      et      (<?,,  ^„  .r,  7)  [i,  2,  3,  4]. 
(«,,  a^,  .r,  6)  [i,  2,  3,  5]      et      (r/|,  /î„  jr,  7)  [i,  2,  3,  T)]. 

Les  cinq  faisceaux  de  coniques 

[^U  ^iy  6)  [l,  2,  3,  4,  5] 


(•)  Mr'mo'rrs  présentés  par  divers  savants  à  V Académlt  des  Sciences,  t.  XVI. 
(*)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1873,  p.  2o5  et  «uir. 
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déiernÛDeut  sur  une  droite  quelconque  /  cinq  séries  de  couples  de 
poiatsen  mvolution.  Supposons  le  point  x  connu;  les  coniques 

{fit,  uj,  X,  6,  i),     (rt,,  «„  X,  6,  2),     (/i,,  fl„  ^,  6,  3), 

(a,,  flj,  .r,  6,  4)»      (^it  ^2»  •»*i  6»  5) 

^partîennent  respectivement  au  premier,  au  deuxième,  au  troi- 
lîéme,  au  quatrième  et  au  cinquième  faisceau,  et  les  couples  de 
points  qu'elles  déterminent  sur  /  appartiennent  respectivement  aux 
involutions  correspondantes.  En  outre,  ces  cinq  couples  de  points 
forment  une  involution,  parce  quMls  appartiennent  à  cinq  coniques 
du  faisceau 

(/?„  rt„  .r,  6). 

Le  uiènie  raisonnement  peut  être  appliqué  aux  cinq  faisceaux  de 
coniques 

(«1»  «t»  7)  [«»  2>  3,  4,  5], 


^    et  l'on  voit  aisément  que  les  cinq  couples  de  points  que  Ton  obtient 
^    ici  forment  une  involution  projective  avec  la  précédente. 

m.  Le  problème  ci-dessus  peut  donc  être  remplacé  par  le  sui- 
vant :  Sur  une  droite  l  on  a  deux  systèmes  de  cinq  involutions  ; 
on  demande  de  trouver  dans  chacun  des  sj  sternes  cinq  couples  de 
points  appartenant  respectivement  aux  cinq  involutions  et  satis- 
faisant aux  deux  conditions  suivantes  ;  i  "  que  dans  chaque  sjs- 
lème  les  cinq  couples  de  points  forment  une  involution  ;  2°  que  ces 
deux  nouvelles  involutions  soient  projectiles, 

m 

Que  Ton  prenne  un  cercle  M,  un  point  O  sur  sa  circonférence, 
et  nue  Ton  joigne  ce  point  O  aux  couples  de  points  de  Tune  des 
involutions,  on  obtiendra  un  faisceau  en  involution.  Les  couples 
de  rayons  conjugués  de  cette  involution  déterminent  sur  la  circon- 
férence M  des  arcs  dont  les  cordes  concourent  en  un  point  b.  Si 
Ton  fait  la  même  opération  pour  les  cinq  involutions  des  deux  sys- 
tèmes, les  cinq  involutions  du  premier  système  donneront  les  cinq 
points  i|,  bn-,  ^3,  A*,  As;  celles  du  second  système  donneront  les 
{K)ints  ^,,  Ps,  (isi  P*j  ^5- 

But/,  drs  Sciences  mat/tém.,  i*  Série,  t.  III.  (Sftpicmbre  \^y\.^  2^ 
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IV.  Iiua^inons  deux  points  p  et  tt  tels  que  les  faisceaux 

P[^U    ^if   h*   ^4>   ^s) 

soient  projectifs.  Les  cinq  rayons  du  premier  faisceau  déterm 
sur  M  cinq  arcs  dont  les  extrémités  projetées  sur  /  donnent 
couples  de  points  formant  une  involution  ip  et  appartenant 
pectivemcnt  aux  cinq  involutions  qui  correspondent  aux 
points  b  ;  de  mùine  les  cinq  rayons  du  second  faisceau  détenu 
sur  /cinq  couples  de  points  formant  une  involution  i,  et  apj 
liant  respectivement  aux  cinq  involutions  du  second  systèra 
coiiiine  les  deux  faisceaux  p  et  7r  sont  projectifs  par  liypotliès 
involutions  ip  et  U  sont  aussi  projectives. 

Soient  .Vi,  t^  et  ^a,  t^  deux  couples  de  points  conjugués  del 
liition  ip\  les  coniques 

i>,,  r/4,  6,  ^„  /,)     et     (/?,,  ^„  6,  .ï„  /j) 
se  <!oupeiit  en  un  point  x;  le  faisceau  de  coniques 

marque  sur  la  droite  /  riiivolution  ip.  L'involution  i,  délc 
de  même  un  point  \.  Si  les  points  x  et  \  se  confondaient 
seul,  ce  point  fournirait  une  solution  du  problème. 

\.  Ce  proldème  est  donc  encore  ramené  à  celui-ci  :  Co 
peut-on  ti'Oiwer  de  systèmes  de  poùus  p  et  i:  if  ai  donne 
points  X  et  \  coïncidents? 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  découlera  naturel! 
de  Tétude  des  relations  qui  lient  les  points  x  etp^  p  et  tt,  ne 

\L  Système  des  points  petTz,  —  Soit  p  un  point  quelcc 
Si  Ton  décrit  par  les  points  |3|,  ^2)  {^39  ^4  une  conique  Cj  c 
du  rapport  anliarmonique  du  faisceau 

puis  par  les  points  {5|,  (3,,  (S,,  jSs  une  conique  C,  capable  d 


égivLX.  Donc,  à  un  point  p  correspond  un  seul  point  7r.  On  voit 
même  manière  qu*à  un  point  quelconque  tt  correspond  un 
mnt  p. 

and  le  point  p  se  confond  avec  un  des  points  6/(i  =  i ,  2, 3, 4?  5  ), 
ection  pbi  étant  indéterminée,  la  position  du  point  rc  Test 
et  tous  les  points  de  la  conique  Ti  circonscrite  au  quadrila- 
*s  points  P  autres  que  j3|  et  capable  du  rapport  anharmonique 
sceau  des  droites  qui  joignent  bi  aux  quatre  points  b  autres 
satisfont  à  la  question.  Ainsi,  à  chacun  des  points  bi  corres- 
fit  tous  les  points  d'une  conique  déterminée  Ti  circonscrite 
jdrilatère  des  quatre  points  (3  autres  que  jS/.  De  même,  à 
t  des  points  p/  correspondent  tous  les  points  d'une  conique 
linée  C/. 

t  facile  de  voir  que  les  cinq  coniques  F/  passent  par  un  même 
i^j  auquel  correspondent  tous  les  points  de  la  conique  Co 
»crite  au  pentagone  b^,  b^^  b^^  ^4,  ^5,  et  que  les  cinq  coni- 
/  passent  par  un  même  point  b^j  auquel  correspondent  tous 
ats  de  la  conique  Fo  qui  passe  par  les  cinq  points  j3|,  p,, 

/s,. 

a  tenant,  quand  le  point  p  parcourt  une  droite  quelconque  /', 
at  TT  doit  parcourir  une  courbe  rationnelle  (unicursale), 
e  les  points  de  cette  courbe  correspondent  un  à  un  à  ceux 
droite  l',  La  droite  l'  coupant  chacune  des  coniques  C/ 
y  3,  3,  4)  S)  ^^  deux  points,  la  courbe  des  points  tt  passera 

rk««  *»r»    /«lia/«iin  Hp«  nrkînt«  fi.   pt    rpffp  miirVip  ni»    npiit  Avoir 
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point  TT  parcourt  une  courbe  Y^  ajant  six  points  doubles  aux  six 
points  j3.  Il  résulte  immédiatement  de  la  théorie  des  transforma- 
tions bî rationnelles  que,  quand  tt  parcourt  une  droite  quelconqaeïy 
le  point  p  décrit  une  courbe  C5  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  b. 

La  correspondance  des  points  p  et  t:  est  birationnelle  et  du  ciiif 
quième  ordre  ;  les  points  fondamentaux  de  la  figure  (p)  sont  b]^  h], 
bl  bl,  bl  bl  ;  ceux  de  la  figure  (tt)  sont  (3J,  ^î,  ^l,  ^J,  pj,  pî('). 
La  jacobienne  des  courbes  du  réseau  C5  se  compose  des  six  co- 
niques C|,  celle  du  réseau  Fs  des  coniques  F/. 

On  sait  que,  quand  le  point/;  décrit  une  courbe  quelconque  €«, 
le  point  rc  parcourt  une  courbe  C^m  ayant  des  points  d'ordre  an 
aux  points  fondamentaux  j3  de  (tt),  etc.  (^).  Cette  remarque  nom 
sera  utile  plus  loin.  La  correspondance  entre  les  points  /?  et  ir  aélé 
exposée  dans  tous  ses  détails  par  M.  Rud.  Sturm  dans  un  Mémoire 
intitulé  Das  Problem  der  Projectiv^itât,  inaéré  au  Tome  I  dcf 
Matheniatische  Annalen» 

VIL  Système  des  points  p  et  x.  —  Par  un  point  quelconque /r 
et  deux  des  points  6,  £|  et  £2  p^i"  exemple,  traçons  deux  droites;^ 
elles  déterminent  sur  le  cercle  M  deux  arcs  dont  les  extrémité$| 
projetées  du  point  O  sur  la  droite  /,  donnent  deux  couples  de 
points  5|,  ti  et  52,  ^2.  Les  deux  coniques 

(ni,  a„  6,  ^„  /i),     (aj,  flj,  6,  5,,  rj), 

qui  ont  en  commun  les  points  a^  ^2,  6,  se  coupent  eu  un  qai- j 
trième  point,  qui  est  un  point  x.  Donc,  à  un  point  quelconque f  \ 
correspond  un  seul  point  x. 

Si  Ton  donne  le  point  x,  le  faisceau  de  coniques 

détermine  sur  /   une  série  de   couples  de  points  en  involution. 
Projelons  ces  couples  du  point  a  sur  M;  chacun  d'eux  délermioc 


(')  La  notation  h'*  indi(|iie  que  le  point  /^  est  double. 

(')  Df.  Junquiéres,  Nomelles  Annales^  2*  série,  t.  IIl  {De  la  transformation gfome^ 
trique^  etc.,  \\*  13). 


«•9      Vk\. 


rs  que  l'on  peut  tracer  par  les  quatre  points  ai,  a2,  x,  6. 
celte  remarque  résulte  une  construction  très  simple  du  point/?, 
orrespond  à  un  point  donné  x.  Projetons  du  point  O  sur  M 
>ints  d'intersection  avec  /  des  droites  a^a^^  ^i  6,  036,  et 
ions  ces  points  ei^2)  ^1,61  ^'2,6-  Supposons  que  nous  prenions 
déterminer  le  point  p  les  coniques  formées  par  les  couples  de 
s  ai  ^3  et  x6,  ai  6  et  xa^  ;  il  faudra  projeter  sur  M  les  points 
rsection  avec  /  de  jtô  et  de  xa2,  joindre  le  premier  de  ces 
s  à  ei^ti  1^'  second  à  ei^s,  et  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
^lles  droites  sera  le  point  p  clierclié. 

and  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  les  rayons  pas- 
lar  les  points  ^1,2?  ^1,6  engendrent  deux  faisceaux  projectifs; 
nlp  décrit  donc  une  conique  passant  par  e^^^  et  e^^^\  on  voit 
ent  que  cette  conique  passe  aussi  par  le  point  «2,6*  Donc, 
l  le  point  X  décrit  une  droite  quelconque,  le  point  p  décrit 
inique  circonscrite  au  triangle  e^^^  ^i,e  ^2,6* 
îst  facile  de  voir  que,  quand  le  point  p  décrit  une  droite 
uique,  le  point  x  décrit  une  conique  circonscrite  au  triangle 
5. 

correspondance  entre  les  points  p  et  x  est  donc  birationnelle 
second  ordre.  Les  points  fondamentaux  de  [x)  sont  ^1^29  ^1,6? 
:eux  de  [p)  sont  ai,  a2,  6.  La  jacobienne  de  [x)  est  formée 
s  côtés  du  triangle  ei^2  ^1,6  ^2,6)  celle  de  (p)  par  les  côtés 
ingle  ai  a^  6. 
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IX.  Système  des  points  xet^.  —  A  un  poîut  quelconque  x  cor- 
respond un  seul  point  />de  la  transformation  [^,  x]^;  à  ce  point  p, 
considéré  comme  appartenant  à  la  transformation  \_p^  tt]',  corres- 
pond un  seul  point  TT-,  à  ce  point  tt,  considéré  comme  appartenantà 
la  transformation  [tt,  ^]^,  correspond  un  seul  point  Ç.  Donc,  ^  us 
point  quelconque  x  correspond  un  seul  point  J.  On  voit  de  la  même 
manière  qu'à  un  point  quelconque  ^  correspond  un  seul  point  x. 

Quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque  /',  le  point  f 
correspondant  de  [j:,  p'\^  décrit  une  conique  C  passant  par  lei 
trois  points  ^1^3,  ^1,67  ^2,6  et  ne  passant  généralement  par  aucm 
des  points  fondamentaux  b,  A  cette  conique,  considérée  coiniM 
appartenantà  [p^  tt]^,  correspond  une  courbe  Cio  ayant  six  poinll 
doubles  aux  points  (3,  mais  ne  passant  généralement  par  aucun  dn 
points  fondamentaux  Ci^a,  ^\,Ti  ^2,7-  -^  celte  C|o  correspond  dans 
[tt,  \Y  u^^  courbe  C20  ayant  trois  points  décuples  aux  points  ai, 
a„  7,  six  points  doubles  aux  points  j3'^,  ji', ,  jls'j,  (s'3,  p'^,  (ij  qui  co^ 
respondent  aux  points  j3  dans  la  transformation  [tt,  ^]^.  Done, 
quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque,  le  point  \  décrit 
une  courbe  rationnelle  de  l'ordre  20,  et  il  résulte  de  la  théorie 
des  transformations  biralionnellesque  la  correspondance  entre  la 
points  X  et  ^  est  birationnelle  et  de  l'ordre  10, 

Détennination  des  points  fondamentaux  et  des  jacobiennes  is 
la  transformation  [x,  $]^".  —  Au  point  a,  de  {x)  dans  [x,  pp 
correspond  une  droite  fondamentale  de  {p),  A  cette  droite,  consi-  j 
dérée  comme  appartenant  à  (p)  dans  [/;,  Tr]^,  correspond  dans  [«] 
une  C5  ayant  des  points  doubles  aux  points  |3.  A  cette  (ij,  consi-  ' 
dérée  comme  appartenant  à  (tt)  daus  [tt,  $]*,  correspond  dans  (()  i 
une  courbe  4>io  ayant  des  points  quintuples  en  rt|,  a^,  y  ei  if* 
points  doubles  en  (3'^,,  (5',,  /Bj,  (3 3,  fj\^  jSj.  Donc,  le  point  a^  est  m 
point  fondamental  décuple  dans  lajigure  [x)dela  transfornuUi^ 
[x,  5]-®,  et  la  courbe  4>io  fait  partie  de  la  jacobienne  de  [\)  etê 
un  point  quintuple  au  point  a. 

Le  même  raisonnement  montre  que  les  points  a^  et  6  dans  li 
figure  (x),  les  points  rt|,  a^^  7  dans  ($)  sont  des  points  fondamen- 
taux décuples  de  [x)  et  de  (^),  et  que  la  courbe  fondamentale qiu 
correspond  à  a\^  passe  cinq  fois  en  ce  point. 

Représentons  par  b\^  A',,  //^,  i'g,  b\^  b\^  les  points  de  (.r)  <]»* 
correspondent  aux  points  b  de  [p^  dans  [/?.  x]^. 


bles  en  a%^  a^^  7. 

itonspar  ef  j,  ef^,  e^^  lespointsde  [p)  qui  dans  [/>,  Tr]^ 
ent  aux  points  e,,2,  e,,7,  es, 7  de  (tt)  et  par  e\ ^^  e^^, 
înts  de  (j:)  qui  correspondent  aux  points   eP  de  [p) 

t  ef  2  9  par  exemple,  de  (j:)^ correspond  dans  [p)  de 
point  ef  j.  Au  point  e^  ,^  de  (/7),  considéré  comme  ap- 
I  [^,  tt]*,  correspond  dans  (tt)  le  point  c^^^-  Enfin,  au 
considéré  comme  appartenant  à  (r)  dans  [7:,  5]^,  cor- 
e  droite  dans  (  ^  ) .  Donc,  les  trois  points  e^  sont  des  points 
aux  simples  de  [x)  dans  [x,  Ç]-®. 

oé,  les  points  fondamentaux  d«î  (x)  dans  [x,  ^]'-®  sont 
-,  iV,  i'.S  *;',  *',',  i';,  i;',  <„  <„  <,.  Quam  aux 
idamentales  correspondantes,  notons  seulement  que  celle 
ond  à  aj®  a  un  point  quintuple  en  «,  et  que  celle  qui 
à  ^2  «^  un  point  quintuple  en  ce  point.  Cette  remarque 
Ltile  dans  la  conclusion. 

'usion.  — Puisque  la  transformation  [x*  ^]"®  est  du  ving- 
e,  elle  a  //  -h  2  =  22  points  doubles  ('/Yansfonnations 
les,  p.  237).  Mais  il  faut  observer  qu*au  point  rï|  corres- 
courbe  fondamentale  qui  a  un  point  quintuple  en  Ux  \ 
doit  donc  être  compté  cinq  fois  au  nombre  des  points 
[x,  $]*®,  et  il  en  est  de  même  du  point  aj.  Ces  deux 
riouvant    <;Atîsfaîrf»  À    la  riiip<;fînn.  il  v  n.  dntiT.e  cnurhes 
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les  neuf  points  donnés  ^i^a,,  i,  2,  3,4>  ^t  ^9  7  et  parladroileaie^ 
Si  Ton  considère  que  les  courbes  du  quatrième  ordre  assujcltT' 
à  avoir  deux  points  doubles  en  deux  points  donnés  /if  et  a^,  à  avor 
un  troisième  point  double  de  position  non  fixée  à  Tavance  et 
passer  par  sept  points  simples  donnés  sont  déterminées  par  i3  o 
i4 —  I  conditions,  on  voit  qu'elles  forment  un  faisceau  dont  1 
base  renferme  deux  points  doubles  communs  a  toutes  les  courbe 
du  faisceau.  Le  nombre  des  points  doubles  des  courbes  de  ce  fais 
«•eau  situés  en  dehors  de  la  base  est  donc  donné  par  la  formule 

3(/i  — ij»— 7/7, 
où 

n  zzz  ^     et     p=:  1, 

Dans  ce  cas, 

3  (  /ï  —  I  )'  —  "jP  -^  >  3. 

Le  résultat  trouvé  plus  haut  est  donc  véritié. 

Nous  avons  présenté  au  Congrès  de  Montpellier  une  autre  solu- 
tion géométrique  du  problème  ci-dessus^  nous  renvoyons  pour  celte 
solution  au  Bulletin  de  l' AssociaLion  française  pour  V avanceimnl 
des  Sciences. 

XL  Détennination  graphique  des  douze  courbes  du  quatricmt 
ordre,  —  i"  Pour  déterminer  graphiquement  les  douze  points 
doubles  autres  que  a^  et  «2  de  la  transformation  [a:,  Ç]*",  il  faut, 
d'après  la  théorie  générale  des  transformations  géométriques  de 
M.  Cremona  (  *  ),  tracer  deux  courbes  du  vingt  et  unième  ordre,  et 
ce  tracé  exige  celui  des  courbes  de  deux  faisceaux  du  vingtième 
ordre.  Celte  opération  est  impraticable,  à  cause  de  sa  complication' 
mais  on  peut  arriver  à  la  détermination  des  douze  points  cherche 
par  un  procédé  beaucoup  plus  simple,  que  nous  allons  exposer. 

!\ous  allons  chercher  les  points  p  ou  les  points  tt  qui  couduiseï 
à  ces  points  doubles. 

Prenons  unpointxquelconquequeiiousconsidéronscommeappd 
tenant  successivement  aux  deux  figures  (j:)et  (Ç)  de  la  transform 
tion[a:,  £]. Considéré  comme  appartenant«à(a:*},cepointapourco 

(*)  Loc.  cit.^  p.  Î.J7. 


quelconque  r,  ii  exisie  aouze  rayons  uu  laisccau  ue  aroiies, 
e  centre  est  P,  qui  passent  par  ces  points  doubles.  Un  qucl- 
erde  ces  rayons,  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  (.r) 
PjxJ*,  a  pour  correspondant  une  conique  C2de(/>).Si  le 
r  tourne  autour  de  P,  les  coniques  Cj  correspondantes 
it  un  faisceau  dont  la  base  est  formée  par  les  points  ei^,,  r^i^e, 
epoîntP^  correspondant  à  P.  A  ce  faisceau  de  coniques  corres- 
aiis  la  figure  (tt)  de  [^,7r]^  un  faisceau  de  courbes  Fio  qui  ont  des 
quadruples  aux  six  points  p  et  dont  ces  points  (3  et  le 
\^  correspondant  à  P^,  forment  la  base.  Considérons  main- 
le  faisceau  de  droites  P  comme  appartenant  à  la  figure  (  \  ) 
ït]*.  a  ce  faisceau  correspond  dans  (tt)  un  faisceau  de  co- 
Fs  dont  la  base  est  formée  par  les  points  e^^^i  ^%,it  ^2,1  ^^  1<^ 
P* ,  correspondant  à  P  dans  [Ç,  7r]*.Si  nous  regardons  comme; 
Mindautes  les  courbes  des  faisceaux  rioC*tr2  qui  correspondent 
lème  rayon  du  faisceau  P,  ces  deux  faisceaux  engendrent  une 
Fia  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  r,  qui  donnent  lieu 
3ints  doubles  de  [x,  Ç]^®.  A  un  autre  point  quelconque  Q 
x)nd  pareillement  une  nouvelle  courbe  P,.^,  qui  renferme 
PS  points  TT  qui  conduisent  aux  points  doubles  de  [a-,  Ç]^". 
nnXs  ir  cherchés  sont  donc  au  nombre  des  points  d'intersec- 
bTij  et  de  T\^^  et  il  est  facile  d'éliminer  les  points  étrangers. 
blette  construction  peut  encore  cHre  notablement  simplifiée  en 
uant  les  points  a^  et  a^  au  lieu  des  points  quelconques  P  et 
eQet,  au  faisceau  de  droites  /2|, considéré  comme  appartenant 
danjtr.-r.  ni*,  rorrpsnond  dans  i n\  un  faisceau  de  droites  dnnt 


ilouhlns  p  i/ui  sont  i-trarigerx  à  la  question,  et  elles  se  ■ 
3H  —  4  X  (i  =  1  a  autres  points,  ^ui  sont  tes  points  cher 

3"  Los  courbes  F»  el  P",  sont  faciles  à  coiisiruin*.  Ne  i 
poiis  qiiodf!  Vf 

On  t'oiinait,  a  priori,  six  points  doubles  do  cotto  ootirl 
los  points  {3  ot  doux  points  siniplos,  lo  point  qui,  Ai 
\p,  JiJ*,  corrc^spond  à  ^,^b  cl  [e  point  e^^^.  11  suffît  donc 
sept  antres  points  simples  do  cotte  courbe  pour  qu'elle  se 
mont  détenninéo. 

\  oyons  d'abord  comment  on  peut  trouver  ces  sept  poi 
pour  cela  tracer  deux  courbes  F;  cl  les  rayons  X  correspo 
obtiendra  ainsi  div  points,  parmi  lesquels  on  en  prendra 

4°  Construction  d'une  cour/>e  Fj.  —  Ou  connaît 
doubles  de  cette  courbe,  les  ]M>ints3ot  un  point  simpl 
de  (it)  qui  correspond  à  e^^t  dans  [p)  de  [p,  n]*.  Ou  déli 
rcctement  un  autre  point,  et  ta  construction  de  Fj  osl 
menée  à  la  solution  dn  problème  suivant  : 

5"  Construire  unt^  courbe  du  cini/uiètne  ordre  dont  i 
six  points  doubles  et  deux  points  simples.  —  Pour  plus 
cité,  nommons  ii,  h,  c,  d,  e,J  les  six  points  doubles  doi 
les  deux  jjoînis  simples  donnés.  Les  points  «*,  i,  f,  (/,  f 
minent  un  faisceau  de  cubiques  ayant  un  {wint  double 
courbes  de  ce  faisceau  marquent  une  involntïon  du  secon 
une  ti'ansversale  passant  parj'.  Par  cliacun  des  couples 
cuniutniés  de  celte  involution  et  par  les  sept  points  b. 


i      %tm^,^  w  ^^«^^1 


1^         X^  a*  M»M\^^MM  &«««««%     «  «A       VA^.  I 


XA««     jk^.AAMmmmx^ 


el  elle  repose. 

t/Z|,a3,a3,/Z4,^3,  ^6  les  six  points  doubles;  i,  2,  3,4?  ^96,7, 

neuf  points  simples  donnés.  Le  problème  serait  résolu  si  Ton 

ait  deux  points  x  et  y  rendant  projeclifs  les  deux  faisceaux 

«i>  f'ty  «ai  «4»  «j^  «•»    ï»  -^i   [3,  4»  5»  6,  7,  8,  9], 
>if  ^«.  «3>  ^*>  «j»  û'ei  2,  ,v)  [3,  4,  5,  6,  7,  8,  9]. 

ar  les  sept  points  ^1,  a^^a^^  a^^a^^a^^  i,  et  respectivement 
mil  des  points  3,  4 7  5,  6,  7,  8,  9,  on  fasse  passer  sept  sé- 
ubîques  :  on  déterminera  sur  une  droite  L  passant  par  le 
sept  séries  distinctes  de  couples  de  points  en  involutlon. 
icune  des  sept  séries,  il  sufOra  de  trouver  les  intersections 
courbes  avec  la  droite  L  et  ces  intersections  peuvent  être 
lées  parle  tracé  de  coniques  en  suivant  la  méthode  donnée 
Ihasles  (2). 

leuient,  si  par  les  sept  points  a^  /i.j,  ^3,  a^.  ^3,  a^^  u,  et 
ement  par  les  sept  points  3,  4?  ^y  ^i  7i  ^9  9  ^^^  ^^^^  passer 
;s  de  cubiques,  on  détermine  sur  L  ^ept  autres  séries  de 
le  points  en  involution. 

Ilement,  si  Ton  détermine  les  sept  couples  de  points  Â| ,  B| , 
..  du  premier  système  et  les  sept  couples  de  points  A', ,  B', , 
...  du  second  système,  qui  sont  en  involution  dans  chaque 
et  qui  se  correspondent  un  à  un,  la  question  sera  résolue, 
ubiques 

i^i»  «ïi  ^j>  «it  ^i>  ^61   '»  A|,  Bi), 
(«1»  «jf  ^jf  «41  ftif  ««1   i>  Aj,  B|), 


Dans  cbacuii  (les  systèinus,  il  suflira  de  considérer  iro: 
et  de  construire  la  droite  t]ui  passif  par  lus  deux  poîiils  { 
tioii  inconnus  des  deux  premières,  puis  la  droite  qui  pai 
points  d'intersection  inconnus  de  l'une  de  ces  courbes  et  < 
sièiiie.  Ces  deux  droites  se  couperont  au  point  i-ben:hé. 
structions  se  feront  |)ar  la  mélliode  de  M.  Chasies  (  '  ). 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Etanl  données  sur  une  droite  sept  sérit^s  disiinctus  de  i 
points  en  involution  formant  un  premier  syslitme  et  s> 
séries  de  couples  de  points  en  involulion  formant  un  si 
tème,  on  demande  de  déterminer  quatorze  couples  dep 
jngués  appartenant  aux  quatorze  séries  respectivenienl 
sant  des  /fropriétés  suivantes,  savoir,  tpie  les  se/H  c 
premier  système  soient  en  involution  et  correspondent 
aux  sept  couples  de  points  du  second  système,  qui  doive 
lement  être  en  involulion. 

Que  l'on  prenne  un  cercle  M  et  sur  ce  cercle  un  point  1 
côtés  des  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  < 
points  conjugués  de  cbacune  des  quatorze  séries  interce 
le  cercle  des  cordes  qui  vont  toutes  concourir  en  un  mi 
Soient  &,,  &i,  b,,  £,,  b^,  b^,  b^  les  points  ainsi  obtenu 
sept  premières  séries,  /3|,  ^i,  ^g,  |3t,  ^i,  pe,  jB?  les  poil 
par  les  involutions  de  la  seconde  série.  Si  l'on  déleri 
points  p  et  n  qui  rendent  pi-ojeclifs  les  deux  faisceaux 
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K*5 quatorze  droîles  pb  et  7rj3  interceptent  dans  le  cercle  des  cordes 
qui,  vues  du  point  O,  se  projetteront  sur  la  droite  donnée  suivant 
quatorze  couples  de  points  qui  résolvent  le  problème  proposé. 

^'ous  avons  étudié  ci-dessus  (VI)  le  système  des  points  p  et  t 
qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

P[0i.  ^>  ^3,  hf  ^s)     et     tr(|3„  |5„  p„  ]3^,  p,). 

Supposons  maintenant  qu'à  chacun  de  ces  systèmes  de  points  6  et  |3 
Tiennent  s'ajouter  de  nouveaux  points  b^  et  (Se,  et  proposons-nous 
Je  trouver  les  couples  de  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

p{b^^  ftj,   /;„   b^,  65,  64), 

D'après  le  nombre  des  équations  dont  nous  disposons   pour  dé- 
terminer les  coordonnées  des  points /7  et  tt,  chacun   de  ces  deux 
poinls  peut  occuper  un  nombre  simplement  infini  de  positions. 
Cela  veut  dire  que  chacun  des  points  p  et  Tt  sq  trouve  respective- 
ment sur  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  le  degré. 

Les  points  ^  et  tt  qui  satisfont  à  la  question  rendent  projectifs  les 
Jeox  couples  de  faisceaux  que  Ton  obtient  en  prenant  un  quel- 
conque des  six  groupes  de  cinq  points  b  et  les  groupes  des  points  (3 
orres pondants.  Ainsi,  par  exemple,  ces  points  p  et  tt  rendront 
projectifs  les  couples  de  faisceau^ 

P[bi,  ^„  ^s,  Z^,  bi)     et     7r(j3„  ,5,,  ^„  (3^,  ^5), 
Pi^iy  ai,  ^„  b^y  b^)     et     7r(|5,,  ;3„  5j,  ;3^,  j3e). 

>ous  allons  démontrer  d'abord  que  la  courbe  des  points  p  passe 
ar  Aa,  A|,  b2,  ij,  ii,  is,  b^.  Pour  cela,  désignons  par  pr,  et  Tt..;  les 
oints  /f  et  tt  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p(bt,  b^,  63,   6„   b^)     et     7r(|3,,   S„  /53,  p^,   ^B,!, 
ar  />6  <*t  710  les  points  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

Pi^^u   ^î.   *3,  ^4»   ^eî      et     7r(j6,,   ^„   iSj,    3^,    65). 

.u  point  Ao,  considéré  comme  point/>5,  correspondent  tous  les  points 
'une  conique  Fo  passant  par  pi,  (32,(38,  jSi,  jSs.Âce  même  point  &0) 


398  PREMIÈRH  PARTIE. 

considéré  coiuuie  /^c?  correspond  un  point  que  Ton  détermine  e-^ 

décrivant  sur  (3|,  (Bj,  (îj,  ^^  une  conique  capable  du  rapport  anbar:^ 

monique 

^o(^i>  *2»  ^a>  ^4) 

(cette  conique  est  précisément  Fq),  et  sur  j3|,  ^2?  Pa,  i^e  une  autir 
conique  capable  du  rapport  anharmonique  j 

cette  conique  marque  sur  Fo  le  point  qui  dans  les  deux  transforma  \ 
tions  f/^s,  TTs]^  et  [/?6,  TTg]*  correspond  au  point  A©.  Un  raisonne» 
ment  analogue  montre  que  les  points  &|,  1^2^  ^3,  ^4^  65  et  les  autres 
points  ho  qui  s'adjoignent  aux  autres  groupes  de  cinq  points  b  sont 
sur  cette  courbe  des  points  p.  Il  en  est  de  même  des  points  P  par 
rapport  à  la  courbe  des  points  tt. 

Faisons  passer  par  les  points  6|,  &2,  63,  b^  une  conique  quel- 
conque C  et  clierchons  en  combien  de  points  elle  coupe  la  courbe 
des  points  />. 

Soit  /}  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Pour  trouver  son 
correspondant  dans  [ps^,  Ws]'»  décrivons  sur  (3|,  |3,,  P,,  (â^  une  co- 
nique F  capable  du  rapport  anharmonique 

puis  sur|3|,  {5„  /33,  (is  une  conique  F'  capable  du  rapport  auliarmo- 

nique 

p[bi,  àj,  63,  /^s). 

Les  coniques  F  et  F'  ont  trois  points  j5j,  /3j,  jS^  communs;  le  qua- 
trième point  d'intersection  sera  le  point  tts  cherché. 

Le  point  correspondant  de  p  dans  [/>«,  TTg  J'  s'obtient  en  décrivant 
sur  /3|,  j32,  ^3)  |34  la  conique  capable  de 

p{^\9  Ki  ^3»  ^4) 

(c'est  la  conique  F  ci-dessus),  puis  sur  p, ,  (32,  Pa,  ^s  la  conique  ca- 
pable du  rapport  anharmonique 

Cette  seconde  conique  marquera  sur  F  le  point  ir^  cherché. 


juiquc  C  que  deux  poinls  autres  que  &|,  &i,  b^^  b^  de  la  eourbe 
x>ints  p  qui  salisibiit  à  la  question,  et  à  ecs  deux  points  corres- 
lent  deux  points  de  F.  jNous  concluons  donc  que  tes  courbes 
zhées  des  points  p  et  ?:  rpii  rendent  projectifs  1rs  faisceaux 

p\bi\      et      ;r  S^;(/--|,    2,   3,  4»   5,   6) 

deiLX  courbes  du  troisième  ordre  passant  respect iyenicnt  par 
jainls  bf^  bi^  Aj,  ^4,  ij,  b^  et  par  les  sijr  points  jS©  çui 
tenl  s^ adjoindre  à  chacun  des  six  groupes  de  cinq  points,  b^  et 
fe*  j^oints  j3| ,  H2,  ^Jî  pi*  jSs,  (5fl  et  les  six  points  |5o  f/ui  viennent 
oindre  aux  groupes  de  cinq  points  P/(i  =  i,  a,  3,  4»  ^1  6). 
la  établi,  il  nous  sera  facile  de  trouver  les  systèmes  de  points  p 
qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

P[^ïi   ^t»    ^ly    *4>    ^»t   ^i»    ^7). 

'^(?i»  ?t>  Pa»  p*»  ?»»  r«»  ?•:)• 

î  problème  est  déterminé;  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  so- 
us, parce  que  nous  disposons  d'autant  d'équations  qu'il  y  a 
connues. 
>ur  que  ces  deux  points  ^  et  tt  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[bi)     et    7r{j3^)(/=i,  2,  3,  4»  5,  6,  7}, 

fBt  qu'ils  rendent  projectifs  en  même  temps  les  deux  couples 
lisceaux 
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même,  les  points  p  et  tt  quî  rendent  projectifs  le  troisième  et  le 
quatrième  faisceau  appartiennent  à  deux  courbes  C,  et  Y\ .  Lei 
courbes  C3  et  C,  ont  en  commun  les  points  6j,  b^^  A3,  A^,  A,, 

ainsi  que  le  point  £0  qui  s 'adjoint  au  groupe  com  mun  i^  ^2?  b^^h^^b^ 
et  se  coupent  par  conséquent  en  trois  autres  points  p^^  p^^  p\.  Le» 
courbes  Fj  et  V\  se  coupent  aussi  en  trois  points  n*©,  tt'^,  r^  autirs  \ 
que  les  points  j3  (  *  ).  En  outre,  chacun  des  points  />o  correspond  à  un 
des  points  tt©,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Donc  il  y  a  trois  couples 
de  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

PÎ^if  *j,  ^3,  hf  ^6.  ^6,  ^7]    et    7r(;Si,  s„  p„  ;3^,  ^5,  Sç,  p.)     ;«;. 

11  résulte  de  là  qu*/7  existe  trois   courbes   du  sixième  ordre    . 
{/ui  ont  six  points  doubles  donnés  et  qui  passent  en  outre  par  sept 
points  simples  donnés. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  (XI,  3°)  dix  points  simples  delà 
courbe  du  sixième  ordre  au  lieu  de  sept  que  nous  cherchions;  un 
des  trois  points  non  utilisés  jusqu'ici  servira  à  reconnaître  celle 
des  trois  solutions  qu'il  faut  choisir. 


(')  Ces  trois  points  se  construisent  par  des  intersections  de  coniques,  en  suÎTant  b 
méthode  de  IVI.  Chastes,  Comptes  rendus,  décembre  iS55,  p.  1190. 

(*)  Voir^  au  sujet  de  ces  deux  dernières  questions,  de  Joxociéres,  loc.  cit.,  p.  M, 
et  RuD.  Sturm,  !oc.  cit. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


I.  BONCOMPAGNI.  —  LeTTEnA  inedita  di  Cart.o-Fkderico  Oauss  a  Sofia 
Gebmai.n.  Firenze,  calrugrafiaed  aulografia.  Achille,  Paris,  1H79. 

La  I^trttn^  iiicdite  de  Gauss  dont  M.  le  prince  l^incompagni  vient 
le  pulilitT  sous  ce  titre  une  i*eproduction  pliotolitliographicjue  (') 
î5l  ilalot»  dtî  a  Brunsvic,  ce  3o  april  1807,  jour  de  ma  naissance  ». 

L<*s  circonstances  qui  ont  précédé  cette  Lettre  sont  fort  ronia- 
lesques.  Supliie  Germain  avait  lié  correspondance  avec  (}auss  sous 
le  pseudonyme  d'un  amateur  nommé  Leblanc  (').  (lauss  répondait 
lous  le  couvert  du  savant  orientaliste  Silvestre  de  Sacy  ('). 

Pendant  la  campagne  de  Prusse,  un  ami  de  la  famille  (icrmain, 
le  général  Pernety,  fut  chargé  de  diriger  le  siège  de  Hreslau.  Sophie 
[^rmaîn  en  profita  pour  recommander  au  général  Tillustre  géo- 
mètre, cpii  reçoit  bientôt  mille  politesses  du  gouverneur  de  la  ville 
de  Brunswick  et  d*un  chef  de  bataillon  nommé  Chautcl,  dépêché  à 
ret  efl'et.  Ktonné,  Gauss  demande  naturellement  à  qui  il  est  rede- 
vable de  ces  gracieusetés.  On  lui  nomme  une  femme  :  il  ne  la  con- 
naît iK>int.  On  écrit  alors  à  Paris,  et  tout  s'éclaircit  par  une  Lettre  de 
Sophie  <jermain  (*  ). 

La  réponse,  comme  on  ptîut  le  prévoir,  débute  par  les  plus 
chaudes  félicitations  et  par  les  témoignages  de  la  plus  vive  recon- 
naissance. 

Vient  ensuite  une  importante  critique  de  ces  deux  théorèmes 
trop  généralement  énoncés  par  Sfjphie  Germain  : 

«  Si  la  somme  des  puissances  /*'*°"de  deux  nombres  quelconques 
est  de  la  forme  A/i  H- /ï//i  la   somme  de  ces  nombres  euz-mèmes 
de  la  même  forme  ». 


.'  ■  '  L'histoire  du  recueil  autographe  dont  elle  est  extraite  sera  prochainement  ex- 
posée par  l'éditeur. 

r  S)  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain,  Édition  Stupuy.  Paris,  1879,  p.  298- 

3o?. 

f  •  ;    /*/«/.,    p.   302. 

\^*)  On  voit,  par  le  début  de  la  réponse,  que  ceiie  lettre  fut  écrito   le  ao  février 
Bull.  Jrs  Sciences  math^m,,  a*  Série,  l.  III.  (Octobre  1879.)  '-*•" 
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«  Si  Tuii  (h's  fadeurs  clt»  la  formule  jy  ^  nzz  (/lélaut  un 
prcinîcr)  est  de  la  forme  (i,o,  «),  Taulre  appartient  ne 
inent  h  la  même  forme    o. 

Enfin,  nous  remarquons  dans  cette  Lettre  les  deux  cuoj 
vants  : 

I.  Sinip  un  nombre  premier  de  la  forme  3/i  +  i.  Je  dis  que  3 
-h  2  et  —  2  )  est  résidu  cubique  de  p^  si  p  se  réduit  a  la  forme 

que  1  est  non-residu  cubique  de/?,  si  f^p  se  réduit  a  cette  forme 

7,   i3,    19,  3i,  37,  4^,  61,  67,  73,  79,  97. 

Vous  ne  trouvères  que 

3i  rir  4  -f  27,     ^3  ^=  16  -h  ?.7 
et 

9.--£.\^{m(H\.^i),     :».==  (—  9)^  (mod.43). 

II.  Soit/?  un  nombre  premier  de  la  forme  8«  -f-  1.  Je  dis  qu 
—  2  seront  résidus  ou  non-residus  biquarrés  de  p  suivant  ce  qu< 
n'est  pas  de  la  forme 

.7'x  •+-  64  JJ. 

Par  ex.  parmi  les  nombres 

17,  4't  73»  B9,  97,    ii3,    137, 

vous  ne  trouvez  que 

73  =  94-64,     89  =  254-64,     113  =  49-4-64. 
et 

25*^2(mod.  73).     5^^2  (mod.  89),     20*^2{mod.  i 

La  forme  de  ces  énoncés  est  certainement  inédite.  Le  pr 
trouve,  sous  une  forme  beaucoup  plus  générale,  démonln 
célèbre  Mémoire  de  Jacobi,  De  résidais  cubicis  comment 
merosa  (  '  )  9  le  second  a  été  communiqué  par  Gauss  à  h 

(»)  Journal  de  Crelley  l.  2,  p.  60-69;  >8*7' 
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Royale  de  Gottîngue  en  1 82$  (  *  )  et  démontré  dans  le  VI*  Volume 
4es  youveaiix  Commentaires  (  *). 

Les  autres  passages  de  cette  Lettre  peuvent  être  facilement  éclair- 
cîsel  commemés. 

Les  notes  savantes,  dont  toutes  vos  lettres  sont  si  richement  remplies, 
iD*ont  donné  mille  plaisirs.  Je  les  ai  étudiées  avec  attention,  et  j^admire  la 
Êwililp,  avec  laquelle  vous  avez  pénétré  toutes  les  branches  de  TArithmelique, 
et  la  sagacité  avec  laquelle  vous  les  avez  su  généraliser  et  |)erfectionner. 

Outre  la  Lettre  qui  est  l'objet  de  cet  article,  nous  possédons  de  la 
correspondance  de  Gauss  et  de  Sophie  Germain  : 

/"t'ne  Lettre  de  Sophie  Germain  signée  Leblanc^  non  datée, 
frotaLJement  la  première  de  toutes  (•)•, 
2' Tnc  Lettre  de  Gauss,  datée  de  Brunswick  le  20  août  i8o5(*). 
3*Laréj)onse  de  Sophie  Germain  (^  )^ 

^"Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  16  juin  1806,  en  réponse  à  la 
ffécédeule  f*)^ 
5"  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  19  janvier  1808  (  ^  ). 
Entre  la  première  et  la  seconde  des  pièces  que  nous  venons  de 
Tter,  il  y  a  une  lacune  évidente  j)our  le  lecteur  ;  entre  la  quatrième 
t  la  cinquième,  il  faut  placer  d'abord  la  Lettre  de  Sophie  Ger- 
ain,  datée  du  22  février  1807,  à  laquelle  Gauss  fait  allusion  au 
fbut  de  sa  Lettre  du  3o  avril  ^  on  peut  supposer  ensuite  une  re- 
lise à  cette  Lettre  du  3o  avril.  Ces  vides  seraient  fort  regrettables 
les  quelques  fragments  inédits  qui  se  rapportent  aux  Disquisi- 
\nes  arilhmeticœ,  dans  les  papiers  de  Sophie  Germain,  ne  nous 
raient  un  moyen  à  peu  près  sur  de  les  combler. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  —  auquels  pour  le  dire  en 


■^  G^tiingiseke  gelehrte  Anzeigen,  der  ente  Rand  auf  das  Jahr  i835,  cité  par 
obi  i^Oe  rrsiduis  cubicis  commentatio  numerosa)  dans  le  Journal  de  Crelh,  t.  ?, 
iC,  Jignea  io-i3;  1827. 

*)  Gauss  fferÂe,  2**'  Band,  p.  65  et  suivantes. 

*)  OEut^res  philosophiques  de  Sophie  Germain,  Édition  Stupuy,  p.  398. 
*)  Jbid.,  p.  3oG. 
•)  Ibid.,  p.  3o8. 
«)  Ibid.^  p.  30-?. 
tbid.,   p.  3 18. 

a8. 
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passant  je  dois  surtout  la  heureuse  situation,  dont  j'ai  joui  pendant  h  ^ 
de  notre  duc,  le  [sic]  victime  malheureux  de  son  attachement  fîdel /ic 
la  maison  de  Prusse 

Ce  duc  est  le  duc  Cliarles-Guîllaumc-Feixiinand,   né  le  9 
tobrc  1735  et  inortelleaicut  blessé  à  la  bataille  d'Âuers ta edl [180 
c'est  à  lui  que  sont  dédiées  les  Disquisitiones  arithmeticœ. 

Soit/ï  un  nombre  premier.  Soient  les/?  —  i  nombres  inférieurs  à />  | 
tagés  en  deux  classes 

A.  .  .  1,  ?.,  3,  4i       •    •♦     î(/^  —  0» 

B...j(/i4-i),     i(/^H-3),     |(/'-f-5i,      ...,     p  —  u 

Soit  a  un  nombre  qiielquonque  non  divisible  par  p.  Multipliés  tou 
nombres    A  par  a  ;   prends  en   les  moindres  résidus  selon    le  modiil 
soient,  entre  ces  résidus,  «  appartenants  à  A  et  C  appartenants  à  Bde  j 
que  a-f-6=:J-(^  —  i).  Je  dis,  que  a  est  résidu  quarré  de  p  lorsque 
pair,  non  résidu  lorsque  Ç  est  impair. 

On  peut  tirer  de  cette  proposition  plusieurs  conséquences  très  rc 
({uables;  entre-autres,  elle  donne  le  moïen  d'étendre  Tinducticm,  par  laq 
on  rassemble  des  cas  speciels  du  théorème  fondamental  aussi  loin  qu'on 
ce  qui  ne  pourroit  se  faire  par  les  méthodes  exposés,  art.  lU6-lâ^. 

J'ai  donné  dans  mon  ouvrage  deux  démonstrations  rigoureuses  de  c 
meux  théorème,  et  j'en  possède  encor  trois  autres  toutes  cntiei*ement  ( 
renies  entre  elles;  deux  d'entre  elles  même  peuvent  être  conduites  de 
différentes  manières  chaqu'une:  ainsi  je  pourrois  soutenir  que  je  peusl 
montrer  de  sept  manières  différentes.  Les  autres  démonstrations  que  je 
fererois  pour  Telegance  aux  deux  données  dans  mon  ouvrage,  seront  put 
aussitôt  que  j'y  trouverai  l'occasion. 

Des  trois  démonstrations  ultérieures  que  Gauss  mentionne  cl 
cv.  passage,  la  première  a  été  communiquée  à  la  Société  Royale 
Sciences  de  Gutlingue,  le  i5  janvier  1808,  et  imprimée  dans 
X\  1*"  volume  des  Commentaires  de  cette  Société  (  *  )  ;  la  second 
été  communiquée  à  la  même  Société  le  24  août  1818  et  imprio 
dans  le  Volume  I  de  ses  JVoia^eaiix  Commentaires  (2);  latroisîe 


(«)  r.-F,  Gauss  ff'erkr,  t.  Il,  p.  /j-8.  GiHtingue,  1808. 

(«)  MiV/.,  t.  Il,  p.  r,7-r)',;  1811. 
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a  été  communiquée  le  lo  février  1817  et  imprimée  dans  le  IV*  Vo- 
lume des  Xouveaux  Commentaires  (*). 
A  propos  des  corrections  suivantes  aux  Disquisitiones  arithme- 

licœ  : 

Page  146  [cas  {4)]l-  21  lises  comme  il  suit  :  «  Facile  vero  perspicitiir, 
«  ista  aequatione  deduci  posse  haec  a'pKh,  . .  .(a),  zh/rARa'. . ,  (6), 
Xah R/? . , .  1  7  ).  Ex  ( «  )  sequitur,  perinde  ut  in  (  2  ),  /i  vel  utriusque  /i',  p  vel 
WQtrius  rtsiduum  esse.  Sed  cnsus  prior  idco  est  impossibilis,  qiiod  ex  //Ra' 
et  Ç  Sf-querelur  aRa'  contra  hypoth.  Quaraobreni  n«*cessario  est  h^p 
id€ïK|ue,  |>er  !  y  j  a^p,  Q.  E.  D.  »> 

Au  reste  à  la  |>age  i44  i^  ^  trouve  une  faute  d'im))ression  non  indi- 
«juée,  savoir  art.  139,  ligne  3,  au  lieu  de  dtflN/?,  il  faut  lire  ±a^p. 

On  peut  remarquer  que  le  second  lapsus  a  été  corrigé  dans  la 
traduction  française  (*•*). 

J'aorois  re|M>ndu  plus  tôt  à  votre  lettre,  mais  la  découverte  d*une  nouvelle 
planète  par  Mr.  Oibers  m*a  un  peu  distrait. 

Celle  nouvelle  planète  est  Festa,  entrevue  pour  la  première  fois, 
comme  on  sait,  le  29  mars  1807  (^). 

Par  le  |)remier  essai  que  j'ai  fait  sur  son  orbite,  je  trouve  son  mouvement 
considérablement  plus  vite  que  celui  de  Q'rès,  P;illas  et  Junon,  savoir 
978*  par  jour.  L'inclinaison  deTorbite  de  7° 6'.  L'excentricité  0,1. 

Les  cil i lires  exacts  sont  pour  le  moyen  mouvement  d(;  V^esta 
509,978'^,  pour  son  inclinaison  7°5'49'^5,  pour  sou  excentricité 
0,097005  (*). 

le  viens  d'achever  un  ouvrage  étendu  sur  les  méthodes,  qui  me  sont 
propres,  à  déterminer  les  orbites  des  planètes.  Mais  quoique  je  Taie  écrit  en 
iDemand,  je  trouve  beaucoup  de  difficulté  d'y  cngagm*  un  libraire. 

11  s'agit  dans  ce  passage  du  fameux  Ouvrage  de  Gauss  imprimé 


V 

'1 


v"l  C.-F.  Gauss  Iferke,  t.  Il,  p.   iSy-ifij;   1818. 
]  R^herchf s  arithmétiques,  Irad.  Poullet-Delislc.  Paris,  180-,  p.  io3. 
)  jiitrottomisches  Jahrbuch  fur  Berlin,    1807,  p.  Ji  i. 
viMonatlicke  Corresjiotidettz,   Band  XV,    p.  5(jo-Gou  ;  Juiii    1807.  Gauss  H^crki\ 

^'  >».  I».  iS;. 
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L'u  latin  sous  Je  litre  :  Theoria  motus  corpontm  cœlestium  in 
tionihus  conUis  solem  amhientiuni.  Hamburgi,  sumtibus  Frîdf 
Perllics  et  J.-H.  Besser,  1809.  Dans  une  Lettre  datée  du   19  i 
vier  1808,  (lauss  éeril  à  Sophie  Germain  (  *  ). 

L'ouvrage  sur  le  calcul  des  orbites  des  planètes  dont  je  vous  ai  | 
dans  ma  dernière  lettre  est  enfin  sous  presse.  J'espère  qu'il  sera  ac 
dans  cpielques  mois.  Je  n'ai  pas  redouté  la  peine  de  le  traduire  tn  latin 
qu'il  puisse  trouver  un  plus  grand  nombre  de  lecteurs. 

Ces  curieux  détails  et  les  précieuses  remarques  que  nous  a\ 
citées  constituent  pour  M.  le  prince  Boncompagni  un  nouveau  t 
à  la  reeoiuiaissanee  des  géomètres.  C.  IL 


^o« 


GRÂM  (J.-P.).  —  Om  R.ckkeudviklinger,  bestemte  vid  Hj^lp  ap  de  uiivd 
KvADRATERS  METHODE  (').  —  Kjobenhavn,  1879.  In-8**,  laa  piigcs. 

Soit  donnée  la  forme  d'une  série  convergente  à  coefficients  i 
connus,  qui  doit  représenter  soit  une  fonction  qui  prend  des  valta 
données  pour  certaines  valeurs  de  Targument,  soit  une  foncti 
donnée,  et  supposons  qu'on  veuille  se  contenter  d'un  nombre 
terme»  de  cette  série  fixé  d'avance.  L'auteur  s'est  proposé  de  déli 
miner  les  coefficients  de  manière  que  la  série  donne  alors  la  me 
leure  approximation  aux  valeurs  données  ou,  dans  un  interva 
donné,  à  la  fonction  donnée,  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement 
l'on  prend  les  coefficients  des  premiers  termes  de  la  série  iutiniec 
représenterait  exactement  la  fonction.  L'auteur  regarde  comme 
meilleure  l'approximation  où  la  somme  des  carrés  des  dillércD' 
des  valeurs  données  o  et  de  celles  qui  résultent  de  la  sériC) 
carrés  étant  multipliés  par  les  poids  v^  est  un  minimum;  dan: 
cas  d'une  fonction  continue,  la  somme  sera  remplacée  par  une 
tégrale  définie. 

L'auteur  résout  son  problème  en  substituant  aux  fonctions 


^')  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain,  Éilition  Stupay,  p.  330. 
(*)  Sur  des  déi'eloppements  en  séries  au  moyen  de  la  méthode  de»  moindres  et 
Tbèie  souteaue  à  l'UiiiverBÎté  de  Copenhague.) 
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forineut,  au'ï  coefficients  inconnus  près,  les  ternies  de  la  série 
doDoéis  des  fonctions  linéaires  ^  de  ces  fonctions  données,  qui 
(lépendeiit  encore  du  poids  r  et  qui  satisfont  h  la  condition 

Il  somme  Z  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  Targument  pour 
lesquelles  on  connaît  les  valeurs  o  de  la  fonction  cliercliée.  En  fai- 
llit usage  de  ces  nouvelles  fonctions  <p,  il  faut  prendre  le  nombre 
«lemandé  de  ternies  de  la  série  suivante  : 

Iv'if-  ^'i"L-  Iv'L- 

Celk*  série  s'appelle  une  série  d'interpolation. 

Si  le  nombre  des  termes  est  égal  h  celui  des  valeurs  données  o, 
l'expression  trouvée  sera  exacte.  On  pcnit  se  demander  si  la  même 
fkose  a  lieu  dans  le  cas  où  la  série  doit  représenter  une  fonction 
«^ntiuue  donnée,  si  Ton  prend  un  nombre  infini  de  termes.  Cela 
Jépend  de  certaines  conditions  de  convergence  discutées  par  TauU^ur. 
Lauteur  applique  les  développements  trouvés  à  des  fonctions 
<t>Dtinues   données.  La  série,  devant  remplacer  dans  Tintervalle 
depuis  o  à  I  (et  d'autres  intervalles  donnés  peuvent  se  réduire  à 
cdai-ci)  une  série  développée  suivant  des  puissances  de  j:,  sera 
liéveloppée  suivant  des  fonctions  sphériques.  Les  séries  de  Fourier 
^  les  développements  suivant  des  fondions  de  ]k*ssel  ou  des  fonc- 
ions cylindriques  sont  aussi  des  séries  d'interpolation.  Ces  déve- 
loppements utiles  se  présentent  ainsi  d'un  point  de  vue  commun. 
L'auteur  applique  ensuite  sa  méthode  h  des  fonctions  dont  les 
valeurs  sont  données  pour  des  arguments   équidistants  et  à  des 
égalisations  de  résultats  numériques  trouvés  par  observation. 


UHBERG  (J.-L.).  —   Qu^STioNEs  Archimede.e.  Inest  de  arena3  numéro  li- 
beWus.  —  Uauniœ,  1879.  In-S",  168  pages  en  latin  et  3o  pages  en  grec  ('). 

L  auteur  philologue,  qui  prépare  une  édition  grecque  des  œuvres 


'W 


^^^  Mulenuc  à  rtiiivencilé  de  Copeiilia{;up. 
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d'ArcliJinède,  s'occupe  îcî  de  la  vîe,  des  écrits,  des  inachmcs,  de 
rArilliméliquc  et  du  dialecte  du  grand  géomètre  grec,  et  ajotttt| 
couime  spécioieii  de  l'édition  qu'il  se  propose,  sa  restauration  di 
texte  grec  du  Mémoire  sur  le  nombre  des  grains  de  sable  [Arena' 
ria).  Le  Chapitre  sur  l' Arithmétique  d'Archimède,  où  il  expose  et 
critique,  par  exemple,  les  ditlérentes  hypothèses  sur  le  calcul  dcf 
racines  carrées  d'Archimède,  montre  qu'il  possède  les  eonuaissanoo 
mathématiques,  et  eu  particulier  des  Mathématiques  de  Tantiquitéf 
indispensables  pour  la  tache  qu'il  s'est  proposée. 


KLEIN  (F.).  —  Weiterb  UiNTERSUCHUNGEN  l'BER  DAS  Ikosaeder.  —  MathciD. 
Ann.,  t.  Xll,  p.  5o3-56o. 

GORDAN  (P.).  —  Ueber  pie  Avflosuxgen  ter  Gleichungen  5-TEif  Grades.   : 
—  Malh.  Ann.,  l.  XIII,  p.  375-404. 

j 

KLEIN  (F.).  —  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionbn  uî» 
DiK  AuFLosuNG  DER  Gleicuungen  5-ten  Grades.  —  Math.  Ann.,  t  XIY, 
p.  1 1 1-177.. 

On  a  rendu  compte  dans  le  Bulletin  des  recherches  faites  anté- 
rieurement sur  les  formes  binaires  qui  se  reproduisent  par  des 
transformations  linéaires  -,  on  a  indiqué  comment  l'étude  de  la 
forme  binaire  du  douzième  degré,  représentée  géométriquement 
par  les  douze  sommets  d'un  icosaèdre  régulier,  se  relie  étroite- 
ment à  la  théorie  de  Téquation  générale  du  cinquième  degré  ('). 
C'est  cette  connexion  même  entre  les  deux  questions  que  M.  Klein 
et  M.  Gordan  ont  prise  pour  point  de  départ  de  leurs  recherches 
5ur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans  le  premier 
des  Mémoires  dont  nous  rendons  compte,  on  montre  comment  les 
soixante  mouvements  de  rotation  qui  ramènent  l'icosaèdre  sur  lui- 
même  se  décomposent  eu  douze  sous-groupes  et  comment  on  est 
ainsi  conduit  à  une  résolvante  du  cinquième  degré.  La  liaison  de 


(*)  D'un  autre  côté,  ces  reche/chcs  trouvent  une  application  directe  daus  la  théorie 
des  éciuations  linéaire»  du  second  ordre  intégrables  algébriqucineut. 


racines  d*uiie  équation  du  cinquième  degré  au  moyen  des 
telles  icosaédriques,  et  cela  sous  une  forme  appropriée  au 
imérique.  Les  méthodes  algébriques  étant  ainsi  exposées 
•es  suffisamment  loin,  M.  Klein,  dans  le  dernier  .Mémoire, 
;s  efforts  du  coté  des  fonctions  elliptiques*,  ))Our  appro- 
question,  il  est  nécessaire  de  donner  ci  la  théorie  de  la 
nation  des  fonctions  elliptiques  une  base  nouvelle  :  le 
e  M.  Klein  sert  ainsi  de  transition  à  des  recherebcs  ulté- 

ut  dire,  en  premier  lieu,  comme  résultat  déGnitif  de  ces 
ivaux,  que  la  forme  binaire  du  douzième  degré  représentée 
quement  par  Ticosacdre  constitue  la  base  véritable  d*uue 
atîonnelle  de  l'équation  du  cinquième  degré.  En  second 
remarques  qui  suivent  ne  sont  pas  sans  importance  pour  la 
es  équations  algébriques. 

fondement  de  toutes  les  reclierclies  sur  les  équations  aigé- 
e  trouve  dans  la  théorie  de  Galois  ;  mais  cette  théorie  ne 
as  tous  les  éléments  dont  on  a  besoin  pour  le  problème  de 
Jon.  Deux  équations  peuvent  avoir  le  même  groupe  (au 
Galois)  sans  qu'il  soit  possible  de  passer  rationnellement 
à  l*autre,  et  la  résolution  d'une  des  équations  peut  être 
lemeut  plus  facile  que  celle  de  Tautre  :  par  exemple,  l'équa- 
aédrique  est  une  équation  du  soixantième  degré,  dont  le 
mbrasse  soixante  substitutions  ;  elle  est,  au  sens  de  Galois, 
e  résolvante;  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  en 


f 
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Galois.   Un   travail  de  M.  Kroneckcr,  de  1861,  contient  déjà  ^ 
résultats  analogues. 

a®  La  théorie  des  invariants  joue  également  un  rôle  iniporf^A 
dans  les  mûmes  recherches  ;  mais  les  choses  ne  se  passent  pas  comnM 
pour  les  équations  des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degré; 
pour  ces  équations,  il  est  avantageux  de  regarder  le  premier 
membre  comme  une  forme  binaire  et  d'étudier  cette  forme  dans  le 
sens  delà  théorie  des  invariants.  C'est  de  cette  façon  que,  dansles 
travaux  de  M.  Brioschi  et  de  iM.  llermite,  est  traité  le  premier 
membre  de  l'équation  du  cinquième  degré,  dont  les  invariants  ser- 
vent de  point  de  départ  aux  recherches  ultérieures.  Mais  h*s  mé- 
thodes qui  réussissent  pour  les  équations  dont  le  degré  est  inférieur 
à  5  ne  présentent  plus  le  même  avantage  quand  on  \eut  les 
appliquer  aux  équations  de  degré  supérieur.  Les  racines  de  Tune 
des  premières  équations  jouissent  en  ellet  de  celte  proj)rîélê  de 
pouvoir  se  permuter  au  moyen  de  transformations  linéaires  bi- 
naires, ce  qui  n'a  plus  lieu  pour  l'équation  du  cinquième  degré.  B 
est  beaucoup  plus  avantageux  de  relier  les  équations  de  degré  supé- 
rieur à  des  formes  qui  se  reproduisent  pai  des  transformations  li- 
néaires, maisqui  ne  sont  plus  nécessairement  binaires.  Pour  Téqui' 
tion  du  cinquième  degré,  il  existe  encore,  en  fait,  une  telle  formi 
binaire;  seulement  elle  est  du  douzième  degré.  Le  système  qui,  ai 
sens  de  la  théorie  des  invariants,  appartient  à  cette  forme,  et  qi 
d'ailleurs  possède  le  caractère  le  plus  simple,  joue  dans  ces  recherchi 
le  rôle  le  plus  important. 

1.  L'icosaèdre  est  une  forme  binaire  déterminée  du  douzièo 
ordrey(rH,r,2)  =  o,  dont  le  système  complet  se  réduit  au  hessien 
et  au  déterminant  fonctionnel  (y,H)  =  T,  dont  le  carré  s'exprii 
linéairement  au  moyen  def'^  et  de  11'  5  on  peut  donner  à  /'la  fon 
canonique 

et  l'on  a 

On  peut  énoncer  ainsi  le  problème  fondamental  :  jÉtoiU  donn 
(es  valeurs  de  fet  rfeT,  trouver  les  valeurs  correspondantes  de 
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«;.  Luc  fois  ce  problème  résolu  pour  la  forme  canouique,  il  Test 

aosiipour  la  forme  générale.  Le  rapport  r<  =  —  dépend,  à  cause  de 

Iqaation  (i),  d'une  équation  du  soixantième  degré;  c'est  cette 
rfualion  que  l'auteur  appelle  équation  icosaédrique.  Elle  a  la  forme 
niraule,  quand  on  emploie  la  forme  canonique  : 

Dans  le  cas  général,  au  contraire,  elle  est 

ooBestun  invariant  rationnel  et  du  premier  degré  par  rapport 
aax  coefficients  de  y,  X  est  le  paramètre  de  l'équation  icosaé- 
driqne.  La  propriété  capitale  de  cette  équation  consiste  en  ce  que 

in  soixante  racines  r<  =  —  se  déduisent  d'une  racine  quelconque  au 

owjen  de  substitutions  linéaires,  indépendantes  de  X.  Pour  la  forme 
cuionique^  les  racines  sont 


o,     c»,     .1 


.  .  ,  ^         , ,  r  ri  Tf         .    .     2  7r"l 

r   s*,      [  <   4-  r  \t*,      I  c  =  cos  -^  -4- 1  siii  -v-  I 


croû  l'on  déduit  les  soixante  substitutions 


t!  =  i*r, 


V 


r, 


Ces  substitutions,  au  moyen  de  transformations  linéaires,  don- 
nent les  substitutions  correspondantes  pour  la  forme  générale.  De 
ce  groupe  de  soixante  substitutions  d'une  variable  unique  yî  on  peut 
déduire  un  groupe  de  soixante  couples  de  substitutions  binaires  à 
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déterminant  +  i ,  en  remplaçant  r<  par  —  et  m'  par  -r  et  en  séparant 

les  numérateurs  et  les  dénominateurs. 

Toute  fonction  des  racines  de  Téquation  icosaédrique  peul^  m 
moyen  des  formules  (4))  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  radiN. 
Ces  substitutions  (4)  forment  le  groupe  de  Galois  pour  TétputiQi 
icosaédrique.  On  obtient  immédiatement  les  résultats  suivantsai 
moyen  de  la  représentation  conforme  (Schwarz,  Journal  i 
Borchardt,  t.  70) .  La  sphère  des  r^  est  décomposée  par  Icsplaasi 
symétrie  de  l'icosacdre  en  cent  vingt  triangles  alternativement  ëgao] 

et  symétriques  dont  les  anglessont  -»  ^^  -;  les  soixante  triangle 

d'une  espèce,  les  soixante  triangles  de  l'autre  représentent  les  demi 
plans  positifs  ou  négatifs  dcsX.  Les  soixante  racines  d'une  équatioi 
icosaédrique  sont  toujours  représentées  parsoixante  points  homolo 
gués  des  triangles  correspondants  et  les  permutations  dans  le  groapi 
de  Galois  s'obtiennent  par  les  soixante  rotations  qui  ramènent  l'ico 
saèdrc  sur  lui-même.  Au  moyen  de  ces  soixante  rotations,  onpeui 
former  des  sous-groupes  de  2,  3,  5,  4?  65  10,  12  substitutions, dont 
les  trois  premiers  appartiennent  au  type  de  la  division  du  cercle. 
les  trois  suivants  au  type  de  la  double  pyramide,  et  le  dernier  an 
type  du  tétraèdre.  Les  groupes  de  points  qui., pour  ces  sous-groupes, 
restent  invariables  fournissent  des  résolvantes  de  Téqualion  de 
l'icosaèdrc,  et  les  degrés  de  ces  résolvantes  sont  respeclivemoit 
3o,  20,  12,  i5,  10,  6,  5. 

On  obtient  une  résolvante  du  sixième  degré  au  moyen  des  six 
couples  de  points  opposés  de  Ticosaèdre.  Soit  c&(r,,,if32)  =  o  unuJ 
couple  de  points,  dont  le  déterminant  soit  égal  à  -f-  5,  z  =  f-sera 
une  fonction  à  six  valeurs,  racine  de  l'équation 

c  «  —  I  o/z^  -I-  1 4  4  H  2  -+-  5/  *  =  o . 

Le  discriminant  de  cette  équation  est  égal,  sauf  un  facteur  nu- 
mérique, à  T*.  Lorsque  l'on  donne,  comme  on  l'a  supposé,'* 
valeur  de  T,  on  connaît  ainsi  la  racine  quatrième  du  discri minant; 
dans  les  autres  cas,  la  racine  carrée  de  ce  discriminant  est  cou- 
nue  rationnellement.  Cette  équation  est  un  cas  spécial  de  l'équalion 
du  multiplicateur  de  Jacobi  pour  la  transformation  du  ciuquièoM? 
ordre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  c'est  là  le  point  w 
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épart  des  reclicrclies  de  M.  Kroneeker  sur  la  résolution  de  Téqua- 
on  du  cinquième  degré. 

La  résolvante  du  cinquième  degré  correspond  au  sous-groupe  du 
rpe  du  tétraèdre.  Pour  un  tel  sous-groupe,  douze  rotations  laissent 
iTariables  deux  tétraèdres  réguliers  Zt  et  Tj  formant  ensemble  les 
rHcs  d'un  cuboïde  (  TVûrJel)  W,  puis  un  octaèdre  t  et  l'agrégat 
jes  douze  points  correspondants.  Mais  pour  les  fonctions  les  plus 
impies  qui  soient  racines  de  la  résolvante  du  cinquième  degré,  on 
loit  évidemment  choisir  /(y3i,y;2)  et  W(y3i,y;2),  parce  que  ce  ne  sont 
las  les  fonctions  T,(»î|,r,2)  ^^  "^al*?!^  *îi)  4^î  se  reproduisent,  mais 
rien  leurs  cubes.  On  obtient  les  cinq  octaèdres  f(yj,, >? 2)  au  moyen 
le  Téquation  du  cinquième  degré 

[6]  /*—  io/V-*-45c/*'— i2T  =  o, 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  résolvante  de  Briosclii  pour  Téqua- 
tion  de  Jacobî  du  sixième  degré  ^  quant  à  Téquation  en  W,  elle  est 

(7}  WM  4o/*W*—  7C10/HW-4-  ici^H*  — o. 

Des  valeurs  de  t^  et  de  W^  on  déduit,  par  le  procédé  suivant,  une 
résolvante  générale  dont  les  racines  y  satisfont  aux  conditions 
2)  =  o,  2  >  2  ==  o  .  Posant 


jlXO". 


V 


jv  =  -jp+7r' 


OÙ  À,  il  sont  des  constantes  arbitraires,  on  obtiendra  une  équation 
iu  cinquième  degré 

9  ^)^^-f-  5A^>*-+-5Br-f-C=:  o, 

Jonl  les  coefticients  dépendent  seulement  du  paramètre 

En  choisissant  le  rapport  -  de  façon  que  h.  =  o,  ce  qui  exige  la  ré- 

«olution  d'une  équation  du  troisième  degré,  cette  équation  prendra 
fa  forme  donnée  par  Jerrard. 
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Pour  étudier  Téqualiou  générale  (du  sixième  degré)  du  iiiulti 
cateur  de  Jacobi,  équation  qu'il  introduit  dans  la  seconde  Partie 
son  Mémoire,  M.  Klein  part  encore  du  problème  icosaédrique  s 
la  forme  canonique  : 

Étant  donné  un  icosnèdre  sous  la  Jorme  canonique,  ainsi  ^ 
les  valeurs  numériques  des  invariants  simultanés  que  possède  i 
icosaèdre,  joint  à  une  certaine  forme  quadratique 

on  se  propose  de  déterminer  les  coefficients  de  cette  demie 
forme. 

Le  système  simultané  se  compose  du  discriminant  A  =  AJ  4- Aii 
de  la  forme  quadratique  et  de  trois  formes  IV,  C,  D,  entre  le 
quelles  existe  une  relation.  Le  problème,  en  lui-même,  adm 
soixante  solutions,  et,  si  Ton  connaît  une  des  formes  quadr 
tiques  qui  constituent  ces  solutions,  on  obtient  les  cinquante-ne 
autres  en  appliquant  à  x^^tX-y  les  cent  vingt  substitutions  biuair 
icosaédriques. 

On  n'obtient  ainsi  que  soixante  formes,  parce  qu'à  une  subsi 
tution  binaire  en  correspond  une  autre  obtenue  en  cliangeanlse 
lement  le  signe  des  variables.  Ce  groupe  de  substitutions  est  eiico 
le  groupe  de  Galois  du  nouveau  problème. 

En  regardant  les  coeflicients  de  la  forme  quadratique  comme I 
coordonnées  trimétriques  d'un  point  d'un  plan,  on  obtient  ui 
figure  liée  étroitement  à  la  représentation  plane  de  la  surface H 
gonale  du  troisième  ordre  de  Clebsch. 

Si  la  forme  quadratique  est  le  carré  d'un  binôme,  on  sorte  (|« 

q  --Al  rj  +  2Ao.rijrj—  AjTj  =  (ri  rj  —  ï^j^Ti  ', 

le  point  Aol  Al  :  Ao  se  trouve  sur  laconique  A  =  o,  dont  lespoii 
représentent  le  système  de  quantités  yji  t  vîa.  La  forme  B  =  o  repi 
sente  un  système  de  quinze  droites  obtenues  en  joignant  les 
points  fondamentaux  qui  répondent  <à  la  séparation  dc^* en  facK 
du  second  degré  ;  cette  figure  forme  dix  hexagones  de  Briancl 
Les  courbes  B'=  o,  C'  =  o  ne  s'interprètent  pas  aussi  sim 
ment;  mais,  à  Taide  de  l'équation  A  =  o,  on  peut  les  modifie 
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lière quelles  aient  aux  points  fondamentaux  des  points  mul- 
5  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible.  Ou  obtient  ainsi  deux  ex- 
ions  B  et  C  qui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  courbes  de 
s  6  et  10,  d'espèces  4  et  o,  ayant  aux  points  fondamentaux: 
miere,  des  points  doubles  \  la  seconde,  des  couples  de  points 
roassement  (points  quadruples) . 
[uation  du  sixième  degré  de  Jacobi  est  déGnie  par  les  équa- 

,;«-_4A(j~  A)^-4-ioB(3  — A)^  — C(3— Al-f-'SB*  — AC  =  o, 

vT^—  Ao  -f- 1* Aj  -h  «-* Aj  ; 

ae  quatrième  de  son  discriminant  est,  à  un  facteur  numé- 

[>rès,  égal  à  D.  Ainsi,  le  problème  icosaédrique  se  confond 

i  résolution  de  l'équation  de  Jacobi,  en  adjoignant  à  cette 

re  la  racine  quatrième  de  son  discriminant. 

r  eflectuer  le  calcul,  ou  montre  que  les  racines  de  Téquation 

atique 

q  z=z  A^.r^  -f-  2Ao.''i>*j —  Aj.rJ  :rr  o, 

les  désigne  par  —j  ^>  dépendent  des  équationsieosaédriques 


les  parainèlnîs  X,,  Xj  sont  des   fonctions   rationnelles  de 

l  C,  ]). 

ralciil  de  ces  paramètres  s'eirceUie  eoinplèlenient   au   nioven 

équation  quadratique,  et  Ton  obtient  linaleinent 


t 


A  u  —  *<  5  t  j  »      A  2  "   -         ^<  1  "ï  I  » 

.  ■'■'i  -SI  "+"  ■'■''•îi 

Ao= 

9. 


is  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Klein  expose  une 
de  nouvelle,  fondée  surTéquation  icosaédrique,  pour  laréso- 
des  équations  du  cinquième  degré  dans  lesquelles  la  somm 
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des  racines  cl  celle  de  leurs  carrés  sont  nulles,  ainsi  que  cela  aliea 
dans  l'équation  (9),  obtenue  précédemment  comme  une  résol« 
vante. 

Toute  équation  du  cinquième  degré  peut  être  ramenée  à  cette 
forme  au  moyen  de  transformations  rationnelles.  L'auteur  emploie 
les  considérations  géométriques  qui  suivent.  Les  cinq  racines  jtfjii 
y^ij^tys  d'une  équation  du  cinquième  degré,  liées  entre  elles  pu 
Téquation  de  condition  2^  =  o,  sont  regardées  comme  les  coor» 
données  pentaédriques  d'un  point  de  l'espace,  pouvant  prendre  en 
général  cent  vingt  positions  diilérentes  obtenues  parla permutatioi 
des  cinq  racines^  les  permutations  reviennent  à  des  collinéatioM 
de  l'espace.  Si  maintenant  on  a  aussi  2y^  =  o,les  cent  vingt  pointi 
sont  situés  sur  une  surface  (p  du  second  degré  5  les  génératrices  de 
cette  surface  sont  transformées  comme  il  suit  par  les  cent  vingt  cot 
linéations  :  pour  les  soixante  collinéations  qui  résultent  de  peroiii- 
tations  paires  des  racines,  chaque  faisceau  se  reproduit;  pour  les 
soixante  autres  collinéations,  les  deux  faisceaux  s'échangent.  Les 
génératrices  d'une  même  espèce  constituent  une  niultiplicitë  ra- 
^io/zwe//e  de  première  dimension,  susceptible  d'être  représentée  au 
moyen  d'un  paramètre  X.  Une  collinéation  qui  ramène  sur  lui- 
même  un  faisceau  de  génératrices  revient  à  une  transformation  li- 
néaire de  X.  Il  suit  de  Ifi,  d'après  un  théorème  général,  que  les 
soixante  valeurs  de  X  relatives  aux  soixante  génératrices  d'un  même 
ensemble  dépendent  d'une  équation  icosaédrique.  Le?  paramctrei 
des  génératrices  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  desj.  Ces  paramètres  sont  choisis  de  façon 
que  l'équation  icosaédrique  se  présente  sous  forme  canonique;  cela 
étant  fait,  on  a  les  racines  y  en  fonction  rationnelle  des  racines 
de  cette  équation,  ou  en  fonction  rationnelle  d'une  seule  de  ces 
racines. 

La  forme  canonique  du  paramètre  se  déduit  de  l'étude  des 
groupes  particuliers  de  génératrices  de  chaque  faisceau,  de  ces 
groupes  qui,  au  lieu  de  soixante,  comprennent  douze,  vingt  et 
trente  droites.  On  parvient  ainsi  à  former  l'équation  icosaédrique 
au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans 
les  formules  finales  pour  les  racines  y  entre  la  racine  carrée  du 
discriminant  de  l'équation  du  cinquième  degré,  et  ainsi  cette  ra- 
cine carrée,  qui  n'a  aucune  influence  sur  le  nombre  des  substitutions 
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***ï groupe  (le  Galoîs,  est  nécessaire  pour  la  rcsolulioii  de  l'ëquatioii 

^  cinquième  degré. 

Relativement  à  la  résolution  d^une  équation  icosaédrique,  il 
ft)avient encore  dédire  qu'elle  peut  s'obtenir,  ainsi  qu'on  le  montre 
faos  les  §§  7-9  de  la  première  Section,  au  moyen  d'une  férié  hy- 
er]^éométrique,  par  le  quotient  de  deux  solutions  particulières  de 
^Dation  diflerentielle  liypergéométrique. 

U.  Dans  le  travail  de  M.  Gordan,  la  relation  entre  l'équation 
saédrique  et  la  résolution  de  Téquation  du  cinquième  degré  où 
1  suppose  nulles  les  sommes  des  racines  et  des  carrés  des  racines 
établie  de  telle  façon,  que  les  expressions  qui  entrent  dans  les 
nmles  se  présentent  comme  les  co variants  d'une  certaine  forme 
iblement  binaire,  dont  l'auteur  cherche  d'abord  à  constituer  le 
terne  complet, 
leprésentous  parj^o  Ticosacdre 

'  ^1  sa  forme  hessienne,  par  y^  le  déterminant  fonctionnel 
)'t  et  dej^j  ;^'mJ>'2îJ'3  forment  le  système  complet  relativement 
ccent  vingt  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire  à  toutes  les  fonç- 
as entières  qui  ne  changent  point  par  les  substitutions  icosaé- 
qaes. 

n  maintenant  on  considère  une  forme  avec  deux  séries  de  va- 
bles  j'i,  j^a  et  X|,  X2,et  qu'on  applique  aux  j*  une  de  ces  substi- 
ions  et  aux  x  la  substitution  obtenue  en  changeant  la  racine 
quième  de  l'unité  e  en  c^,  on  peut  se  demander  quelles  sont 
les  de  ces  formes  qui  se  reproduisent  par  cette  transformation 
iultanée  et  chercher  à  constituer  le  sjstème  complet  au  moyen 
quel  pourront  être  composées  toutes  les  formes  jouissant  de  cette 
opriété. 
On  obtient,  comme  forme  de  moindre  degré  en  x  et  en  j) , 

On  se  propose  ensuite  de  trouver  les  covariants  de  y,  en  suppo- 
i^ni  qu  on  fasse  subir  aux  variables  x  et  y  des  transformations 
iniéûres  indépendantes  l'une  de  l'autre.  En  employant  le  procédé 

^^11  des  Sciences  mathém.,  ->.•  Série,  t.  111.  (Octobre  i«79.}  29 
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croniiu  sous  le  nom  de  f/eberscfiiebung,  on  jK)se  synibolîq 

F=«ia;  et  *  =  ^;r5;. 

On  obtient  trente-six  formes,  dont  toutes  les  autres  sont  de 
tions  enticf^es ;  ces  trente-six  formes  s'expriment  ralionnelleo 
moyen  de  cinq  d'entre  elles. 

Pour  l'équation  du  cinquième  degré,  il  y  a  lieu,  ainsi  qu 
vu  précédemment,  de  considérer  les  sous-groupes  du  type 
traèdre.  Pour  les  sous-groupes,  trois  formes  fondamentale 
nous  désignerons  par  g- i,g^2?  5^3  î  et  qui  sont  du  sixième,  du  hi 
et  du  douzième  degré,  restent  invariables.  On  peut  maintenan 
cher  le  système  complet  des  formes  avec  deux  séries  de  va 
qui  se  reproduisent  quand  on  fait  subir  à  y  et  à  x  deux  de  ces 
formations,  dont  la  seconde  se  déduira  de  la  première  par  k 
gement  de  e  en  e^  ;  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  par 
est  la  forme  bilinéaire 

(i3)  x=— .ri(-^i-+--'*2'-t-.v,(x,  —  .r^).    • 

En  appliquant  le  môme  procédé  que  précédeuinu^nt  (  l/ehe 
bung)  aiVLX  formes  ^,,  g^-,  g"3,  Xi  ^'^  obtient  un  système  di 
ibrmes-,  les  formes  icosaédriques  peuvent  être  coni|>osées  ave< 
elles  s'expriment  toutes  rationnellement  au  moyen  de  cinq  « 
(dles  .  On  a  en  particulier  l'équation 

(  i4)  Z'-^  5/r  -  5?/  -  ^^  -    o, 

dans  laquelle  les  formes  icosaédriques  c,  et  '^  sont  définies 
équations 

(i5)  .-.^i/J),,,     .>=^i2(/,./,.,. 

En  regardant  ^  comme  inconnue,  y,  9.  ^  comme  données,  et 
pliquant  à  a:  et  à  y  les  cent  vin^^t  substitutions,  on  obtient  1 
racines  de  l'équation  (  1 5  ) 

(i6)  Xv—  —  «'-^iri  -^  «*'-^i .>"2  -  ^  '-'iXi  —  «^'-^j^î- 

Mais  le  produit  des  diHTérences  de  ces  ^v^  égal  à  la  racine  ca 
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^■^^riininanlde  réquation,  est  une  forme  A  qiu'  l'on  peulconstniirt* 
^^^cies  formes  du  système  icosaëdrîquc. 

regardant  cette  racine  carrée  comme  donnée^  on  peut  déduire; 
^^  relations  du   système  icosaédrique  une   forme  C   à  l'aide  de 

^^«lueJle  on  jHîut  déterminer  le  rapport  ~  par  une  équation  icosaé- 

^frwjue,  puis  trouver  ;f  sous  forme  rationnelle. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  M.  Gordan  reprend  la  question  avec 
la  forme  de  Jerrard  et  établit  la  connexion  de  sa  solution  avec  celle 
de  M.  Hermile. 

III.  Dans  le  troisième  Mémoire,  M.  Klein  établit  cette  connexion 
d'anc  manière  jiouvelle.  Le  point  de  départ  de  ses  recherches  est 
dans  une  certaine  représentation  géométrique  de  la  dépendance  du 

rapport  des  périodes  &>  =  —  de  Tintégrale  elliptique  /  — — ^  etl'inva- 

riant  absolu  —de  la  forme  binaire  biquadratiquey(x).  Si  cet 

invariant  parcourt  un  demi-plan  positif  (ou  négatif),  cose  meut  sur 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  formés  par  des  arcs  de  cercle.   Aux 

sommets  de  ce  triangle,  dont  les  angles  sont-^?  -t  o,  correspondent 

les  valeurs  de  J,  savoir  o,  i ,  ao  .  Le  plan  des  w,  d'après  le  principe  de 
symétrie,  est  entièrement  recouvert  de  tels    triangles,  ainsi  que 
M.  Dedekind  l'a  montré  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  modu- 
laires. Ces  ligures  triangulaires  jouent  le  même  rôle  dans  la  théorie 
<Iela  transformation  que  les  parallélogrammes  dans  celle  des  fonc- 
Uons  doublement  périodiques.  Soit  J'  l'invariant  d'une  intégrale 
elliptique  se  déduisant  de  la  précédente  par  une   transformation 
du  7i**"*  ordre,  /i  étant  un  nombre  premier.  J'  et  J  sont  liés  entre 
eux  par  une  équation  du  (w -f- 1  )'*"*  degré  ;   la  considération  du 
Sangle  permet  d'étudier  le  système  deramiGcalion(/''e/-3ti'ei^aw^'j 
deJ',  regardé  comme  fonction  de  J.  L'espèce  p  de  la  surface  de 
Kiemann  à  employer  est  nulle  pour  /i  ==  2,  3,  5,  7,  1 3,  et  l'on  peut 
ainsi  exprimer  Jet  J'en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t.  Ces 
{onctions  rationnelles  se  déterminent  complètement  par  la  multi- 
I     çuciiédc  certains  facteurs,  en  sorte  qu'il  y  a  là  une  méthode  nou- 
l     ^eUc  pour  l'étude  des  équations  de  transformation.  Pour  /i  =  j, 
I     "^  ïî,on  a  les  équations  qui  suivent,  équations  où  l'on  suppose  J 
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et  J' exprimés  de  la  même  façon  au  moyen  de  r  et  de  t',  et  où  l 
donné  les  relations  entre  t  et  t'  : 
Transformation  du  cinquième  ordre, 

J:  J  —  I  :  I  =r:(T*—  lOT  4-5)' 

tt'  =  1^5; 
Transformation  du  septième  ordre, 

J:J—  I  :  i=(T«-t-i3T-t-49)[T«-f-5T  -+-i}» 
:;t*-+-  147^-1-637*4-707  — 7)».:  1728T, 

tt'=:49; 

Transformation  du  treizième  ordre, 
J:  J  — I  :  I 

=  (T'-h5T4-    l3j(T^-f-  7t'-+-  20T*-h  19^4-  1)' 

:  (t2  4- 6t  4- l3)  .;t«  4- lOT'i  4- 46t^ -4- 108t' -4- I29.T» -f- 38t — 

:  1728T, 

TT'rr=i3. 

La  variable  t  est  une  fonction  de  fjf  =  e'"^  qui,  dans  les  cas  c 
sidérés,  est  égale  h 

I25MS     49M*,     i3M, 
où 


M 

n 


7^11(1  —  ç*'')* 


M.  Klein  se  pose  ensuite  la  question  suivante  :  Quelle  est 
relation  de  l'équation  deJacobidu  sixième  ordre  et  de  Téquati 
icosaédrique  avec  Téquation  de  transformation  ainsi  obtenue  po 
/i  =  5? 

Le  passage  deTéquation  de  Jacobi  du  sixième  degré,  dans  le  o 
où  A  =  o,  se  fait  immédiatement  en  posant  z  ^=  z^  dans  l'équatio 
obtenue  poiu*  n  =  5  entre  J  et  t  et  en  prenant  les  racines  cobiqnii 
des  deux  membres. 
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On  obtient  ainsi 

v/a 

('cpalîon  qui  a  élé  utilisée  par  M.  Kronecker  dans  sa  résolution  de 
réquation  du  cinquième  degré,  qui,  loulefoîs,  se  présente  dans  son 
travail  sous  une  forme  plus  compliquée,  parce  qu'il  considère  le 
module  Â^  au  lieu  des  invariants  rationnels  g^  et  A. 

Pour  l'équation  icosaédrique,  elle  s'obtientjen  formant  la  résol- 
%  ante  de  Galois  de  l'équation  qui  relie  J  et  J'  (  pour  //  =  5),  et  c'est 
fie  plus  la  forme  la  plus  simple  de  cette  résolvante.  Sa  racine, 
regardée  comme  fonction  de  J,  se  ramiOe  de  façon  que,  des  soixante* 
feaillets  de  la  surface  de  Riemann  il  y  en  ait  trois,  quatre  et  cinq 
qui,  respectivement,  se  réunissent  pour  J=  i,  2,  oo  . 

Par  suite,  p  est  encore  nul,  et  l'on  peut  obtenir  la  résolvante  de 
Galois  sous  sa  iorme  la  plus  simple  en  introduisant  comme  incon- 
nue la  fonction  tî,  qui,  surla  surface  de  Riemann,  ne  prend  qu'une 
fois  chaque  valeur,  et  l'on  trouve  Téquation  icosaédrique 

La  relation  entre  yj  et  0)  se  représente  géométriquement  de  la  façon 

mm 

suivante  :  7;  se  meut  sur  un  des  cent  vingt  triangles  aux  angles  ^* 

^î  ^  que  les  plans  de  symétrie  de  Ticosaèdre  découpent  sur  la 

Sphère  lorsque  tù  se  meut  sur  un  des  triangles  dont  nous  avons  pré- 
cédemment expliqué  la  formation.  Ânalytiquement  cette  relation 
s'obtient  au  moyen  de  la  formule  connue 

IQ,   _      -\  I  -I-  <y»—  ^<^— ly'*— 7'»— <7»>-f-.  .  . 

U  signification  de  l'équation  icosaédrique  dans  la  transformation 
du  cinquième  degré  se  trouve  ainsi  complètement  établie^  finale- 
^«ilM.  Klein  déduit  de  la  théorie  de  l'icosaèdre  les  formules  uti- 
"séesparMM.  Hermite  et  Brioschi  pour  la  résolution  de  l'équation 
<Mi cinquième  degré.  Il  reste  à  prouver  que  pour  les  irrationnelles 
^cosaédriques  existent  des  équations  modulaires.  Or,  si  J  et  J'  sont 
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liés  par  une  Irausforiuatîou  du  /*'*"•  ordre,  n  étaut  un  iKiiiibre  Jj:^..^^^ 
mier  différent  de  f\  il  y  a  aussi  entre  les  irrationnelles  ico^^^  ^ 
driques  correspondantes  n,  r!  une  équation  du  (/i  -f-  i  )'*"•  degré»    ^ 
prenant  //  =  *i,  on  tombe  sur  une  équation  du  ti*oisième  degré  qui 
fournil  le  moyen  de  passer  de  l*icosacdre  à  la  forme  de  Jerranrf  n 
résout  ainsi  la  question  posée. 


UATTENDORFF  (K.).  —  Algebbaisciik  Analysis.  liannover,  1877.  —  In-S\ 
298  pages. 

M.  Haltendortr  se  plaint  dans  sa  Prél'ace  du  dédain  que  pnifeenl 
pour  les  mélUodes  purement  algébriques  les  étudiants  en  Mathéma- 
tiques, qui,  à  peine  sorlis  du  Gymnase,  veulent,  sans  avoir  reçu 
la  préparation  suflisante,  aborder  de  suite  le  Calcul  infinitésimal. 
Son  Livre  est  destiné  k  leur  faciliter  <*ette  préparation. 

11  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  la  prcîmière  est  consacrée  aux 
nombres  réels,  la  seconde  aux  nombres  compb'xes. 

Après  avoir  introduit  la  notion  de  limite,  M.  1  la tleudorff  ap- 
plique cette  notion  à  la  détermination  de  la  mesure  du  cercle. 
regardé  comme  limite  de  polygones  réguliers  inscrits  ou  circon- 
scrits dont  le  nombre  de  côtés  augmente  indéiiniment,  à  la  déGni- 

lion  du  nombre  tt,  à  la  recherche  de  la  valeur  limite  de pour 

j:  ==  o,  à  la  définition  du  nombre  e,  obtenu  sans  l'intermédiaire  de 

la  série,  comme  la  limite  de  (  i  H 1    »  pour  /«  infini. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  séries  tant  à  termes  positifs  qu à 
termes  positifs  ou  négatifs  ^  la  règle  de  convergence  de  Gauss,daDS 
toute  sa  généralité,  aurait  pu  être  donnée  dans  ce  Chapitre.  Puis  il 
introduit  les  séries  doublement  infinies,  dont  on  devrait,  aussibien, 
dire  quelques  mots  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales;  k 
théorème  sur  la  multiplication  des  séries  trouve  là  sa  place  ntUi- 
relle. 

Vient  ensuite  la  définition  des  fonctions  continues  et  uniforme' 
les  fonctions  entières,  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissance 
ascendantes  de  la  variable,  tant  qu'elles  sont  couvei^ntei,  ^^ 
continues. 
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Ces  préliminaires  établis,  on  passe  a  rétude  des  fonctions  simples 

[i-hx]'*^  a'^  logx,  sinx,  cosx,  arcsinx,  arceosj:,  arctango:  et 
(b  séries  qui  les  représentent. 

Telles  sont  les  matières  contenues  dans  la  première  Partie. 

L'introduction  des  nombres  complexes  exige  des  délinitions  nou- 
velles pour  les  opérations  élémentaires,  pour  la  fonction  expo- 
oeiitielle  et  la  fonction  logarithmique,  les  fonctions  circulaires  ;  1; 
fonction  exponentielle,  dont  la  définition  est  le  point  de  départ  de 
toutes  les  autres  définitions,  est  regardée  comme  la  limite,  pour  //i 
inGni^  de 


1 


.r  -f   /  )• 

/// 


U  est  ensuite  nécessaire  d'étendre  aux  nombres  complexes  la 
notion  des  séries  infinies,  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
bnctiou  d'une  quantité  complexe  et  par  la  continuité  d'une  telle 
Iboction,  d'étendre  enfin  les  notions  ainsi  acquises  aux  fonctions 
H  aux  séries  simples  déjà  étudiées^  enfin,  tout  en  restant  dans  le 
tofflaine  de  l'Algèbre,  il  convient  d'introduire  la  notion  de  dérivée 
't  de  montrer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  cette  science  5  les 
Propositions  fondamentales  sur  la  possibilité  de  développer  en 
*rie  une  fonction  continue  et  uniforme  et  sur  la  forme  de  ce  dc- 
l'eloppement  trouvent  là  leur  place. 

M.  Hattendorfl  passe  ensuite  à  l'étude  des  produits  infinis;  sina* 
•t  cosa:  sont  mis  sous  cette  forme.  Quelques  mots  sont  même 
tJDsacrés  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  la  transfor- 
natioD,  par  une  méthode  due  à  Cauchy,  des  produits  qui  figurent 
lu  numérateur  et  au  dénominateur  de  ces  fonctions  en  séries  in- 
inies. 

Après  la  décomposition  en  facteurs,  vient  naturellement  la 
lécomposilion  en  fractions  simples.  C'est  dans  ce  Chapitre  que 
•ont  placés  le  théorème  sur  la  variation  du  logaritliitie  d'une  fonc- 
tion dont  la  variable  indépendante  ou  plutôt  le  point  qui  la  figure 
décrit  un  contour  simple,  et  le  théorème  fondamental  sur  la  décom- 
position en  facteurs  d'une  fonction  entière,  qui  peut  en  être  regardé 
comme  une  conséquence  ;  on  peut  ensuite  aborder  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles,  et,  plus  généralement,  du  quotient 
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(le  deux  produits  iniluis^  Tapplication  à  la  fonclion  tangx  est  toi 
indiquée. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fractions  continues.. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  SYSTÈMES  DESMIQUES  DE  TROIS  TÉTRAÈDRES  ; 
Par  m.  CYPARISSOS  STEPHANOS. 

Les  systèmes  de  trois  tétraèdres  formant  trois  surfaces  d'un  fiy^. 
ceau  du  quatrième  ordre,  systèmes  qu'on  peut  appeler  dcsntiéfues 
(de  cEfffXTj,  faisceau),  jouent  dans  la  Géométrie  de  l'espace  le  même 
rôle  que  les  systèmes  de  quatre  triangles  appartenant  à  un  même 
faisceau  de  cubiques  dans  la  (jéométrie  du  plan. 

Cependant,  tandis  que  ces  derniers  systèmes  ont  été  l'objet  des 
rcclierclies  de  plusieurs  géomètres  et  que  leurs  propriétés  soiii 
maintenant  bien  connues,  l'existence  des  systèmes  desmiques  de 
trois  tétraèdres  à  peine,  autant  que  nous  savons,  a  été  entrevue. 

Dans  le  présent  travail,  nous  avons  tenté  d'exposer  quelques- 
unes  des  propriétés  les  plus  remarquables  d'un  système  desmiquc 
de  trois  tétraèdres,  en  nous  réservant  de  compléter  cette  élude, 
dans  une  certaine  mesure,  une  autre  fois,  ci  Taide  de  considéralions 
différentes. 

PUEMIÈHES  PROPRIÉTÉS  d'uN  SYSTKME  DESMIQUE  DE  TROIS  TÉTHAÈDlK- 

1 .  On  remarque  sur  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  des- 
miquc douze  sommets  E,  douze  faces  F  et  dix-huit  arêtes  0(0* 


(*)  II  convient  de  noter  ici  qac  la  recherche  que  nous  allon»  entreprendre  M î*?" 
porte  à  des  tétraèdres  n'offrant  aucune  particularité  projectile  dans  la  disposition^ 
leurs  faces. 

Mous  n'examinerons  donc  pas  ici  les  faisceaux  ponctuels  de  cônes  concentriqBi*  *** 
quatrième  ordre  comprenant  trois  cônes  formés  do  quatre  plans.  Nous  renarqts^''^ 
seulement  qu'on  arrive  k  des  faisceaux  de  ce  genre  en  projetant  d'un  point  de  rMp*^ 
1.1  section  plane  d'un  faisceau  comprenant  trois  tétraèdres  proprement  dits. 
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Aous  dirons  qu'uu  point  E  cl  un  plan  F  sont  opposés  lorsqu'ils 
ornent  deux  éléments  opposés  d'un  des  tétraèdres  A,  B,  C;  nous 
^pjjcllerons  de  même  deux  droites  G  opposées  lorsqu'elles  forment 
deux  arêtes  opposées  d'un  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

3ons  emploierons  aussi  quelquefois,  pour  abréger,  les  expres- 
sions un  couple  de  droites  G,  un  couple  d* arêtes  d'un  tétraèdre, 
au  lû'U  de  ces  autres  un  couple  de  droites  G  opposées,  un  couple 
fl  'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre. 

1  Les  seize  droites  L  formant  Tintersection  commune  des 
trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  dosmique  sont  distribuées 
par  quatre  sur  les  douze  plans  F.  Par  chacune  de  ces  droites  L 
passent  trois  plans  F  appartenant  respectivement  aux  tétraèdres 
A,  B,  C. 

Par  le  point  d'intersection  e  de  deux  droites  L  situées  dans  un 
plan  F  passent  toujours  deux  autres  droites  L.  Ces  quatre 
droites  L  prises  deux  à  deux  déterminent  six  plans  F,  groupés 
en  trois  paires  ;  les  plans  de  ces  paires  appartiennent  respective- 
mentsaux  tétraèdres  A^B^C  et  se  coupent  sidvant  trois  droites  G 
passant  par  e. 

Toute  droite  L  est  rencontrée  par  neuf  autres  droites  L,  situées 

par  trois  sur  les  trois  plans  F  passant  par  la  première  et  convergeant 

aussi  par  trois  vers  trois  points  e  situés  sur  la  première. 

i6.3 
Les  droites  L  se  rencontrent  donc  quatre  par  quatre,  en     1    = 

points  e. 


la 


19.  .3 

3.  Sur  toute  droite  G  se  trouvent     "^  =  a  points  c.  Les  huit 

lO 

droites  L  passant  par  ces  deux  points  sont  situées  par  quatre  sur 
'«  deux  plans  F  dont  l'intersection  est  formée  par  la  droite  G 
«^nsidérée. 

Par  ces  mêmes  points  passent  deux  à  deux  les  faces  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  auxquels  n*appartient  pas  la  droite  G  considérée, 
<le  manière  que  les  arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  passent  par  l'un  de 
ces  points  sont  opposées  à  celles  qui  passent  par  l'autre. 

four  que  deux  tétraèdres  déterminent  un  faisceau  du  qua- 
'nèmc  ordre  comprenant  un  troisième  tétraèdre,  il  faut  donc  que 
chacune  des  arêtes  de  l'un  rencontre  deux  arêtes  opposées  de  l'autre, 
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ou  bien  il  faut  que  chaque  couple  d'arêtes  opposées  de  l'un  sof' 
puie  sur  un  couple  d' arêtes  opposées  de  l'autre. 

On  peut  dire  de  deux  tétraèdres  offrant  entre  eux  cette  derniiic 
disposition  (\\xils  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

4.  Considérons  maintenant  un  point  e[e^)  et  les  trois  droitaG 
appartenant  respectivement  aux  tétraèdres  A,  B,  C  et  passant  pir 
ce  point.  Sur  chacune  de  ces  trois  droites  se  trouve  im  nonveii 
point  e  par  Jequel  passent  les  droites  G  opposées  aux  deux  autres; 
ces  trois  points  ei,  e2,  ^3  forment  donc  un  triangle  dont  les  trois 
côtés  e^e^^  ^3^0  ^«^2  coïncident  respectivement  avec  lesdroitesG 
opposées  aux  trois  droites  e^e^^  ^0^29  ^o^s*  Les  quatre  points ei,e,, 
«2,  es  forment  ainsi  les  sommets  d'un  nouveau  tétraèdre,  dont  les 
trois  couples  d'arètcs  opposées  appartiennent  respectivement  aw 
tétraèdres  A,  B,  C. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  nouveaux  tétraèdres  a^  &,  c,aja]il 
pour  sommets  les  douze  points  e. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  deux  quelconques  do 
tétraèdres  d'un  système  desmique  s'appuient  entre  eux  par  leon 
arêtes.  Nous  découvrons  maintenant  de  plus  que  les  couples  d'arèto 
de  deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  appuyés  sur  un  même  coupe 
d'arêtes  du  troisième  s'appuient  aussi  entre  eux  de  façon  à  former 
avec  ce  troisième  couple  les  six  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre. 

Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même  fois- 
ceau  du  quatrième  ordre,  il  faut  donc  que  de  leurs  arêtes  se  compo- 
sent trois  nouveaux  tétraèdres  a,  A,  c,  ayant  avec  chacun  des 
premiers  un  couple  commun  d'arêtes. 

5.  Par  chacune  des  quatre  droites  L  situées  sur  une  face  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  passe  une  face  de  chacmi  des  deux  autres 
tétraèdres.  Deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  sont  donc  âtuei 
en  homologie  [ou  en perspectix^e)  de  quatre  manières  dijfferenttsi 
les  quatre  faces  du  troisième  tétraèdre  sont  les  bases  de  ces  homo- 
logies  (  '  ) . 


(*)  La  seule  mention  que  nous  connaissions  de  deux  létraèdres  situés  eo  P^'^P'^ 
iive  de  quatre  manières  différentes  se  trouve  dans  le  Mémoire  de  CremoDS  :  Tfort»* 
stereometrici  fiai  quali  si  deducono  le  proprietà  delV  esagrammo  di  Paseai,  n*  * 
(H,  Accad.  dci  Lincei,  Mem.  délia  classe  di  Scienze  fis.,  matem.  e  natvr.,  i8;;> 
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iOQLSMEM'  :  Lorsffue  deux  tétraèdres  sont  situés  en  homo- 
quatre  manières  différentes,  le  tétraèdre  formé  par  les 
oses  d'homologie  appartient  au  faisceau  déterminé  par 
premiers.  En  eflet,  les  seize  droites  suivant  lesquelles  Ivh 
ises  d'homologie  coupent  les  faces  de  Tun  de  ces  tétraèdres 
it  avec  les  droites  suivant  lesquelles  les  mêmes  bases  cou-^ 
aces  de  l'autre. 

hons  maintenant  de  préciser  la  nature  des  quatre  homo- 
vaut  lesquelles  on  peut  faire  correspondre  entre  eux  deux 
>  d'un  système  desmique. 

oute  correspondance  liomologique  entre  deux  espaces, 
tes  homologues,  si  elles  ne  se  confondent  pas,  se  rencon- 
in  point  coïncidant  avec  son  homologue,  situé  dans  la 
mologie,  et  déterminent  un  plan  coïncidant  aussi  avec 
logue,  passant  par  le  centre  d'homologie.  Une  droite  ne 
sa  propre  homologue  que  si  elle  appartient  à  la  base 
^e  ou  si  elle  passe  par  le  centre  dMiomologie.  On  sait  de 
pour  qu'une  homologie  soit  involutive  il  sufGt  que  deux 
distincts  de  l'espace  se  permutent  entre  eux  par  elle, 
nément  à  cela,  dans  toute  correspondance  homologique 
c  tétraèdres  A  et  B  d'un  système  desmique,  à  tout  couple 
e  A  correspond  celui  des  couples  d*arètes  de  B  sur  lequel 
î.  Le  tétraèdre  a  déterminé  par  deux  couples  homologues 
deux  arêtes  appartenant  au  troisième  tétraèdre  C  du  sys- 
oïncidant  avec  leurs  homologues.  En  ellet,  Tune  de  ces 
is  est  située  sur  la  base  d'homologie  et  joint  deux  sommets 
îspondant  à  eux-mêmes,  tandis  que  Tautre  passe  par  le 
omologie  et  forme  l'intersection  de  deux  faces  de  a  cor- 
it  à  elles-mêmes. 

lèdrea  se  transforme  donc  en  lui-même,  de  sorte  que  ses 
es  sommets  situés  sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'homo- 
îrmutent  entre  eux  et  que  ses  deux  autres  faces  passant 
e  appartenant  à  la  base  d'homologie  se  permutent  aussi 


». 


^connaissons  ainsi  que  : 

Mre  correspondances  homologiques   de  deux  des   té- 
A,  B,  C  d'un  système  desmitfue  doi\^cnt  être  insfoluti\*es. 


428  PRËMIÈUB  PARTIE. 

7.  Nous  venons  de  voir  comment  dans  toute  correspondance  " 
mologique  entre  les  tétraèdres  A  et  B,  aussitôt  qu'une  aréle  (^ 
est  située  sur  la  base  d'homologie,  Taréte  op]>osée  passe  p^ 
centre  d'iiomologie.  On  en  déduit  que  : 

Dans  toute  correspondance  homologiqiie  de  deujc  des  té- 
traèdres d'un  système  desmique,  ayant  pour  base  une  face  V  ia 
troisième  tétraèdre,  le  centre  d'honiologie  coïncide  avec  le  som- 
met E  opposé  à  cette  face. 

De  ce  fait  il  s'ensuit  que  : 

Les  points  E  opposés  aux  trois  plans  F  passant  par  une  droiteh 
sont  situés  sur  une  même  droite  A. 

Ces  droites  A  sont  donc  au  nombre  de  seize  et  convergent  par 
quatre  aux  quatre  sommets  de  chacun  des  tétraèdres  A,  6,  C.  Par 
conséquent  : 

Les  sommets  de  trois  tétraèdres  appartenant  à  un  mêmefais' 
ceau  ponctuel  du  quatrième  ordre  forment  trois  enveloppes  de 
la  quatrième  classe  appartenant  à  un  même  faisceau  tangentiei 

8.  A  ce  même  fait  se  rattachent  les  particularités  suivantes: 


Deux  sommets  quelconques  d*un 
des  tétraèdres  A,  B,  G  sont  séparés 
harmoniquement  par  les  arêtes  0|)- 
IM)sées  des  deux  autres  tétraèdres  sur 
lesquelles  s'appuie  la  droite  G  joi- 
gnant ces  deux  sommets. 

Deux  quelconques  des  trois  points 
E  situés  sur  une  droite  A  sont  se- 
(Kirés  harmoniquement  pur  le  troi- 
sième point  E  et  le  plan  F  opposé  à 
ce  point. 


Deux  faces  quelconques  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparées lutf^ 
moniquement  par  les  arêtes  opposées 
des  deux  autres  tétraèdres  sur  les- 
quelles s*appuie  la  droite  d'intersec- 
tion G  de  ces  deux  plans. 

Deux  quelconques  des  trois  plans  F 
passant  par  une  droite  L  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième plan  F  et  le  point  £  opposé  à 
ce  plan. 


TÉTRAÈDRES  IPPUYÉS  ENTRE  EITX  PAR  LEURS  ARÊTES. 

9.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'il  était  possible  de  co»' 
struire  trois  tétraèdres  appartenant  à  un  même  faisceau  ;  nous  avoc^ 
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^conduit  ainsi  à  un  certain  nombre  de  propriétés  de  ces  tétraèdres 
ït  reconnu  entre  autres  (n**  3  )  que  deux  quelconques  de  ces 
Ptnèdres  doivent  s'appuyer  entre  eux  par  leurs  arêtes. 
H  convient  donc  d'examiner  ici  les  propriétés  de  deux  tétraèdres 
etB  appuyés  entre  eux  par  leurs  arêtes.  Cette  étude  nous  con- 
ura  ensuite  au  résultat  important  que  deux  tétraèdres  offrant 
tte  disposition  appartiennent  toujours  à  un  système  desmique  de 
Ms  tétraèdres. 

10.  ^ous   allons  d'abord  montrer  comment,  étant  donnés   le 
iraèdre  A  et  un  sommet  Bq  de  B,  on  peut  construire  ce  second 
iraèdre  d'une  manière  unique. 
Le  tétraèdre  B  aura  pour  arêtes  passant  par  Bo  trois  droites  B|, 

,  Bj  appuyées  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  op- 

sées  de  Â.  Les  plans  Ba  B3,  B3  B| ,  B|  B2  en  seront  ainsi  des  faces. 

Considérons  la  section  du  tétraèdre  A  par  un  de  ces  plans,  BaBa 
p  exemple  :  les  traces  des  quatre  faces  de  A  sur  ce  plan  déter- 
nent  un  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  sommets 
posés  sont  formés  par  les  traces  des  arêtes  opposées  de  A.  Des 
is  diagonales  de  ce  quadrilatère,  deux  passent  par  Bo  et  coïnci- 

it  avec  les  droites  B3  et  B3,  tandis  que  la  troisième  K^  s'appuie 

les  deux  arêtes  opposées  de  A  que  Bi  rencontre.  Il  convient  de 

oarquer  ici  que  1S^  coupe  les  droites  Ba  et  B3  en  des  points  déter- 
lés  simplement  par  les  points  où  chacune  de  ces  droites  rcn- 

itre  les  arêtes  de  A^  ainsi,  par  exemple,  le  point  (B3 1^,)  est  le 
ijogué  harmonique  du  point  Bq  par  ramport  aux  deux  points  de 

contre  de  la  droite  B3  avec  deux  arêtes  opposées  de  A . 

)n  obtient  de  la  sorte  trois  droites  K, ,  iïj,  B'g,  situées  respective- 

Dtdans  les  plans  BaB3,  B3  B|,  Bf  Ba  et  appartenant  de  plus  à  un 
me  plan.  En  effet,  ces  droites  se  rencontrent  deux  à  deux  sui- 

it  trois  points  distincts  (K^  1^3),  (B'jK^)?  (B'^B'j)  situés  respec- 

ement  sur  les  droites  Bi,  B2,B3  et  coïncidant  avec  les  points 
iJQgués  harmoniques  du  point  Bo  par  rapport  aux  couples 
ffèles  de  A  que  ces  droites  rencontrent. 

1« droites  B',,  B'jj,  Kj,,  appuyées  respectivement  sur  des   arêtes 

e  \  rencontrées  par  Bi,  Ba,  B3,  forment  avec  ces  dernières  droites 
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les  six  arètrs  du  tétraèdre  B.  Ce  tétraèdre  est  ainsi  détcTminéd 
manière  unique. 

11 .  Comme  la  disposition  mutuelle  des  deux  tétraèdres  A  e 
été  définie  au  moyen  de  droites  (leurs  arêtes),  qu*ou  peut  co. 
dérer  soit  comme  séries  de  points,  soit  comme  axes  de  faisceau 
plans,  il  s'ensuit  qu'à  toute  propriété  relative  à  des  sommets, 
arêtes  et  des  faces  des  deux  tétraèdres,  correspond,  suivant  le  pr 
«•ipe  de  dualité,  une  autre  propriété  relative  à  des  faces,  des  arj 
et  des  sommets  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Ainsi,  étant  donné  le  tétraèdre  A,  nous  pouvons  procéder  à 
construction  du  tétraèdre  B,  en  partant,  non  plus  d'un  de  sesso 
mets,  mais  d'une  de  ses  faces,  car  nous  pouvons  d'abord  conslrn 
les  trois  arêtes  de  B  situées  sur  la  face  donnée  et  ensuite  sesti 
autres  arêtes  passant  par  ses  trois  sommets  ainsi  déterminés. 

12.  De  même  que  deux  sommets  quelconques  de  B  sontsrpa 
hatmoniquement  par  les  deux  arêtes  de  A  que  rencontre  Var 
de  B  déterminée  par  ces  deux  sommets  (n®  10),  de  même  dt 
faces  quelconques  de  B  sont  séparées  harmoniquement  par 
deux  arêtes  de  A  que  rencontre  l'arête  de  B  suivant  laquelle 
coupent  ces  deux  faces. 


Il  suit  de  là  que  : 

Le  plan  polaire  de  tout  sommet 
<Ie  B,  par  rapport  au  tétraèdre  A 
considéré  comme  surface  du  qua» 
trième  ordre,  coïncide  a>^c  la  f.ice 
<le  B  opposée  à  ce  sommet. 


Le  point  polaire  de  toute  faced 
par  rapport  à  renvelop|)e  de  la  q 
tiième  classe  formée  par  les  somn 
de  A  coïncide  avec  le  sommet  d 
opposé  à  cette  face. 


En  un  mol,  le  tétraèdre  B  e^st  autopolaire  par  rapport 
tétraèdre  A,  et,  comme  les  deux  tétraèdres  A  et  B  sont  liés  en 
(*ux   par  des  relations  réciproques,  on  peut  dire  que  les  dt 
tétraèdres  A  et  lî  sont  autopolaires  entre  eux. 

On  peut  démontrer  de  plus  que,  réciproquement,  pour  qu 
tétraèdre  soit  autopolaire  par  rapport  à  un  autre,  il  faut  que 
deux  tétraèdres  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

13.  Le  tétraèdre  B  se  transforme  en  lui-même  dans  choc 


ux  axes  d'hoiuoiogie,  et,  par  conséquent,  si  elles  se  cou- 
mt  une  arête  de  B  appuyée  sur  ces  axes, 
uit  de  là  que  tout  couple  d'arêtes  opposées  de  B  est  se- 
noniquement  par  chacun  des  couples  d' arêtes  de  A  qu'il 
lire  pas;  c'est-à-dire  que  sur  toute  droite  appuyée  sur  le 
Duple  et  l'un  de  ces  derniers  sont  déterminés  deux  couples 
séparés  harmoniquement  entre  eux. 

*sque  deux  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuient  res- 
!nt  sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre,  les  droites  de 
3  couples  sont  situées  sur  une  même  surface  du  second 
it  chaque  système  de  génératrices  renferme  un  couple; 
î  chacun  des  deux  tétraèdres. 
ons  maintenant,  de  plus,  que  les  couples  d'arêtes  de  ces 

appartenant  à  un  même  système  de  génératrices  soient 
Dire  eux  harmoniquement,  et  examinons  la  disposition 
des  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres. 

que,  si  deux  droites  s'appuient  sur  deux  arêtes  opposées 
lèdre  et  sont  en  outre  séparées  harmoniquement  par  deux 
tes  opposées  du  même  tétraèdre,  elles  sont  séparées  aussi 
acmcntpar  le  troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  (^  ). 
démontrer  de  plus  facilement  que,  si  deux  droites  sont 

harmoniquement   par    deux    couples    d'arêtes    d\ni 


.^tl 


43a  PREMIÈRE  PARTIE. 

tétraèdre,   elles  s* appuient  sur  le  troisième  couple  d'aréiesk 
même  tétraèdre. 

Il  résulte  de  là  d'abord  que  tout  couple  d'arêtes  de  l'un  àes 
tétraèdres,  appartenant  à  la  surface  du  second  ordre,  est  séparé 
harmoniquement  par  le  couple  d'arêtes  de  l'autre  qui  n'appartienl 
pas  à  cette  surface  \  puis  ou  voit  que  les  deux  couples  d'arêtes  de 
ces  tétraèdres  qui  ne  sont  pas  situés  sur  la  surface  du  second  ordie 
s'appuient  l'un  sur  l'autre.  On  peut  donc  conclure  que  : 

Lorsque  deux  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuient  ro- 
pectivenient  sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre  et  que  ceux  it 
ces  quatre  couples  qui  ne  se  rencontrent  pas  sont  séparés  entrées 
harmoniquement,  les  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdra 
s'appuient  aussi  entre  eux. 

COKSTaUCTIOW    EFFECTIVE    d'l'N    SYSTEME    DESMIQUE 

DE    TROIS    TÉTRAÈDIIES. 

15.  Lorsque  deux  tétraèdres  A  et  B  s'appuient  entre  eux  pir 
leurs  arêtes,  tout  couple  d'arêtes  de  A  détermine  avec  le  coaple 
d'arêtes  de  6  sur  lequel  il  s'appuie  quatre  points  et  quatre  plans 
formant  les  sommets  et  les  faces  d'un  nouveau  tétraèdre  ayant 
pour  arêtes  les  droites  de  ces  deux  couples.  On  obtient  ainsi  irab 
nouveaux  tétraèdres  a,  £,  c,  dont  chacun  contient  un  nouveau 
couple  d'arêtes*,  ces  trois  nouveaux  couples  doivent  appartenir  à  on 
même  tétraèdre  C  si  les  tétraèdres  A  et  B  sont  situés  en  perpectÎTe 
de  quatre  manières  différentes  (n***  4,  5). 

Considérons  deux  des  tétraèdres  a,  &,  c^  puisque  deux  couples 
d'arêtes  de  l'un  s'appuient  respectivement  sur  deux  couples  d'a- 
rêtes de  l'autre,  et  qu'en  outre  de  ces  quatre  couples,  apparte- 
nant aussi  aux  tétraèdres  A  et  B,  ceux  qui  ne  se  rencontrent  p*s 
sont  séparés  entre  eux  harmoniquement  (n*^  13),  il  s'ensuit  que  te 
couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  n'appartiennent  pas  aui 
tétraèdres  A  et  B  s'appuient  l'un  sur  l'autre  {u?  14).  CelaétantTrai 
pour  deux  quelconques  des  tétraèdres  a^b^c^  on  voit  que  : 

Les  arêtes  de  ces  tétraèdres  a^b^c  qui  n  appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  et  B  forment,  en  effet,  les  arêtes  d'un  nouveau 
tétraèdre  C. 
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aèdre  C  s 'appuie  manifestement  par  ses  arêtes  sur  cha- 
'rtraèdres  A  et  K. 

nsidérous  maintenant  l'Iiomologic  învolutive  ayant  pour 

des  soQimels  de  C  et  pour  base  la  face  opposée  à  ce  soin- 

rètons-nous  en  particulier  sur  deux  arêtes  opposées  de  C, 

;  va  passer  par  le  centre  d'iioniologie,  tandis  que  l'autre 

sur  la  base  d'homologie.  Ces  deux  arêtes  de  C  déter- 

ec  les  deux  arêtes  de  A  sur  lesquelles  elles  s^appuient  un 

dres  a,  i,  c,  qui  se  transforme  en  lui-même.  En  eflet, 

s  sommets  de  ce  tétraèdre  situés  dans  la  base  d'iioniologie 

dent  à  eux-mêmes;  puis  ses  deux  autres  sommets,  situés 

passant  par  le  centime  d'iiomologie,  se  permutent  entre 

qu'ils  sont  séparés  harmoniquement  parles  sommets  de  C 

cette  arête  (n*  12),  c'est-à-dire  par  le  centre  et  la  base 

;ie.  De  même,  les  faces  de  ce  tétraèdre  passant  par  le  centre 

;ie  corresiK>ndent  «î  elles-mêmes,  tandis  que  ses  deux  autres 

^ant  par  Tarête  située  dans  la  base  d'iiomologie,  se  per- 

itre  elles.  Les  arêtes  de  ce  tétraèdre  ont  donc  pour  droites 

es  des  arêtes  du  même  tétraèdre,  et,  par  conséquent,  le 

couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  appartient  au  tétraèdre  ho- 

[eA. 

ne  cela  a  lieu  pour  cbacun  des  tétraèdres  ^,  5,  c,  il  s'en- 
le  tétraèdre  homologue  de  A  coïncide  avec  B.  Ainsi  se 
montré  que  : 

uc  tétraèdres  A  et  h  se  transforment  entre  eux  dans 
ologie  involutive  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et 
la  face  opposée  h  ce  sommet  (  *  ). 
is  tétraèdres  A,  B,  C  forment  donc  un  système  desmique, 

ons  vu  précédemment  (n°  4-)  que,  pour  que  trois  tétraèdres 
ppartiennent  à  un  même  faisceau,  il  faut  que  de  leurs 
puisse  former  trois  nouveaux  tétraèdres  a,  £,  c  ayant  avec 
ss  premiers  un  couple  commun  d'arêtes.  Le  fait  impor- 


te, daDS  cet  quatre  homologies,  à  tout  couple  de  A  correspond  le  couple 
ael  il  t'appuie,  on  peut  appeler  homologues  deux  pareils  couples  d'arétet 
«t  A  et  B. 

itt  Sciences  mathém,f  i*  Série,  t.  111.  (Octobre  1879.)  3o 
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tant  que  nous  venons  de  prouver  nous  apprend  maintenant  0 

Lorsqu'on  peut  former  avec  les  arêtes  de  trois  tétraèdres  h,  0 
trois  nouveaux  tétraèdres  a,  i,  c  ayant  avec  chacun  des  prem0 
un  couple  commun  d'arêtes,  les  tétraèdres  A,  B,  C  app^ 
tiennent  à  un  même  faisceau. 

17.  La  possibilité  de  rexisleucc  d'un  système  desmiqiie  éla 
ainsi  démontrée,  nous  indiquons  ici  comment,  d'après  ce  qui  pn 
cède,  on  peut  facilement  construire  un  pan^il  système  de  trc 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  un  sommet  Bo  de  B,  on  déte 
mine  les  trois  autres  sommets  de  B  en  prenant  les  points  conjugu 
harmoniques  de  B©  par  rapport  aux  trois  couples  d'arêtes  oppose 
de  A^  et  l'on  construit  les  sommets  du  tétraèdre  C  en  prenant  l 
quatre  points  homologues  de  Bq  dans  les  quatre  homologies  in?i 
lutives  déterminées  par  un  sommet  de  A  et  la  face  opposée  à  < 
somtnet. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  une  face  de  B,  on  peut  con 
struire  d'une  manière  analogue  les  trois  autres  faces  de  B  t 
celles  de  C. 

18.  On  peut  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  disposition  mS' 
tuelle  des  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  desmique  en  sap 
posant  que  trois  sommets  de  l'un  d'eux,  par  exemple  de  A,  eoïncidm 
avec  trois  points  du  plan  à  TinGni,  lorsque  les  seuls  éléments  (l 
ce  tétraèdre  qui   restent  en  distance  (inie  forment  autour  dm 

point  Ao  comme  sommet  un  trièdre  dont  les  faces  et  les  arêtes  Ai 

A2,  A3  appartiennent  au  tétraèdre  A.  !Nous  pouvons  même,  ei 
introduisant  des  conditions  métriques  nouvelles,  supposer  que  le 
faces  de  ce  trièdre  soient  deux  à  deux  perpendiculaires  entre  elles 
Maintenant,  si  nous  admettons  pour  sommet  de  B  un  point  qad 
conque  Bq  de  l'espace,  point  que  nous  pouvons,  sans  restriction  0 
la  généralité,  supposer  comme  également  distant  des  trois  facesdi 
trièdre  Ao,  les  trois  autres  sommets  de  c(f  tétraèdre  coïncideroR 
avec  les  points  B|,  B3,  B3,  symétriques  de  Bo  par  rapport  il 

arêtes  A| ,  A j,  A3  de  A.  Le  tétraèdre  C,  d'autre  part,  aura  pour  soi 
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mets:  l'It  point  C,,  symétrique  de  Bo  par  rapport  au  point  A«; 
i"I»  ircHJ  points  C|,  C.,  Ci,  symn-lriqucs  de  B«  par  rapport  aux 
trws faces AjA„  A,  A,,  ÎVTATde  A. 


Les  huit  sommets  des  tétraèdres  B  et  C  rnrmenl  ainsi  li^s  huit 
Knmets  d'un  cube  ayant  pour  axes  les  trois  droites  A,,  A^,  Aj, 
tudiiqite  leurs  ar£tes  eoïucident  avec  les  douxe  diagonales  des 
curés  formés  sur  les  douze  faces  de  ce  cube. 

On  peut  maintenant  se  rendre  aisément  compte  comment  le 

Utraèdre  C  est  l'homologue  de  B  dans  les  quatre  tiomologies  învo- 

;     Istires  ayant  pour  centres  les  sommets  de  A  et  pour  bases  les  faces 

[     Ktpectivement  opposées  à  ces  sommets,  homologics  qui  se  pré- 

•    mtent  ici  sous  la  forme  de  correspondances  de  symétrie.  Ou  voit 

Int  d'abord  qu'aux  points  B«,  B|,  Bj,  Bt  eorres|)Diident,  dans  la 

ipaétrie  ayant  pour  centre  le  point  Ag,  les  points  Cg,  C|,  C},  C), 

«t^ne  de  même,  dans  les  symétries  ayant   respectivement  pour 

biM5  les  plans 

Â7*j.      AjA„      A,Aj. 

m  poiuts  Bt,  B| ,  Bj,  B^  correspondent  les  points 

C.Ca.Cj.C,.    C..Cj,C„C,.     C,.C,.Ci,C„. 

i  Oupeut  remarquer  ici  ce  fait  curieux  que  les  quatre  arrange- 
ts  OI23,  loSa,  33oi,  33io  des  quatre  sommets  de  C  eonres- 
pMdaot  aux  divers  sommets  de  B  sont  identiques  avec  ceux  qui 
nfc^ntent  les  quatre  modes  de  relation  liomographique  existant 
Wre  deux  groupes  de  quatre  points  d'une  droite,  ollianl  le  même 
nppon  anharmoniqne. 
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Le  système  des  seize  droites  A  sur  chacune  desquelles  se  îrotM^ 
un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  A,  R,  C  est  ici  formé  :  i^p^ 
les  douze  arêtes  du  cube  mentionné  ;  2^  par  les  quatre  diagonale 
de  ce  cube  passant  par  son  centre. 

Les  centres  des  six  carrés  formés  sur  les  six  faces  de  ce  même  cube 
déterminent  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier.  Toute  face  (fc 
chacun  des  tétraèdres  H  et  C  contient  trois  sommets  de  cet  octaèdre, 
de  manière  que  les  huit  faces  de  ces  tétraèdres  constituent  les  faces 
de  cet  octaèdre,  sans  qu'aucune  de  leurs  arêtes  coïncid/ît  avec  quel- 
qu'une des  arêtes  de  Toctaèdre. 

Le  système  des  seize  droites  L  par  chacune  desquel les'passe  une 
face  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i**  par  les 
douze  arêtes  de  Toctaèdre  considéré^  2"  par  les  quatre  droites  déter- 
minées sur  le  plan  de  Tiulini  par  les  quatre  paires  des  faces  paral- 
lèles du  même  octaèdre. 

PROPRIÉTÉS  1)K  DEUX  TÉTRAÈDRES  d'u»  SYSTEME  DESMIQl'E 

PAR  RAPPORT  AU  TROISIEME. 

19.  Deux  tétraèdres  A,  B  d'un  système  desmique  ont,  par  rap- 
port au  troisième  C,  diverses  propriétés,  dont  ou  {>eut  considérer 
comme  primitives  les  suivantes  : 

Chacun  des  tétraèdres  A,  B  est  son  propre  homologue  dan^ 
les  trois  homologies  im'olutwes  gauches  ayant  pour  axes  deux 
arêtes  opposées  de  C. 

Les  tétraèdres  A  et  B  se  transforment  entre  eux  par  les  quatre 
homologies  in^oluti^es  ajant  pour  centre  un  sotnmet  de  C  et  pouf 
base  la  face  opposée  à  ce  sommet. 

Dans  toute  homologie  involutive  gauche,  une  surface  du  secowl 
ordre  ne  peut  être  transformée  en  elle-même  que  si  elle  passe  par 
les  deux  axes  d'homologie  ou  bien  si  chacun  de  ces  axes  forme  b 
polaire  de  Tautre  par  rapport  à  cette  surface.  De  même,  dans  toute 
homologie  involutive  ordinaire,  une  surface  du  second  ordre  ^ 
pçut  être  transformée  en  elle-même  que  si  le  centre  d'hoinologi< 
a  pour  plan  polaire,  par  rapport  à  cette  surface,  la  base  dliomO' 
logie. 

Les  surfaces  donc  du  second  ordre  conjuguées  par  rapport  ^ 
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tétraèdre  C  sont  les  seules  qui  se  transforment  en  elles-mêmes 
dans  les  sept  homologies  ins^olutives  déterminées  par  deux  élé~ 
inekts  opposés  de  C. 

D'où  il  s'ensuit  que  :  Aussitôt  quune  surface  du  second  ordre, 
(mjuguée  par  rapport  au  tétraèdre  C, 


fasse  par  un  des  sommets  de  i  'un  des 
tétraèdres  A,  B,  elle  pusse  aussi  par 
ks  sept  autres  sommets  fie  ces  deux 
tétraèdres. 

Les  huit  sommets  des  te'traèdres  A 
et  B  forment  donc  les  intersections 
d'un  nombre  doublement  infini  de 
nrfices  du  second  ordre  conjuguées 
pir  rapport  «iu  tétraèdre  C. 

20.  Parmi  les  surfaces  du  réseau 
ponctuel  ainsi  constitué  se  trouvent 
iiuatre  faisceaux  ponctuels  de  cônes. 
Les  c^nes  de  chacun  de  ces  faisceaux 
«t  pour    centre  commun   un  des 

loomets  de  C  et  |>our  génératrices 
commuDes  les  quiitre  droites  A  pas- 
sant par  ce  sommet. 

Parmi  les  surfaces  du  même  ré- 
leau,  il  j  en  a  six  formées  de  deux 
pians.  Deux  pareils  plans  se  coupent 
ioi?aDt  une  arête  de  C  et  coïncident 
afec  les  deux  faces/ de  l'un  des  té- 
traèdres a,  ^,  c  qui  passent  par  cette 
arête. 


touche  une  des  faces  de  l 'un  des  té- 
traèdres A,  B,  elle  touche  aussi  les 
sept  autres  faces  de  ces  deux  tétraè' 
dres. 

Les  huit  faces  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  plans  tmgents 
communs  à  un  nombre  doublement 
infini  de  surfaces  de  la  seconde  classe 
conjuguées  par  nipport  au  tétraè- 
dre C. 

Parmi  les  enveloppes  <le  lit  seconde 
classe  com])rises  dans  le  réseau  tan- 
gentiel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  tangentiels  de  co* 
niques.  Les  coniques  de  chacun  de 
ces  faisceaux  sont  situées  sur  une 
face  de  C  et  ont  pour  tangentes  com- 
munes les  quatre  droites  L  situées 
sur  cette  face. 

Parmi  les  enveloppes  du  même 
réseau,  il  y  en  a  six  formées  de  deux 
points.  Deux  pareils  points  sont  si- 
tués sur  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  sommets  e  d'un  des 
tétraèdres  a,  b^  c  situés  sur  cette 
arcte. 


A  la  rigueur,  à  toute  surface  formée  de  deux  plaiisy  passant  par 
Que  arête  de  C  il  faut  associer  Tenvcloppe  de  la  seconde  classe 
fermée  par  les  deux  points  e  situés  sur  la  même  droite,  pour  avoir 
û&fti  un  être  géométrique  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe, 

comme  le  sont  ceux  compris  dans  les  deux  réseaux. 
Ces  deux  réseaux  ont  en  commun  une  iniinité  d^ètres  géomé- 

^nques  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe  formant  trois  fais* 
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ccaux  en  mcine  U^iiips  poiicluels  et  taugeiitiels.  Les  surfaix's  ^ 
cliacun  de  ces  faiseeaux  ont  quatre  génératrices  communes  formée 
par  deux  couples  homologues  d'arêtes  des  deux  tétraèdres  A  et  Bj 
chacun  de  ces  faiseeaux  contient  donc  deux  êtres  géométriques  do 
second  ordre  et  de  la  seconde  classe  constitués  par  deux  plans/e( 
deux  poiuts  r  situés  sur  rinterseclion  de  ces  deux  plans. 

(>es  trois  faisceaux  ont  deux  à  deux  une  surface  commune.  Snr 
chacune  de  ces  trois  surfaces  se  trouvent  deux  couples  d'arêl» 
de  A  et  les  couples  d'arêtes  de  15  qui  en  sont  les  homologues  (u*^  1 4 j. 

21.  Le  tétraèdre  C  restant  invariable,  si  Ton  fait  mouvoirun 
des  sommets  de  A  ou  de  B  sur  un  plan  II,  les  sept  autres  sommets 
de  A  et  de  B  décrivent  des  plans  qui  sont  les  homologues  de  II  dans 
les  sept  homologies  involutives  déterminées  par  deux  éléments 
opposés  de  C  et  constituent  par  conséquent  avec  II  les  faces  de  dfia 
tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

De  même,  si  Ton  suppose  qu'une  face  de  A  ou  de  B  se  meut  en 
passant  par  un  point  quelconque  Z,  les  sept  autres  faces  de  A  et 
de  B  enveloppent  sept  points  qui  constituent  avec  2  les  sommets  de 
deux  tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

Si  maintenant  un  sommet  de  A  ou  de  B  parcourt  une  droite  T, 
les  sept  autres  sommets  de  A  et  de  B  décrivent  aussi  des  lignes 
droites  qui  sont  les  homologues  de  T  dans  les  sept  homologies 
involutives  déterminées  par  deux  éléments  opposés  de  C  et  coïn- 
cident avec  les  droites  enveloppées  par  sept  faces  dtî  A  et  de  B 
lorsque  la  huitième  passe  par  la  droite  T. 

Toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  par  rapport  an 
tétraèdre  C  et  tangente  a  T  touche  nécessairement  ces  sept  antres 
droites.  De  plus,  ces  sept  droites  sont  situées  sur  une  même  surface 
du  second  ordre  passant  par  la  droite  T  et  conjuguée  par  rapport 
au  tétraèdre  C. 

Ces  huit  droites  forment  deux  tétrades;  chacune  des  droites 
de  l'une  de  ces  tétrades  rencontre  les  quatre  di*oites  de  l'autre 
suivant  les  points  où  elle  perce  les  quatre  faces  de  C;  elledéier' 
mine,  en  outre,  avec  les  mêmes  droites  quatre  plans  passant  rei^ 
pectivement  par  les  quatre  sommets  de  C. 

Le  rapport  enharmonique  déterminé  par  les  quatre  face»  de( 
sur  chacune  de  ces  huit  droites  est  le  même. 
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a.  Les  génératrices  de  toute  surface  du  sccoud  ordre  coujuguée 

/ttrrapport  au  tétraèdre  C  se  distribuent  donc,  par  reflet  des  sept 

iamologies  iuvolutives  déterminées  par    deux  éléments  opposés 

deC,  en  une  infinité  de  groupes  de  huit  droites  analogues  à  celui 

^oenous  venons  de  considérer. 

Les  deux  tétrades  de  chacun  de  ces  groupes  se  transforment 
eiCre  elles  dans  les  quatre  homologies  involutives  ayant  pour 
centre  un  sommet  de  C  et  pour  base  la  face  opposée  a  ce  som- 
net;  elles  se  transforment  en  outre  en  elles-mêmes  dans  les  trois 
liomologies  involutives  ayant  pour  axes  deux  arêtes  opposées 
deC. 

Ifirmi  ces  divers  groupes,  il  y  en  a  trois  formés  par  quatre  droites 
prises  deux  fois  chacune.  Les  génératrices  de  la  surface  qui  s'ap- 
puient sur  deux  arêtes  opposées  de  C  forment  les  quatre  droites 
doubles  d'un  pareil  groupe. 

lies  tétrades  formées  de  droites  appartenant  à  un  même  système 
de  génératrices  de  la  surface  du  second  ordre  ont  toutes  un  cova- 
riant  commun  du  sixième  ordre  (celui-là  que  Clebsch  dénote 
parT),  formé  par  les  trois  couples  de  génératrices  de  ce  système 
<|iii  s'appuient  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  de  C. 
Ces  trois  couples  de  génératrices  sont  séparés  deux  à  d(*ux  entre 
nn  harmoniquement. 

SYSTÈMES    DESMIQVES    CONJUGUÉS. 

23.  Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même 
Cdsceau,  nous  savons  qu'il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  construire 
aiee  leurs  arêtes  G  trois  nouveaux  tétraèdres  a,  £,  c  ayant  avec 
duGim  des  tétraèdres  A^  B,  C  un  couple  commun  d'arêtes.  Il  résulte 
de  cette  relation  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec  les  tétraèdres  «,  i,  c 
^  ces  derniers  tétraèdres  appartiennent  aussi  à  un  même 
fmceau. 

Deux  pareils  systèmes  desmiques  accompagnent  inévitablement 
Tmi Vautre;  ils  peuvent  donc  être  appelés  systèmes  desmiques  con" 

Comme  tout  couple  de  droites  G  appartient  à  un  tétraèdre  de 
cliacun  des  deux  systèmes  desmiques,  on  peut  représenter  bien 
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26.  Chacun  des  neuf  couples  de  droites  G  est  rencoulré  ]^ 
quatre  autres  appartenant  aux  deux  tétraèdres  qui  contiennent 
couple,  et  il  est  séparé  liarmoniqucment  par  les  quatre  couples  re 
tant  (n^23)>  qui  sont  situés  sur  une  surface  S2  du  second  ordr« 
correspondant  au  couple  considéré. 

On  a  ainsi  neuf  surfaces  S^t  dont  quatre  passent  par  tout  conpl 
de  droites  G  correspondant  aux  quatre  couples  G  séparés  harmo- 
nîquement  par  le  couple  considéré. 

Deux  couples  G  séparés  entre  eux  harmoniquennent  sontamû 
séparés  liarnioniquement  par  un  troisième  couple  de  droites  G.  Il  J 
a  six  pareils  groupes  de  trois  couples  G,  représentés  par  des  sym- 
boles appartenant  respectivement  aux  divers  rangs  et  colonnes  dn 

Tableau  : 

A  a,     Bb,     Ce, 

C^f  ACf  B^y 

Br,     Cfl,     A^. 

Sur  les  trois  couples  G  de  cliacun  de  ces  groupes  s^appuienl 
deux  droites  imaginaires  G',  formant  deux  génératrices  commune) 
aux  trois  surfaces  du  second  ordre  correspondant  aux  divers  couplei 
de  ce  groupe  et  comprenant  par  suile  les  deux  autres  couples dt 
groupe.  On  obtient  ainsi  six  couples  de  droites  G',  qui  peuvent  êin 
représentés  par  les  symboles  des  couples  G  qu'ils  rencontrent. 

Sur  chacune  des  surfaces  Sa,  celle  par  exemple  qui  corresponc 
au  couple  A/i,  sont  situés  deux  couples  de  droites  G^,  formant  lei 
deux  couples  de  génératrices  de  cette  surface  appuyés  sur  le  cooj^ 
Aa;  cesdeuxcouples  G' sont  représentés  parles  symboles  Aa^B&. Ci 
et  Aa.CA.Bc. 

27,  Les  trois  couples  de  droites  G' 

Aa.Bb.Cc,     Qb  AcBa,     BcCa.Ab 

veiicontrept  cliacun  des  couples 

Aa.Cb.Bc,     B^.Ar.Ca,     Cb.Ba.Ab. 

Ces  six  couples  de  droites  G^  appartiennent  donc  à  une  même  si 
lace  (imaginaire)  du  second  ordre  S[j. 

Deux  droik's  opposées  G  sont  polaires  l'une  de  Tautre  par  ra 
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lie  surface  S^^  parce  qu'il  y  a  deux  couples  de  génératrices 
surface  appuyés  sur  ces  deux  droites  et  coïncidant  avec 
Jesde  droites  G\  Cliacun  des  téu^aèdres  A,  B,  C,  a,  b^  c 
conjugué  par  rapport  à  la  sur/ace  S'^ . 
port  à  la  même  surface  S'.^^  toute  droite  L  a  pour  polaire 
l  correspondante  (n**  24)  *,  de  même  deux  droites  H  con- 
ni  polaires  Tune  de  l'autre. 

corrélation  polaire  déterminée  par  la  surface  S^,  chacune 
fs  Ss  se  transforme  en  elle-même.  Deux  génératrices  de  S2 
t-'s  Tune  de  l'autre  par  rapport  à  S'.^  si  elles  sont  séparées 
lement  par  le  couple  G  auquel  correspond  cette  surface  S^, 
el  s'appuient  les  génératrices  communes  à  la  surface  S-j 
et  à  S^j. 


>ints  d'intei-section  d'une 
?c  la  surface  S',  sont  se- 
iniquement  par  les  cou- 
iroets  £  et  f  situés  sur 

its  d'intersection  d'une 
a  L)  aTec  la  surface  S'^ 
hessîenne  des  trois  som- 
e  )  situés  sur  cette  droite. 
A  de  la  surface  S',  par  un 
/■)  coïncide  avec  la  co- 
[>rnie  une  partie  consti- 
I  hessîenne  de  la  courbe 
ie  ordre  formée  par  les 
es  L  [  ou  A  j  situées  dans 


Les  plans  tangents  menés  ù  S,  pir 
une  droite  G  sont  sé|>arés  harmoni- 
quement  par  les  couples  de  faces  F 
et/*  passant  par  cette  droite. 


Les  plans  tangents  de  la  surface  S'^ 
qui  passent  par  une  droite  L  (ou  A  ) 
forment  la  hessienne  des  trois  faces  F 
(ou/j  piissjint  par  cette  droite. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S\ 
et  ayant  pour  sommet  un  des  points 
E  [ou  e)  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  du  cône  de  la 
quatrième  classe  forme  |)ar  les  quatre 
droites  A  (ou  L}  passant  par  ce 
point. 


ET    PROPHIÉTÉS    d'uKT    SYSTEME    REMARQUABLE    DE    QL'IMXE 

TÉTRAilDBES. 

lous  représentons  par  i)  2,  3  les  trois  couples  de  droites 
es  correspondant  aux  rangs  du  Tableau 

A/i,  B^,  Cc\ 
Cbf  Ai\  Ba, 
Bc%     Crt,     Ah, 
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et  par  4)  ^^  ^  les  trois  autres  couples,  correspondant  aux  c< 
du  même  Tableau,  nous  pourrons  représenter  les  neuf  cou 
droites  réelles  correspondant  respectivement  aux  divers  él 
de  ce  Tableau  par  les  symboles 

(   i4,     i5,     i6, 
(i)  <  24»     ^5,     26. 

(  34,     35,     36. 

Les  couples  représentés  par  deux  de  ces  symboles  sont  sépare 
eux  barmoniquenient  ou  se  rencontrent  suivant  que  leur 
boles  ont  un  indice  commun  ou  non. 

D'une  manière  analogue,  nous  pouvons  représenter  les  six  < 
de  droites  imaginaires  non  plus  par  les  symboles 

I,     2,     3,      4»     ^»     6, 

mais  respectivement  par  ces  autres  : 

(2)  23,  3 1,  12,     56,  64,  4^' 

On  remarquera  que  les  couples  représentés  par  deux  de  ces  no 
symboles  se  rencontrent  si  leurs  symboles  n'ont  pas  d*indic 
mun,  et  que,  de  plus,  deux  couples  imaginaires  représentés] 
symboles  ayant  un  indice  commun  sont  séparés  entre  eux  1 
iiiquement.  Par  exemple,  les  trois  couples  23,  !{i,  la  sont: 
deux  à  deux  entre  eux  liarmoniquement,  parce  qu'ils  formel 
couples  de  génératrices  de  S^  appuyés  respectivement  sur  1 
couples  d'arêtes  d'un  quelconque  des  tétraèdres  A,  B,  C, 
(n*>22). 

Si  l'on  compare  maintenant  les  synJjoles  (i)  des  couples  : 
les  symboles  (2)  des  couples  imaginaires,  on  s'aperçoit  qu'un 
réel  ne  rencontre  un  autre  imaginaire  que  si  leurs  symbole: 
pas  d'indice  commun  ;  on  peut  démontrer  de  plus  que  deux  c 
pareils  sont  séparés  barmoniquement  aussitôt  que  leurs  syi 
ont  un  indice  commun.  Considérons,  par  exemple,  les  couj 
et  23  ;  le  couple  réel  24  forme  avec  les  deux  couples  imaginai 
et  56,  sur  lesquels  il  s'appuie,  un  tétraèdre;  or,  comme  le  1 
23  s'appuie  sur  le  couple  56  et  est  séparé  barmoniquement 
couple  3i,  il  s'ensuit  qu'il  est  séparé  aussi  barnioniquemcut 
couple  24  (n**  14). 


.es  quinze  couples  ae  arones,  que  nous  aesigneroDS  par  la 
;ttrc  g,  jouissent  des  propriétés  communes  résultant  du 
re  symétrique  de  leur  représentation  et  correspondant 
opriétës  combinatoirfs  des  symboles  de  ces  couples, 

t'st  donc  pas  élonuant  que  les  propriétés  de  ces  quinze 
Ç  oUrent  la  plus  grande  analogie  avec  celles  d'un  syslènic 
ize  droites  de  l'espace,  situées  par  trois  dans  quinze  plans 
t-sentées  par  les  quinze  combinaisons  di^  six  indices  dillé- 
>ris  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  droites  situées  dans 
le  plan  aient  des  symboles  formés  de  quatre  indices  ditlé- 
iyslèmc  étudié  à  fond  par  Cremona  dans  le  remarquable 
•e  déjà  cité  (n^S,  note). 

isant  une  élude  attentivede  l'ensemble  des  quinze  couples  (j, 
le  à  la  détermination  de  six  complexes  linéaires  situes  deux 
;n  iuvotutioii,  et  l'on  voit  que  toutes  les  propriétés  de  ces 
peuTentitre  déduites  de  la  considération  de  six  corrélations 
Nullsj sterne)  coirespondanl  aux  symboles 

I,  a,  3,  4.  5,  6, 

luperposées  deux  à  deux,  donnent  lieu  aux  quinze  tiomo- 

ivolutïves  gaueltes  ayant  pour  axes  les  divers  couples  de 

î(,.»39,40). 

'eugage  ainsi  sur  un  terrain  qui  est  loin  d'ôtre  inexploré. 

:,  Félix  Klein,  dans  son  travail  bien  connu,   Zitr  'Ilteorie 

iencomplexe  der  erslcn  und  zwelten  Grades  (  *  ))  a  fait  con- 


au  système  des  quinze  tétraèdres  dont  les  arêtes  sont  fu 
droites  Q,  et  qui  ont  la  propriété  de  constituer  pa 
systèmes  desmiifues  de  tétraèdres,  propriété  que  ¥ 
rcmartpiée. 


31 .  Tout  couple  de  droites  (,'  est  rencontré  par  six  < 

et  séparé  liarmouîquement  par  les  huit  restant. 

Deux  couples  (^  qui  se  rencontrent  forment  un 

i5  6 
gauche;  le  nombre  de  ces  quadrilatères  est  — '—  =. 

couples  d'un  quadrilatère  gauche  correspond  un  Iroi 
qui  forme  avec  les  premiers  les  arêtes  d'un  tétraodn 

couples  de  droites  ^forment  donc  par  trois  les  arét< 

tétraèdres  T.  Six  de  ces  tétraèdres  sont  réels,  les  A, 
tandis  que  les  neuf  autres  ont  un  seul  couple  d'arête! 
Tout  couple  (j  appartient  à  trois  tétraèdres  T;  chai 
autres  tétraèdres  a  un  couple  d'arêtes  appuyé  s 
considéré. 

Les  trente  droites  (f  se  coupent  par  trois  suivant 
sommeLi  S  de  ces  quinze  tétraèdres  T  et  sont  situées 
les  soixante  faces  9  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Sur  a 
droites  Ç  se  trouvent  six  points  G,  formant  trois  pain 
appartenant  respectivement  à  trois  tétraèdres  T  et  s 
à  deux  entre  elles  harmoniquement.  Par  chacune  c 
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Itraèdre  et  est  divisé  liarraoniquement  par  les  deux  autres;  de 

s  douze  couples,  quatre  rencontreut  chacun  des  couples  d'arêtes 

a  tétraèdre  considéré  et  forment  avec  ce  couple  les  arêtes  de  deux 

kraèdres  T  ayant  les  droites  de  ce  couple  pour  arêtes  communes. 

Chacun  des  tétraèdres  T  a  un  couple  d'arêtes  commun  avec  six 

Dires  tétraèdres  T;  les  huit  tétraèdres  restant  s'appuient  sur  ce 

étraédre  par  leurs   arêtes.   Les  paires  de  tétraèdres  T  appuyés 

i5.8 
aire  eux  par  leurs  arêtes  sont  donc  en  nombre  de  — —  =  60. 

G)nsidérons  deux  tétraèdres  T,  A'  et  IV,  appuyés  entre  eux  par 
ears  arêtes;  les  couples  homologues  de  ces  tétraèdres  déterminent 
Tois  nouveaux  tétraèdres  T,  a\  V^  d^  dont  chacun  contient  un 
xmple  Q  non  appartenant  aux  tétraèdres  A^  et  VI,  Ces  trois  couples 
le  droites  G  constituent  les  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre  T,  C, 
rormaut  avec  les  tétraèdres  A'  et  B'  un  système  desmique,  dont  le 
conjugué  est  formé  par  les  tétraèdres  a!^  b\  d . 

Les  quinze  tétraèdres  T  se  groupent  ainsi  par  trois  e/i  -^  =  20 

tjsihmes  desmiques ,  formant  dix  paires  de  systèmes  desmiques 
conjugues. 

Tout  tétraèdre  T  appai  tient  à  quatre  systèmes  desmiques,  dont 
chacun  contient  deux  autres  tétraèdres  de  ceux  qui  s'appuient  sur 
le  tétraèdre  considéré.  Les  systèmes  conjugués  à  ces  quatre  systèmes 
desmiques  sont  formés  de  tétraèdres  ayant  avec  le  tétraèdre  consi- 
iiré  un  couple  commun  d'arêtes. 

Deajc  tétraèdres  T  ajani  un  couple  commun  d'arêtes  appar- 
tiennent donc  de  deux  manières  dijférentes  à  deux  systèmes 
iesmiques  T  conjugués. 

Les  paires  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
^nt  au  nombre  de  quarante-cinq. 

33.  Deux  couples  de  droites  Q  séparés  entre  eux  harmonique- 

Daenl  forment  une  tétrade  harmonique  de  droites.  Le  nombre  de 

i5.8 
c«  tétrades  est  — '—  =  60. 

Comme  deux  couples  ^  formant  une  tétrade  liarmonique  ont  des 
symboles  [jh^  ki)  contenant  trois  indices  dîdérents  i,  7,  A",  il  s'en- 
suit que  les  trois  couples  Ç  dont  les  symboles  contiennent  deux 
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des  trois  autres  indices  /,  m^  n  s'appuient  sur  les  droites  de  cel 
tétrade  et  sont  situés  par  conséquent  sur  la  surface  du  secoi 
ordre  contenant  les  droites  de  la  tétrade. 

Aux  deux  couples  jh  et  hi  d'une  tétrade  harmonique  correspoi 
un  troisième  couple  ij^  séparé  harmoniquement  par  chacun  de  c 
couples,  et  dont  le  symbole  contient  des  indices  appartenant  respc 
tivement  aux  symboU'^  de  ces  mêmes  couples.  Ce  troisième  coupj 
rencontre  tous  les  trois  couples  Ç  appuyés  sur  les  premiers;  il» 
donc  situé  sur  la  surface  du  second  ordre,  déterminée  par  les  droite 
de  la  tétrade  harmonique. 

On  peut  arriver  à  la  même  surface  du  second  ordre  en  partant 
d'une  quelconque  des  six  tétrades  harmoniques  qu'elle  contient. 

Les  quinze  couples  y  sont  donc  situés  par  six  sur  dix  surfaces 
62  du  second  ordre. 

De  ces  surfaces  une  est  imaginaire  et  coïncide  avec  la  surface  S,, 
tandis  que  les  neuf  autres  sont  réelles  (hyperboloïdes  gauches) et 
coïncident  nécessairement  avec  les  neuf  surfaces  So,  que  nous  avons 
déjà  considérées  (n°  27). 

Chacune  de  ces  surfaces  $2  peut  être  désignée  indiflëremmentpar 
un  des  symboles 

iJÂJmf/y     ijk     ou     //////, 

qui  indiquent  suffisamment  les  couples  Q  qui  s'y  trouvent. 

Par  chacun  des  couples  fj*  passent  -  =  4  surfaces  Sj,  dont  cha- 

cune  contient  trois  couples  rencontrant  le  couple  considéré.  P(xr 

3.  i 
deux  couples  (J  appuyés  entre  eux,  passent  donc  -^  =  a  surfaces 

62  •  Deux  surfaces  S^  se  coupent,  par  conséquent,  toujours  suis'iuA 
deux  couples  de  droites  Ç, 

Tout  tétraèdre  T  dont  un  couple  d'arêtes  est  situé  sur  une  siff- 
face  $2    ^  aussi  un  autre  couple  d'arêtes  situé  sur  la  même  surface- 

34.  Chacun  des  neuf  couples  Ç  situés  en  dehors  de  la  surfac 
ijk.lmn  est  formé  de  droites  dont  l'une  est  la  polaire  de  l'auti 
par  rapport  à  cette  surface  ,  car  ce  couple  appartient  à  un  tétraèd 
T  dont  les  deux  autres  couples  sont  situés  sur  la  surface  considère 

Ces  neuf  couples  (^  constftuenl  les  arêtes   de  six  tétraèdres 
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espar  rapport  à  la  surface  ijhJmn  et  formant  deux  sys- 
esmiques  conjugués.  Ainsi,  ceux  de  ces  neuf  couples  dont 
)oles  appartiennent  aux  divers  rangs  du  Tableau 

//,       y/w,     X/f, 
km,      in,       jif 

j'/t,         //,       //M, 

ent  trois  tétraèdres  d'un  système  desmique,  tandis  que  les 
[ont  les  symboles  appartiennent  aux  diverses  colonnes  du 
bleau  déterminent  trois  autres  tétraèdres  formant  le  sys- 
mique  conjugué. 

r  paires  de  systèmes  desmiques  conjugués  (n°  32)  cor-- 
nt  aux  diverses  surfaces  Ô2.  Les  deux  systèmes  A,  B,  (1 
correspondent  en  particulier  à  la  surface  Sj . 
a  des  tétraèdres  T  est  conjugué  par  rapport  a  quatre  sur- 
Deux  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes  sont 
ément  conjugués  par  rapport  à  deux  surfaces  63. 
iurfaces  62  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  à  deux 
s  T  ayant  pour  arêtes  communes  les  droites  du  couple  \\ 
iir  les  deux  couples  C^  communs  à  ces  deux  surfaces.  Les 
>lcs  Q  appartenant  à  ces  deux  tétraèdres  forment  les  seuls 
'  situés  en  dehors  de  ces  deux  surfaces. 

toute  paire  de  systèmes  desmiques  T  conjugués  corres- 
seize  droites  L  et  autant  de  droites  A.  Sur  chacune  de  ces 
3  trouve  un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  de  Tun  des 
y  en  même  temps  que  passe  par  elle  une  face  de  chacun 
Kires  du  système  conjugué.  Ainsi  : 

ixantc  points  G  sont  situés  par  trois  sur  trois  cent  vingt 
,  par  lesquelles  passent  aussi  par  trois  les  soixante  plans  ^. 
tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  G  situés  sur 
es  droites  appartiennent  à  un  même  système  desmique, 
Tie  conjugué  duquel  appartiennent  les  tétraèdres  dont 
f  S  passent  par  la  même  droite. 

e  paire  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
ndent  huit  droites  H  (n**  25),  sur  chacune  desquelles  est 

.  det  Sciences  mathém,y  1*  Série,  t.  Hl.  (Octobre  »  S-jq.)  3l 
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situé  un  sommet  de  cliacun  des  deux  tétraèdres,  tandis  que  ] 
elle  passe  une  face  de  chacun  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Comme 
y  a  quarante-cinq  pareilles  paires  de  tétraèdres  1\  il  s'ensuit  qu 

Les  soixante  points  C  sont  situés  par  deux  sur  8 .  45  =  3i 
droites  H,  par  lesquelles  passent  aussi  par  deux  les  soixante  pla 
,f .  A  chacune  de  ces  droites  H  correspondent  deux  tétraèdr 
T,  ayant  pour  sommets  les  points,  C  situés  sur  cette  droite  i 
pour  Jaces  les  plans  ^f  qui  j  passent. 

oo  âo 
Les  soixante  points  G  déterminent,  pris  deux  à  deux,  — ^  =  17; 

6.5 
droites.    De  ces  droites, —^  =  i5  coïncident   avec   chacune  (l( 

1 

droites  (j\  — ^  =  3    coïncident  avec  chacune  des  droites  ^,  et  h 

autres  coïncident  avec  les  droites  II.  Le  nombre  1770  égale  en  efli 

la  somme 

1 5 .  3o  -f-  3 .  820  -h  360. 

Ces  mômes  dix  sept  cent  soixante-dix  droites  forment  les  inter 
sections  des  soixante  plans  ^  pris  deux  à  deux. 

Sur  tout  plan  ^  sont  situés 
1"  Iro's  sommets  du  tétraèdre  Tek» 
ce  plan  ^  forme  une  face,  sommel 
déterminant  un  trian&^Ie  ayant  poo 


36.  Par  tout  point  C  passent  : 
1  **  trois  faces  du  tétraèdre  T  dont  ce 
point  G  est  un  sommet,  faces  for- 
mant un  trièdre  ayant  pour  arêtes 


les  trois  droites  (j  passant  par  ce 
point  ;  1°  deux  faces  de  chacun  des 
six  tétraèdres  T  ayant  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  plans,  quatre 
passent  par  chacune  des  arêtes  du 
trièdre  et  coupent  la  face  opposée 
de  ce  trièdre  suivant  quatre  droites 
H  ;  les  douze  droites  H  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  passant  par  le  point  C 
considéré.  Ces  douze  plans  se  coupent 
de  plus  par  trois  suivant  seize  droites 
i^^  les  seules  passant  par  le  même 
point  G. 


côtés  les  droites  Cj'  situées  dans  ( 
plan  ;  7.^  deux  sommets  de  cbaco 
des  six  tétraèdres  T  ayant  avecle  t) 
traédre  précédent  un  couple  oomon 
d'arêtes.  De  ces  douze  points,  qott 
sont  situés  sur  chaque  côté  du  triang 
et  sont  projeta  du  sommet  oppo 
de  ce  triangle  par  quatre  droites  t 
les  douze  droites  H  ainsi  obtenu 
sont  les  seules  situées  sur  le  plan 
considéré.  Ces  douze  points  sontt 
tués  de  plus  par  trois  sur  aeiie  droil 
^,  les  seules  situées  dans  le  ma 
plan  i. 


Quant  à  la  disposition  des  douze  droites  H  et  des  seize  droites 
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lotoord'un   (X)Int  G  ou  sur  un  plan  ^,  nous  pouvons  remarquer 
cf  qui  suit. 


Lesdouie  droites  H  passant  par  un 
foiot  C  sont  situées  par  trois  sur 
KÎtt  plans  N. 

Les  seize  droites  ^  passant  par 
koéme point  sont  situées  par  couples 
sir  quarante-huit  plans  Q,  dont 
dttcon  contient  aussi  une  droite  II 
passant  par  le  point  considéré. 


Les  douze  droites  H  situées  dans 
un  plan  *  convergent  par  trois  vers 
seize  points  M. 

I..es  seize  droites  .Ç^  situées  dans 
le  même  plan  passent  par  couples  par 
quarante-huit  points  P,  par  chacun 
desquels  passe  aussi  une  droite  H 
située  dans  le  plan  considéré. 


Les  soixante  points  G  sont  situes  par  quatre  sur  neuf  cent 
«ixante  plans  N  et  par  six  sur  quatre  cent  quatre-vingts  plans  Q. 
Sur  chacun  des  plans  N  sont  situées  une  droite  JÇ^et  trois  droites 
li'<i  tandis  que  sur  chacun  des  plans  Qsont  situées  quatre  droites 
{^formant  un  quadrilatère  complet,  dont  les  trois  diagonales 
»w  des  droites  H . 


l)c 


même  : 


les  soixante  plans  ^  passent  par  quatre' par  neuf  cent  soixante 
finis  M  et  par  six  par  quatre  cent  quatre-vingts  points  P.  Fers 
Aucun  des  points  M  convergent  une  droite  J^  et  trois  droites  H; 
Wm  que  vers  chacun  des  points  P  cons^ergent  quatre  droites  s^ 
^trois  droites  H  formant,  etc. 

Rair  chacune  des  droites  4L  passent  trois  plans  N  contenant  res- 
pectivement les  points  G  opposés  aux  plans  ^  passant  par  cette 
^'te.  Sur  chacune  de  ces  mêmes  droites  4L  sont  situés  aussi  trois 
foints  M,  formant  les  traces  des  trois  plans  ^  opposés  aux  trois 
pomts  G  situés  sur  celte  droite. 

37.  Tout  couple  de  droites  Ç  détermine  une  Iiomologie  involu- 

^^e  gauclie,  suivant   laquelle  deux   points,  ou  deux  droites,   ou 

W  plans  forment  deux  éléments  homologues  aussitôt  qu'ils  sont 

<cpffésharmoniqucment  par  les  droites  du  couple  (J  considéré, 

Iroiiesqui  constituent  les  deux  axes  d'homologie. 

SaWanl  chacune  de  ces  homologics,  les  quatorze  autres  couples 

li»  transforment  en  eux-mêmes;  d'abord  les  couples  appuyés  sur 


ti pliant  ces  translormatioiis  deux  â  deux.  Ainsi,  de  la  si 
de  deux  homologica  iiivolutives  (j  dont  les  axes  se  rem 
suite  l'houiologie  hivolulivc  (f  dont  les  axes  s'appuient 
des  premières  ;  d'autre  part,  la  siipcrposilion  de  deux 
involutives  d'dont  les  axes  sont  séparés  entre  eux  lianii 
donne  lieu  à  l'iiomologic  Ç  dont  les  axes  sont  séparés  li 
lucnl  par  les  axes  de  eliacunc  des  premières  et  sont  de 
sur  une  mùmc  surface  S^  ijue  ocs  axes. 

■)8.  De  même,  toute  surface  !? g  détermine  une  con 
lairc  suîvantlaquellccliacun  des  quinzes  couples  (j'se  tr 
lui-même.  En  efl'el,  les  couples  d'  situés  sur  cette  suri 
droites  correspondant  à  elles-mêmes,  tandis  que  les 
couples  ont  des  droites  dont  cliacuuc  est  la  polaire  dt 
rapport  à  celle  surface.  Dans  cliacuue  de  ces  corrclatic 
les  quinze  tétraèdres  T  se  transforment  en  eux-mêmc 
lus  neuf  autres  surfaces  Sj  se  transforment  en  clles-mèi 

Ooiiimc  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une 
S,  établit  entre  les  génératrices  d'une  autre  surface  Sf 
pondance  involutive  (')  identique  avec  celle  détcrmin 
inologie  involutive  (j  dont  les  axes  s'appuient  sur  les 
communes  de  ces  deux  surfaces,  il  s'ensuit  que  ; 

l.'homoi^raphie  résultant  de  la  superposition  (*)ri 


(■)  On  IrouTC  dîna  le  S  5  de*  Btilràgt  mr  GeomrIrU  lier  Lagt  d 
graphe  intilulë  Imvloloritche  flegrliehaartn  in  PolarijHemm,  le*  pr 
i>(liM  dei  eorrpiDondineei  éubllei  Dar  du  corréUlioDi  nolaim  cl  ft 
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polaires  déterminées  par  deux  surfaces  6s  est  identique 
nologie  im^olutiçe  Ç  dont  les  axes  s'appuient  siw  les  gé- 
F  communes  aux  deux  surfaces  considérées, 
'élation  résultant  de  la  superposition  de  la  corrélation 
^terminée  par  une  surface  62  ^^  d'une  homologie  invo- 
^ont  les  axes  sont  situés  en  dehors  de  cette  surface  ô^ 
que  avec  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une 
^ace  Bj,  coupant  la  précédente  suivant  deux  couples  de 
ippuyés  sur  les  axes  de  l' homologie  involutiveÇ  con- 


iminons  maintenant  les  corrélations  qui  résultent  de  la 
ion  d'une  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  sui*- 
i  d'une  homologie  involutive  (j  dont  les  axes  sont  situés 
surface. 

*rons  pour  cela  la  corrélation  polaire  ijk.lmn  et  Thomolo- 
tive/A^nous  allons  voir  que  la  corrélation  résultante  delà 
lion  de  ces  deux  correspondances  est  focale.  En  effet,  si 
it  deux  points  homologues  dans  Thomologie  considérée, 
daire  II  de  X'  par  rapport  à  la  surface  ijh.lmn^  qui  sera 
Dndant  du  point  £  dans  la  nouvelle  corrélation,  passe  tou- 
le  point  X. 

ouvelle  corrélation  laisse  invariable  la  correspondance 
itre  les  génératrices  de  ijh.lmn  par  Thomologie  involu- 
ne  droite  correspond  à  elle-même,  suivant  cette  corré- 
ale,  c'est-à-dire  elle  appartient  au  complexe  linéaire  dé- 
ar  cette  corrélation,  aussitôt  que  sa  droite  homologue  dans 
;ie  involutive  jfA*  coïncide  avec  sa  polaire  par  rapport  à  la 
k.lmn.  Ainsi,  les  droites  des  couples  dont  les  symboles 

yX',  y/,  y/w,  y>?,  X7,  //w,   ///,  ////,  /«,  mn 

« 

it  les  dix  combinaisons  des  indices  y,  X,  /,  //i,  ^ipris  deux 
partiennent  à  ce  complexe.  Au  contraire,  les  droites  des 
iples  dont  les  symboles 

//,  //,  i7,  /m,  /// 
;nt  l'indice  /  se  permutent  entre  elles. 
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Il  est  manifeste  que  Ton  arrive  n  la  même  corrélation  eu  comhU 
uant  respectivement  les  diverses  corrélations  polaires 

/y/,   ijly  ijm^  ijn^  iki,   ikm^  ikn^  ilm^   iiuy  imn 

avec  les  homologies 

y/-,   yV,    /m,    yw,    A/,    X///,    //i,    //7f,    //?,    /?//f. 

On  voit  ainsi  que  : 

En  combinant  successivement  la  corrélation  polaire  déterminée 
par  une  quelconque  des  surfaces  62  avec  les  six  homologies  invfh 
lutives  gauches  ayant  pour  axes  les  couples  Ç  situés  sur  cette  sur- 
face,  on  arrive  à  un  système  unique  de  six  corrélations  focaleSf 
qui  peuvent  être  représentées  par  les  symboles 

I,  2,  3,  4,  5,  6. 

Dans  chacune  de  ces  six  corrélations,  les  quinze  couples  Ç  se 
transforment  en  eux-mêmes,  de  manière  que  les  droites  des  dix 
couples  Ç  dont  les  symboles  ne  contiennent  pas  l'indice  représcÊ* 
tatij  de  la  corrélation  correspondent  à  elles-mêmes,  tandis 
les  droites  de  chacun  des  cinq  autres  couples  se  permutent  enin 
elles. 

40.  De  la  combinaison  de  deux  quelconques  de  ces  corrélations 

focales    résulte  une   homographie  coïncidant  avec  l'homologit 

involutive  gauche  dont  les  axes  forment  le  couple  Q  représenté  par 

un  symbole  contenant  les  deux  indices   représentatifs  des  deux 

corrélations. 

Les  six  complexes  déterminés  par  ces  six  corrélations  focales 
sont  donc  situés  en  involulion  deux  a  deux  et  forment,  prit 
ensemble,  un  système  de  complexes  fondamentaux,  suivant  Feï-' 
pression  de  M.  Klein  (n**  30). 

Le  système  de  six  complexes  fondamentaux  est  susceptible  d'oi" 
nombre  oo'^  de  déterminations-,  toutefois  on  ne  peut  considérer  le 
système  des  six  complexes  /'ee/^  auquel  nous  venons  d'arriver  que 
comme  un  cas  du  système  de  complexes  de  M.  Klein,  lequel  pc«t 
renfermer  aussi  deux,  quatre  et  même  six  complexes  imaginaires. 
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Mais  ii  est  évident  que  la  particularité  de  notre  système,  provenant 
de  ce  que  nous  avons  supposé  les  tétraèdres  primitifs  A,  B,  C  comme 
réels,  est  purement  occasionnelle  et  qu'elle  disparait  complètement 
aussitôt  qu'on  laisse  les  éléments  déterminalifs  de  ces  tétraèdres 
être  quelconques. 

41.  De  même  que  toute  homologic  involutive  ij  provient  de  la 
saperposilion  des  deux  corrélations  focales  i  et/,  de  même  toutt^ 
corrélation  polaire  ijk  ou  Inin  résulte  de  la  superposition  dans  un 
ordre  (juelconque  des  trois  corrélations  focales  i,  y,  h  ou  de  ces 
outres  /,  m,  n. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par 

k  correspondance  résultant  de  la  superposition  des  corrélations 

feJes  (composantes) 

•      .     •  . 

'il  'î»  'i»   •  •  •  >  '/i» 

fises  parmi  les  six  corrélations  i,  2,  3,  4)  ^1  ^t  ^^  P^r  ^  Thomo- 

I  paphie  identique,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  tout  élément  de 

'espace  correspond  à  lui-même,  on  pourra  résumer  toutes  les  pro- 

pHétés  des  six  corrélations  focales  relatives  aux   correspondances 

^\  en  sont  composées  dans  les  relations  suivantes  : 

Il  =^22^33^44^^^^^=^  ^'^^> 
1 23456  ^  ijklmn  ^  o. 

En  effet,  de  ces  relations  et  de  Tidentité  oi==i  on  peut  tiriT 

Sabord  la  relation 

//77m  ^  //, 

^tf  «prime  la  propriété  de  la  superposition  d'une  corrélation  po- 
ï«rei/fcet  d'une  homologie  involutive  Im  (n"  39).  On  obtient  de 
^'^les  relations 

fjAl  ^  mn     et     /JjA  ^  ik, 

<|Qiexpriineut  les  propriétés  de  la  superposition  de  deux  homologies 
Ç^n'ÏI).  On  en  obtient  enfin  de  nouveau  ijk^lmn. 
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En  général,  si  l'on  considère  la  correspondance  involntivc* 

i|i,ij   ...  i^f 

qui,  comme  on  voit,  est  homographiquc  ou  corrélative  suivant  que 
h  est  pair  ou  impair,  ou  peut  démontrer  qu'elle  peut  être  obtenue 
en  superposant  ses  corrélations  composantes  dans  un  ordre  quel- 
conque. En  utilisant  dès  lors  les  relations 

ii  ^  o,     oi  ^  /,     1 23456  ^  o, 

on  pourra  réduire  le  nombre  de  ses  corrélations  composantes  à  être 
moindre  que  quatre. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  : 

Les  six  corrélations  focales  i,  a,  3,  4i  ^9  6,  les  quinze  homolo^ 
gies  involuti^^es  (Jet  les  dix  corrélations  polaires  ^^  forment  avec 
l'homographie  identique  un  système  fermé  ou  groupe. 


..-^*Vx:^  •' 


•;. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANAIA'^ié.J  APR   ;)  '^j 

LIAGRE  (J.-B.-J.)  et  PENY  (C).  —  Calcul  des  pROBARiLl^éS/jiE'^'fifEORiE  d 
ERREi'RS,  avec  des  applications  aux  sciences  d'observation  ^'genëràl^^Jr 
Géodésie  en  particulier.  —  Bruxelles,  Muquardt;  Paris,  GaùtTÎfêf-vÏÏlars, 
1879.  ln-8",  xx-582  pages. 

La   première  édition  du  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
erreurs  de  M.  Liagre  date  d'environ  vingt-sept  ans  et  est,  depuis  plu- 
sieurs  années,  devenue  introuvable.  Le  succès  de  ce  Volume,  qui 
s'adressait  à  tous  les  astronomes  et  physiciens  qui,  sans  être  à  même 
Je  faire  une  étude  approfondie  des  grands  Traités  de  Jacques  Ber- 
nouUi ,  d'Euler,  de  Condorcet,  deLaplaee, de  Gauss,  de  Legendre,  de 
Coumot,  etc.,  avaient  cependant  besoin,  pour  leurs  déterminations 
ti*orbit4îs  ou  poiu*la  discussion  de  leurs  expériences,  d'être  initiés  au 
mécanisme  du  calcul  des  erreurs  et  des  résultats  les  plus  probables 
d'une    série    d'observations,   était  d'ailleurs  des    mieux  justifiés. 
M.  le  lieutenant  général  Liagre,  s'inspirant  des  travaux  de  ses  de- 
vanciers, avait  en  effet  exposé  d'une  manière  didactique  et  avec  une 
rare  clarté  les  principes  généraux  qui  régissent  cette  branche  im- 
portante des  Mathématiques  appliquées,  et,  par  des  exemples  soi- 
gneusement choisis  dans  rAslronomie,  la  Géodésie,  TArt  militaire 
ou  la  Physique,  il  avait  su  élucider  d'une  manière  complète  ce  que 
la  théorie  présente  souvent  d'abstrait.  Tous  ceux,  et  ils  sont  sans 
aucun  doute  nombreux,  qui  ont  eu  dans  les  mains  et  qui  ont  étudié 
le  Volume  que  j'analyse  ici  rendront  ce  témoignage  qu'il  était  un 
modèle  de  clarté  et  d'exposition  classique. 

La  nouvelle  édition  du  Calcul  des  probabilités  que  publie  au- 
jourd'hui M.  Liagre  a  été  revue  et  augmentée,  par  les  soins  de 
son  auteur  et  de  M.  le  capitaine  d'état-major  Peny,  dans  des  pro- 
portions qui  en  font  presque  un  Ouvrage  nouveau.  On  y  retrou- 
"vera  d'ailleurs  le  même  plan,  la  même  division,  les  mêmes  qualités 
d'exposition  que  dans  le  Volume  de  iSSa. 

i»a  première  Section  traite  des  probabilités  théoriques  ou  a 
pnori;  on  y  part  des  causes,  supposées  connues,  et  on  les  combine 
pour  arriver  à  la  probabilité  des  événements.  Après  une  exposition 
a<*  ce  que  J'qh  Joit  entendre  par  \a  probabilité  d'un  événement, 

»»//.  dfg  Sciences  mathénr.^  2'  Srrio,  t.  III.  (Novembre  18-^9.)  3?. 


parties. 

Les  quatre  Cli.ipitrcs  doiil  nous  venons  d'indiquer  l 
contenu  sont  consacres  au  calcul  de  la  probabilité  des 
lorsqu'on  ooiinait  les  causes  qui  les  produisent  et  aui 
de  ce  calcul  n  quelques  problèmes  particulièrement 
Les  trois  Chapitres  qui  suivent  out  pour  but  la  soin 
blême  inverse  ;  ils  traitent  de  la  détermination  de  la  pi 
causes  par  la  considération  des  événements  eux-môni 
dans  les  applications  les  plus  nombreuses  et  pratique 
importantes  du  Calrul  des  probabilités,  les  rapports 
qui  servent  de  mesure  a  l'action  des  causes  dont  dépei 
tion  des  événements,  ne  sont  pas  connus  a  priori.  On 
donc  former  aucune  prév  ision  sur  le  résultat  d'épreuvi 
si  l'on  ne  savait  déduire  des  expériences  déjà  faites  de 
plausibles  sur  ces  rapports,  c'est-à-dire  sur  la  probab 
tîoii  des  causes.  Les  procédés  qui  ont  pour  but  de  d 
probabililé  des  événements  n  venir  d'après  les  résultats 
antérieures  constituent  le  Calcul  des  probabilités  a  pi 
fait  l'objet  de  la  deuxième  Section  de  notre  Volume. 

Les  questions  de  cet  ordre  peuvent  elles-mêmes  éti 
à  deux  points  de  vue  distincts  : 

i"  La  production  d'un  événement  A  peut  être  due . 
limité  de  causes,  et  alors,  suivant  la  règle  de  Bayes,  « 
lités  des  causes  (ou  des  liypotliêses)  sont  proportionne 
habilités  que  ces  causes  donnent  pour  les  événements 
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a°  La  production  d'un  évéucmenl  A  doit,  comme  dans  le  cas  d'un 
phénomène  naturel,  être  considérée  comme  due  à  un  nombre  infini 
de  chances  ou  d'hypothèses.  Ce  second  cas  est  traité  par  M.  Liagre 
avec  non  moins  d'autorité  que  le  premier,  mais  les  conclusions  aux- 
<{uelJes  il  arrive  ne  sont  pas  de  nature  à  être  résumées  en  quelques 
lignes. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  règles  propres  à  démontrer  Texis- 
tence  d'une  combinaison  de  causes  favorables  à  la  production  d'un 
événement  déterminé,  et  il  examine,  à  ce  propos,  quelques  résul- 
tats de  la  Statistique. 

Parmi  les  causes  il  faut  d'ailleurs  distinguer  :  les  causes  con- 
slantesy  qui  ont  pour  elles  un  certain  nombre  déterminé  de  chances, 
une  probabilité  fixe  ^  les  causes  variables,  qui  ont  pour  elles  un 
nombre  xmriable  de  chances,  et  par  suite  une  probabilité  qui  peut 
osciller  dans  des  limites  plus  ou  moins  larges^  enfin  les  causes  ac- 
cidentelles, qui  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  de  chances  en  leur 
(aveoT,  mais  qui  influent  sur  l'ordre  de  succession  des  événe- 
ments. 

L'existence  de  ces  diverses  espèces  de  causes  amène  d'ailleurs 
M. Liagre  à  définir  la  signification  exacte  des  termes  moyenne  arith- 
fnétit/up,  valeur  médiane  ou  valew  probable,  dont  le  sens  diffé- 
rent est  mis  en  lumière  par  l'étude  d'une  question  spéciale,  les  va- 
riations diurnes  et  annuelles  de  la  température  et  du  baromètre. 

Enfin  celte  deuxième  Section  du  Calcul  des  probabilités  se  ter- 
Uiine  par  une  étude  sur  les  Tables  de  mortalité  et  leurs  consé- 
<|uences  au  point  de  vue  des  problèmes  des  rentes  viagères,  des 
^ntines,  des  caisses  de  prévoyance  et  de  secours. 

La  troisième  Section  présente  les  applications  du  Calcul  des  pro- 
babilités aux  observations  et  aux  expériences^  elle  indique  la  ma- 
iiiërela  plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de  condition 
^de  répartir  les  erreurs  fortuites;  elle  apprend  à  trouver  les  résul- 
Uts  moyens  les  plus  probables  et  à  en  estimer  la  précision.  Le  guide 
df  M.  Liagre,  dans  toute  la  partie  théorique  de  celte  Section,  est 
Oanss;  mais  les  démonstrations  de  l'illustre  auteur  du  Tlieoria 
motus  sont  présentées  avec  plus  de  netteté,  et  la  part  des  hypo- 

\)ièses,  légitimes  d'ailleurs,  qu'il  est  inévitable  de  faire,  sur  le  mode 

4e répartition  des  erreurs  accidentelles  des  diverses  grandeurs  mise 

çlusen  évidence.  La  notion  d'une  erreur  probable  et  d'une  erreur 


de  l'erreur  moyenne  et  de  la  précision  d'une  fonctioD 
plusieurs  quantités  directentcnt  mesurées  :  c'est  le  cas 
sente  quand  on  détciminir  un  angle  par  la  somme  de  à 
une  basi;  topographlque  à  l'aide  de  règles  géodesiqiies. 

Mais  le  cas  qui  se  présente  le  plus  souvent  dans  la  ] 
celui  où  l'on  doit  déterminer  des  inconnues  à  l'aide  d'< 
néaires  dont  le  nombre  est  supérieur  à  celui  des  incoi 
intimes  :  e'i-st  pour  ce  cas  que  Lcgendre  et  Gauss  on 
mélbode  des  moindres  carrés.  M.  Liagrc  légitime  d'abc 
lliude,  puis  il  en  expose  les  calculs  eu  suivant  pas  à  pas 
que  Gauss  lui  a  spécialement  consacré.  Une  fois  en  p 
cet  ensemble  de  règles,  les  applications  se  présentent  ne 
variées;  mais  c'est  sur  tes  queslions  géodésiqucs  que  M 
tend  particulièrement. 

Il  traite  d'abord  du  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'une 
sique,  puis  de  la  mesure  des  angles  géodésiques  et  de 
satîou  des  triangles,  de  la  détermination  des  directions 
bables  fournies  par  les  observations  faites  à  une  statiot 
et  de  )a  compensation  de  l'ensemble  d'un  réseau  trigo] 
Enfin  le  Volume  se  termine  par  une  théorie  du  nivellt 
nométrique  et  de  sa  compensation  par  la  méthode  de  C 

Tel  est  lerésumcdes  principales  questions  étudiées  par 
et  Pcny  dans  leur  Traité  du  Calcul  des  probabilités  et  < 
des  erreurs}  quelque  incomplet  qu'il  soit,  j'espère  qu'il 
turc  à  montt^r  aux  lecteurs  du  Bulletin  l'intérêt  qui  s'i 
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ïPMAKOB'fa  (B.-D.).   Teopifl  BfcpOflXHOCTEri.  •IcKI^Ih  (IlITaHHblfl 

Fb  HMncpaTopcKOMiï   yHHBerciiTeTt   Cb.   B.iaAHMÎpa  npo^ecco- 
poMi  5.-/7.  EpMaKOBbLH^.  KicBTj,  1879  (*).  — Gr.  in-8',  140  p. 

L'auteur  expose  d'abord,  dans  sa  Préface,  le  but  qu'il  a  pour- 
«ûiVi  en  publiant  ses  Leçons.  Les  Traités  que  l'on  possède  sur  le 
Calcul  des  probabilités  passent  trop  rapidement  sur  les  principes 
/bndamentaux  de  cette    science  et  réservent  les  développements 
pour  les  applications  diverses   aux  assurances,  aux  témoignages 
judiciaires,  aux  Tables  de  mortalité,  etc.  M.  Ermakof  a  consacré 
SOQ  Ouvrage  entièrement  à  la  tliéorie.  De  plus,  il  a  comblé  une 
lacune  qui  se  rencontre  chez  les  autres  auteurs,  en  ajoutant  à  la 
fin  du  Volume  un  Recueil  d'exercices  variés  sur  le  Calcul  des  proba- 
bilités, avec  l'indication  des  résultats. 

Parmi  les  parties  nouvelles  qu'il  a  introduites  dans  sa  rédaction, 
il  signale  une  démonstration,  due  à  M.  Tchebychef,  d'un  théorème 
très  général  contenant,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de 
Bemoulli  (2). 

La  théorie  des  combinaisons,  telle  qu'elle  est  exposée  dans  les 
Traités  d'Algèbre  ordinaires,  ne  sufiit  pas  pour  la  solution  des 
problèmes  de  probabilités,  dans  lesquels  on  doit  chercher,  parmi 
U)ule5  les  combinaisons  des  événements,  le  nombre  de  celles  qui 
Satisfont  à  des  conditions  données.  Les  anciens  auteurs  ont  résolu 
<^s  difScultés  par  des  méthodes  particulières,  en  s'aidant  le  plus 
auvent  de  l'induction.  Laplace  a  traité  les  mêmes  problèmes  par 
le  calcul  des  dilTérences  finies^  mais  l'emploi  de  cette  méthode  est 
parfois  sujet  à  de  grandes  difficultés,  soit  pour  la  position  de  l'équa- 
tion aux  différences,  soit  pour  son  intégration.  Une  Note  de 
M.Camille  Jordan,  publiée  dans  leTonieLXV  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  p.  ggS,  a  fourni  à 
M.  Ermalof  une  solution  facile  et  générale  de  cette  classe  de 
questions. 


(')  EtiàEOF  (V.-P.),  Théorie  des  probabilités.  Leçons  professées  à  l'IIniversitê  im- 
V«mlc  de  Saiut-VIadimir.  Kicf. 

')  ^UmeMamirceCKili  C^opHUh^^  l-  n,  ^t^'  f<s  valeurs  wojeunes. 


plusieurs  événviuents  simples;  probabilités  des  cv«ncni( 
cas  où  les  circonstances  favorables  h  leur  arrivée  ue  soi 
nicul  probables;  probabilité  de  l'arrivée  de  l'un  de  ces  é 

Le  Cliapitrc  III  (  p.  55-^8  )  a  pour  objel  les  probabilité 
ûvéueineiits  dans  les  épreuves  répétées  :  théurème 
lîcrnoulli  ;  espérance  matbéniatitjue. 

Les  matières  traitées  dans  le  Cbapîire  IV  (p.  79-98)  1 
vantes  :  probabilités  des  événements  dont  la  productioii 
causes  diverses;  espérance  raalliématique  dans  le  cas  à 
causes  agissantes  ;  probabilités  d'un  événenienl  futur,  d 
observations;  probabilités  des  causes,  déduites  des  obse 

Le  Chapitre  V  {p.  99-11(1)  est  consacré  à  la  rech» 
probabilité  tjuc,  parmi  une  suite  d'événements  désignt 
arrivent  certains  événements.  L'auteur  applique  à  la  ré 
cette  classe  de  problèmes  la  méiliode  de  M.  C.  Jordan. 

Le  Itecucil  d'exercices  qui  termine  le  Volume  compte 
et  un  énoncés  de  questions  variées,  dout  les  résultats  si 
quelques-uns  avec  des  indications  sur  la  marche  à  suivi 


rPOMEKA.  —  O'icpKi)  Toopiii  Kaim.unpHbixii  HBjen 
noeepxHOCTnaro  CLfbn.ienifl  HiiUKocTir.  MocKBa,  18^ 
iD-8",  68  pages  ('). 
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m  encore,  daus  son  Opti(/ue,  a  décrit  rascension  de  Teau 
tube  capiUaire  et  expliqué  la  loi,  trouvée  expérimentale- 
'  Jurine,  que  cette  ascension  est  inversement  proportion- 
liamétre  du  tube  ;  mais  il  n*a  pas  donné  à  son  explication 
ppement  suflGsant. 

Bernoulli  et  Clairaut  ont  fait  les  premiers  essais  d'une 
athématique  des  phénomènes  capillaires. 
Bernoulli  (' )  n'est  pas  parvenu  à  déterminer  la  loi  de  ces 
les.  Clairaut  (^),  en  s'appujant  sur  les  lois  générales  de 
ailique,  expliqua  l'ascension  et  l'abaissement  dans  les 
)ils  et  indiqua  la  dépendance  de  ces  phénomènes  et  de  la 
ménisque.  En  supposant  que  les  parois  du  tube  agissent 
la  masse  liquide  intérieure  et  que  l'ascension  et  l'abais- 
f pendent  de  l'action  de  l'extrémité  inférieure  du  tube,  iui- 
ms  le  liquide,  il  n'est  pas  parvenu  à  établir  analytique- 
»i  de  Jurine. 

nier  essai,  mieux  réussi,  de  la  théorie  en  question  est  dû 
(').  Il  admet  que  l'attraction  mutuelle  des  particules 
.'agit  qu'à  des  distances  inappréciables.  De  cette  hypothèse 
les  conditions  d'équilibre  des  particules  liquides,  tant 
*s  que  contiguës  à  la  surface,  et  démontre  que  la  cohésion 
mières  diilèrc  de  la  cohésion  des  premières.  11  examine 
s  formes  de  gouttes  liquides,  posées  sur  un  plan  horizontal 
dues  au  bout  d'une  })ointe,  et  conclut  que  la  hauteur  de 
;s  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure 
(]ue. 

l'après  ces  formules,  il  a  dressé  des  Tables  pour  comparer 
ats  théoriques  avec  ceux  qu'il  a  obtenus  dans  ses  re- 
expérimentales. 

ns  avant  l'apparition  de  la  théorie  de  Laplace,  vers  la  fin 
le  mathématicien  anglais  Young(^)  présenta  à  la  Société 
e  Londres  une  dissertation  sur  la  cohésion  des  liquides.  11 


odjnamique,   1738. 

iCT,  Théorie  de  la  Jigure  de  la  Terre ^  1 7  î  <  • 

B,  De  figuris  superjîcierum  fluidorum  [Comment,  Soviet.  Scient.  Ca'tli/t^ 


'i  An  essar  on  tlie  cohésion  of  fluids  {Phil.  Transactions,  iSo'!). 


sérées  dans  le  Course  of  Lectures  on  Nattu-al  Phitoi 
l'anndti  1807. 

Laplacc  (  '  )  cxjiliqua  les  pLéiionièncs  capillaires  par 
«les  molécules.  Sa  théorie  peut  servir  de  modèle  quant 
elles  ayant  trait  aux  pliénomcncs  physiques,  à  l'aide 
matliéuiaiiquo.  L'auteur  fait  ici  une  remarque  iiiexî 
théorie  de  Laplace  ne  met  pas  en  évidenre  la  grandcu 
fait  par  la  surface  libre  du  liquide  avec  la  paroi  du  va 
Suppléments  2  et  3,  Laplace  établit  la  valeur  de  cet  au 

Gauss  { ')  a  exposé  une  autre  théorie,  fondée  aussi 
tioii  moléculaire,  mais  déduite  du  priucipc  des  vitesse 

Laplace  et  Gauss  n'ont  pas  assez  remarqué  cette  c 
que  les  couches  supcriieielles  de  tous  les  liquides  possèt 
priélés  parliculières,  qui  les  distinguent  de  la  massu  in 
cohésion  des  molécules  superficielles  est  plus  considér 

Poisson  {"),  dans  sou  Ouvrage  fondé  sur  l'hypothèse 
tiou  iutermoléculaire,  remarqua  aussi  ce  changeoien 
densité  à  la  surface  des  liquides.  Dans  cet  Ouvrage,  Poii 
si  complètement  tant  de  questions  diverses,  qu'il  a,  poi 
épuisé  toute  la  théorie  de  la  capillarité. 

L'auteur  a  oublié  d'indiquer  ici  la  grande  important 
riences  de  Simon,  dans  la  théorie  des  phénomènes  cap 
expériences  ont  démontré  que,  dans  le  cas  de  tubes 
l'ascension  n'est  pas  inversement  proportionnelle  au 
tube,  et  alors  la  théorie  de  Poisson  est  en  défaut  :  et 
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professeur  Davidof  (  *  )  prend  soin  d'accorder  la  théorie  de 
Q  avec  la  théorie  générale  d'équilibre  des  liquides,  à  Taide 
icipe  des  vitesses  virtuelles,  et  en  même  temps  il  s'occupe  des 
tances  physiques  ayant  un  rapport  essentiel  avec  ce  sujet. 
Ouvrage  remarquable  se  compose  de  deux  Parties.  Dans  la 
•e,  intitulée  Théorie  physique  des  phénomènes  capillaires, 
mis  et  systématisés  les  résultats  des  recherches  expérimen- 
latives  à  ces  phénomènes  \  dans  la  seconde  est  exposée  la 
mathématique  de  la  capillarité. 

S59,  Paul  du  Bois-Reymond  (2)  soutînt  à  Berlin  une  dis- 
ti  consacrée  à  la  théorie  de  la  capillarité,  oii  il  a  exposé  la 
du  potentiel  des  forces  capillaires,  et  a  donné  une  série  de 
s  auxiliaires  pour  transformer  les  intégrales  doubles  en  in- 
simples. Certaines  de  ces  formules  se  trouvent  dans  les 
de  Laplace  et  de  Poisson  ;  cependant  du  Bois-Reymond  les 
iïs  indépendamment,  en  considérant  la  variation  de  la  sur- 
i  Bois-Reymond  ramène  à  quatre  problèmes  fondamentaux 
es  questions  relatives  k  la  théorie  de  la  capillarité.  La  solu- 
quairième  problème,  relatif  à  l'équilibre  d'un  corps  ilottanl, 
î,  d'après  l'opinion  de  M.  Groméka,  sur  une  hypothèse 
;,  l'a  amené  à  des  conclusions  erronées,  relativement  au  rap- 
islant  entre  le  volume  total  d'un  corps  flottant  et  sa  partie 
ée. 

■es  l'avis  de  l'auteur,  pendant  que  la  théorie  de  Laplace  est 
par  suite  des  travaux  des  savants  nommés  plus  haut,  à  un 
pement  notable,  la  méthode  de  Young  se  développait  beau- 
us  lentement  et  trouvait,  pendant  un  certain  temps,  peu 
isans.  En  i845  et  1846,  Hagen  (^)  a  repris,  dans  une  série 
loires  et  au  point  de  vue  de  Young,  la  théorie  générale  de 
larité  et  plusieurs  questions  particulières  qui  s'y  rapportent, 
is  ce  temps,  plusieurs  physiciens.  Plateau,  Lamarle,  Van 
isbrugghe,  etc.,  se  sont  servis  de  l'hypothèse  sur  la  cohésion 
îelle  des  liquides,  dans  leur  examen  des  phénomènes  capil- 
Le  nombre  des   imitateurs   de   Young   croît  constamment, 


»"K)p,  Teopin  KaniuiAHpHbixb  nRaeniit,  i85i.  INIocKoa. 

Dr  Boit-RbYMOiiD,  De  œquilibrio  fluithrum.  Disscrtatio  inaugurali». 
CM,  DtnAschriftrn  lier  Derl.  Akad.y  i8'|5  el  iS^^i. 
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d'après  Tavis  derauteur,  qui  expose  brièvement  la  polémique  des 
partisans  de  deux  directions  dans  le  Journal  de  Physique  ded'Âl* 
meida.  En  premier  lieu,  Moutier  (  *  )  y  inséra  un  arliclc)  en  vue  de 
démontrer  la  supériorité  de  la  théorie  de  Laplace.  Renouvelant  la 
reproches  faits  à  la  théorie  de  Young,  qu'elle  est  fondée  seulement 
sur  l'analogie  entre   la  couche  superCcielle  d'un  liquide  et  om 
mince  plaque  élastique,  Moutier  démontre  que  la  théorie  de  l'attrae- 
tion    moléculaire  est   suffisante  pour  expliquer  tous  les  phéno* 
mènes  capillaires,    sans   qu*on  ait  besoin   d'une   hypothèse,  sv 
l'existence  d'une  mince  plaque  élastique  sur  la  surface  d*un  liquide. 

Dans  le  même  Volume  se  trouve  une  Lettre  de  Van  der  Mens* 
brugghe,  qui  combat  chaudement  l'opinion  de  Moutier,  que  l'idée 
d'extension  est  tout  à  fait  iuutile.  Ayant  remarqué  que  cette  idée 
n'exclut  point  la  justesse  de  la  théorie  de  Laplace,  et  rappelant  l'essd 
de  Lamarle  (^)  pour  expliquer  l'extension  précisément  par  cette 
théorie.  Van  der  Mensbrugghe  indique  les  travaux  de  QuiDcke,de 
Lûstye  et  de  beaucoup  d'autres.  Les  problèmes  si  nombreux,  ajoute 
Van  der  Mensbrugghe,  examinés,  sinon  résolus,  parées  savants,  oui 
suffisamment  démontré  la  grande  utilité  de  ce  point  de  vue,  qui  ne 
tardera  pas  à  être  introduit  dans  les  Cours  de  Physique. 

Dans  le  même  Journal,  on  rencontre  aussi  les  essais  de 
Duclaux  (  3  )  pour  réaliser  la  pensée  de  Van  der  Mensbrugghe  et  fon- 
der, sur  le  principe  de  la  cohésion  superficielle  des  liquides,  une 
théorie  élémentaire  des  phénomènes  capillaires.  Une  théorie 
pareille  se  trouve  dans  le  Manuel  de  Grashof. 

Tel  est  l'aperçu  historique  du  pix>grès  de  la  théorie  de  la  capilla- 
rité que  l'auteur  a  cru  devoir  donner  au  lecteur,  pour  mieux  ap- 
précier son  propre  point  de  vue  sur  cette  théorie.  • 

Après  avoir  mis  en  évidence  que  les  deux  directions  suivies, 
dans  l'étude  de  la  théorie  capillaire,  diilerent  non-seulement  dans 
ces  bases,  mais  deviennent  même  incompatibles  entre  elles,  dans 
l'exposition  de  certains  écrivains,  l'auteur  cherche  à  établir  son 
point  de  vue  particulier  sur  la  théorie  de  la  cohésion  superfiacife 


(*)  MouTiKR,  Journal  de  Physique  de  M.  d'Almcida,  t.  I. 

(')  Ato.  Dcpré,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  LM^: 
1867. 

(■)  DiCLAix,  Sur  la  capillarité.  Extrait  d'un  travail  inédit  :  Théorie  élemrtttuiif^^ 
la  capillarité  {Journal  de  d'Almeida,  187?}. 


^ 
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des  liquides.  11  sou  lient  que  ce  point  de  vue  est  capable  d'accorder 
hiieux  directions  et  de  justiGer  la  tliéorie  de  Young  de  la  principale 
<faolijections,  qu'elle  n'est  pas  suffisamment  établie  sur  les  prin- 
cipes gcDeraux  de  la  Mécanique  rationnelle. 

On  sait  que  la  solution  théorique  des  problèmes  où  il  est  ques- 
>ii  des  forces  moléculaires  devient  plus  facile  en  y  introduisant 
lée  auxiliaire  de  la  pression.  Cauchy  déGnit  la  pression  comme 
résultante  d'un  certain  système  des  forces  moléculaires  mu- 
les. 

lettc  idée  se  prête  avantageusement  à  l'étude  de  l'équilibre  et 
nouvement  des  corps  élastiques,  liquides,  etc. 
'auteur  croit  que  l'application  de  cette  idée  aux  phénomènes 
llaires  conduit  à  la  théorie  de  la  cohésion  superGcielle  et  sup- 
ne  sa  discordance  avec  la  théorie  de  Laplaco.  Remplissant  sa 
le,  l'auteur  commence  par  l'exposition  des  théorèmes  généraux 
tifs  a  la  pression,  découverts  par  Cauchy  et  rentrés  déjà  dans 
Iqucs  cours  d'enseignement.  Dans  la  méthode  analytique,  il 
mence  par  les  équations  de  du  Bois-Reymond,  représentant  le 
K>rt  entre  les  intégrales  dont  les  unes  s'étendent  sur  une  partie 
a  surface  courbe  et  les  autres  sur  le  contour  de  cette  surface. 
irès  son  avis,  ces  équations  sont  utiles,  tant  pour  l'établisse- 
it  d'une  des  principales  conditions  d'équilibre  capillaire,  rela- 
I  à  la  surface  libre  d'un  liquide,  que  pour  la  démonstration  des 
»rèmes  relatifs  aux  diverses  portions  d'un  volume  liquide.  Ces 
liions,  d'après  l'avis  de  l'auteur,  sont  la  partie  fondamentale  de 
léorie  des  phénomènes  capillaires.  A  l'aide  de  ces  équations  et 
conditions  d'équilibre  des  forces  capillaires,  il  démontre  le  re- 
tqnable  théorème  suivant,  qui  peut  être  considéré  comme  une 
éralisation  de  la  loi  d'Ârchimèdc  : 

.4>rsquiin  corps  quelconque  flolte  librciuent  sur  la  surface 
izontate  d'un  liquide,  une  certaine  portion  de  ce  liquide 
fevc  ou  s'abaisse  autour  de  sa  surface,  et  la  somme  des  masses, 
'yrmées  près  du  niveau  de  flottaison,  est  égale  à  la  somme  de 
s  masses  par  lesquelles  les  premières  sont  remplacées, 

l^place  (*)  a  déduit  ce  théorème  de  la  considération  d'un  large 


tration  de  ce  tlieorême,  pour  les  hypotUeses  les  plus 
En  outre,  il  consîdcru  les  i-elations  qui  existent  entre  It 
des  centres  de  gravité  des  niasses  considérées,  dont 
ni  Laplace  ni  Poisson.  Il  soutient  enfin  que  les  hypot 
nées  de  du  Bois-Rcymond  relatives  à  ce  problème  l'on 
des  formules  erronées, 

L'Ouvrage  de  M.  Grouiéka  contient  trois  Chapitres 

i"  Conditions  générales  d'équilibre  des  liquides; 
a"  Propriétés  des  surfaces  de  séparation  de  deux  H 
3"  Équilibre  des  corps  Jlottants. 

Uivnque  l'Ouvrage  analysé  laisse  certaines  questioni 
tion  complète,  on  ne  peut  cependant  nier  son  utilité,  pa 
nouveau  point  de  vue,  pris  par  l'auteur,  dans  son  essi 
cette  théorie.  Enfin  l'exposition  est,  dans  certains  cas 
et  très-simplifiée.  N.  Bt 


RICCARDI  (Pror.  Pietbo).  —  Cenki  sulla  stobia  della  Geodi 
DALLE  BPOCHE  Fi:«  olthe  alla  hetà  DEL  RECOLO  XIX.  Parte  pn 
Tipi  Gambcrini  e  Parmcggiani,  1879. 1n-4',  100  pages,  1  planci 

L'auteur,  hien  connu  par  une  longue  série  de  m< 
historiques,  commence  avec  ce  premier  fa«.'icule  son  hi 
Géométrie  pratique  en  Italie,  entreprise  qui  sera  d'i 
importante  et  plus  digne  d'intérêt,  qu'elle  peut  Être  rcg 
certain  imint  de  viip.  comme  faisant  .tuite  à  l'evceliet 
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itor,  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  ce  Bulletin  (*).  Au 
\es  deux  auteurs  traitent  le  même  sujet  ;  toutefois,  M.  Rie- 
Jt  encore  ici  faire  preuve  d'une  incontestable  originalité, 
ons  esquisser  à  grands  traits  la  marche  du  développement 
»  de  notre  auteur. 

Dduction  examine  les  travaux  des  Grecs  qui  se  rapportent 
désie  et  à  la  Géographie  mathématique;  puis  viennent  los 
!S,  sur  lesquels  on  n'a,  il  est  vrai,  que  peu  de  renseigne- 
isilifs,  et  ensuite  les  Romains.  Une  explication  très-inté- 

appuyée  d'un  dessin,  nous  fait  connaître  Tinstrument 
ige  de  Tancienne  Italie,  la  groma;  M.  Riccardi  établit 
|ue  les  auteurs  récents  qui  se  sont  occupés  de  la  disposition 
LStrumeut  (^)  ont  le  plus  souvent  laissé  de  côté  les  recher- 
K>rtantes  sur  cette  question  de  Cavedoni  et  de  Promis.  Le 
e  Chapitre,  consacré  au  célèbre  Ouvrage  de  Léonard  de  Pise, 

encore  bien  plus  de  faits  nouveaux,  du  moins  pour  les 
s  à  ritalie.  On  doit  savoir  gré  à  l'auteur  d'y  avoir  fait  con- 
s  commencements  du  tracé  scientifique  des  Cartes,  et  en 
er  le  fameux  plan  du  monastère  de  Saint-Gall,  de  même 
i  pensons  qu'en  présence  des  connaissances  mathématiques 
>osspssion  distinguait  si  avantageusement  ce  monastère  des 
:ablissements  on  ne  pouvait  s'empôcher  de  porter  sur  ce 
*  attention  spéciale.  D'un  certain  Alberti,  qui  vivait  vers  le 
u  XV*  siècle,  on  peut  citer,  outre  ses  essais  hydrométriques, 
;t  pour  mesurer  les  profondeurs  de  la  mer,  qui  fut  repris, 
tts  ans  plus  tard,  par  l'encyclopédique  llooke.  Le  premier 
iprimé  en  Italie  dans  lequel  il  soit  question  de  Géométrie 

est  le  Traité  de  Valturio,  De  re  militari  (1472).  Viennent 
les  Ouvrages  bien  connus  de  Pacioli,  le  Lihro  di  Aritmc' 
weometria  speculati^a  e  praticale  (  i5a6),  dans  lequel  on 
à  la  méthode  des  coordonnées  d'Héron,  et  la  No^'a  Scientia 
iglia.  Le  grand  peintre  Raphaël  nous  est  présenté  ici  sous 


.,  p.  161. 

ni  ce*  ailleurs.  M.  Rtccanli  cite  Stocbor  {Die  rômischcH  GrundsteuervermesS' 
ânchen,  1877  ),  mais  ne  cite  pas  Haiikcl,  dont  l'Ouvrage  {Ztir  Cesc/tichte  dttr 
ûk  im   Aitertlittm   uiul  Mittrialter^   p.   298)  aurait   dû  être   mentionne   au 


géodésiques  et  dfs  procédés  de  mesure  nouvellement 
fallait  toute  l'immense  érudition  de  l'auteur  de  ta 
matematica  pour  meitre  tous  ces  écrivains  cbacun  à  leoi 
circonstance  bien  digne  de  remarque,  c'est  que  des  rangs  i 
de  guerre  et  des  Jurisconsultes  est  sorti  un  nombre  c 
de  Traités  de  Géométrie  :  tel  est,  par  exemple,  le  2 
Bartolo,  auquel  toutefois  Botcon  (')  reproche  de 
erreurs.  Le  Livre  le  plus  importaut  do  la  seconde  moîtiéd 
est  la  Geomeuia  pratica  de  Pomodoro,  qui  repn 
de  bulles  planches  gravées  tout  l'assortiment  d'instru 
faisaient  usage  les  géodésistcs  de  cette  époque. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  II,  considéré  plus  p 
ment  les  doctrines  qui  font  partie  de  la  Géométrie  prati< 
sens  étroit  du  mot,  l'auteur  consacre  spécialement  le  ( 
au  développement  de  ta  Géodésie  supérieure,  c'est-à 
science  qui  s'occupe  de  la  mesure  et  de  la  représenta tioE 
de  la  surface  terrestre  dont  la  courbure  ne  saurait  £ti 
L'auteur  jette  un  coup  d'œil  sur  les  oeuvres  de  traduct 
dépeint  ensuite  l'état  des  connaissances  en  Géographif 
tïqne  chez  les  encyclopédistes  du  xiii*  et  du  \iv*  siècli^ 
nello  Latini,  Ristoro  d'Are/.zo,  Pielro  d'Abano,  Cecco 
avant  tout  cliez  le  grand  poète  et  polygraplie  Dante  Alig 
aussi  question  de  cette  étrange  hypothèse  dont  l'aul 
article  a  cherché  à  retracer  l'histoire  dans  le  troisième 
ses  Studien  zur  Geschichte  der  malhematischen  undphj 
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Il  aux  Italiens  dans  les  grandes  découvertes  géographiques  de 
(lu  moyen  âge,  ainsi  que  dans  les  progrès  de  la  Cartographie, 
it  aussi  une  mention  spéciale  aux  travaux  entrepris  par  les 
s  sur  la  Géographie  de  Ptolémée,  considérée  comme  la  prin- 
source  de  la  Science.  Nous  apprenons  à  connaître  un  grand 
!»  d'Ouvrages  de  Cosmographie  et  de  Recueils  de  Cartes; 
les  premiers,  on  doit  remarquer  particulièrement  ceux  de 
ycus  et  ceux  de  Barocius,  bien  connu  d'ailleurs  pour  ses 
hes  sur  les  asymptotes.  La  G n  de  ce  Chapitre,  et  jusqu'à  pré- 
l'Ouvrage  entier,  contient  une  intéressante  définition  do  ce 
Lteur  entend  par  Indagini  geodetico-nauticlie.  Relativement 
ernières,  nous  renvoyons  à  l'interprétation  que  nous  avons 
,  dans  le  sixième  fascicule  de  nos  Studien  ('  ),  de  la  raxon 
rteloîo,  que  M.  Riccardi  cite  seulement  en  passant  (p.  pS); 
trions  heureux  de  voir  nos  vues  partagées  par  un  juge  aussi 
ent  que  le  savant  auteur. 

»  avons  l'espoir  de  pouvoir  bientôt  rendre  compte  dans  ce 
1  de  la  suite  de  cet  excellent  Ouvrage.  S.  G. 


RING  (D*'  K.].  —  Die  Parallelcurve  der  Ellipse,  als  Curve  vom 
Ëins,  uDter  Anwendung  eiues  neuen  Liniencoordinatcnsystems.  Brilon, 
)halen,  J877. 

teur  de  cet  intéressant  programme  scolaire,  bien  supérieur 
au  moyen  des  travaux  de  cette  nature  et  digne  à  ce  titre  même 
ignalé  aux  lecteurs  de  l'étranger,  a  déjà  plusieurs  fois  entre- 
mettre à  la  portée  d'un  public  plus  nombreux  les  recherches 
tes,  bien  connues,  de  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques, 
liquant  ces  nouvelles  méthodes  à  des  problèmes  particuliers, 
iris  aujourd'hui  la  même  voie,  et  à  l'intérêt  qu'odre  déjà  par 
ème  la  discussion,  à  l'aide  des  fonctions  3-,  d'une  courbe 
|uable,  se  joint  encore  une  autre  considération  importante, 
ir  ayant  fait  usage  dans  cette  recherche  d'un  système  de 
tnnécs  encore  peu  connu,  mais  qui  évidemment  doit  offrir 

m  Bulletin,  III,,  p-  33o. 


système  se  développer,  comme  étant  à  la  fois  stmpl 
manier. 

Lo  Mémoire  actuel  confirme  pleinement  cette  attente 
ring  démontre  qu'une  courbe  de  rang  i,  déjà  traitée  i 
Clehscli,  est  complètement  identique  avec  la  courbe  que 
en  portant  des  longueurs  égales  sur  les  normales  d'une 
longées  n  l'extérieur,  et  joignant  leurs  extrémités  par 
voit  sans  difGculté  que  l'étude  de  cette  courbe,  t 
système  de  Schwering,  aurait  pour  équation 


"■■- ^  v'4'' +("-'■>•(" +  .')+p-,  [4»' +  ("- 

exigu  impérieusement  l'emploi  d'un  système  de  coo 
lignes.  Mais  l'extrême  simplicité  avec  laquelle  l'aute 
h  l'aide  de  ce  système,  à  déduire  toutes  les  siiigidarités 
propriétés  fondamentales  ne  peut  être  appréciée  que  p 
du  travail  original,  que  nous  recommandons  à  tous  I 
vue. 


30.40T4PEKb.  —  Teopia  iitjwxi.  KOMnjteKCHuxi 
npn.'iowenieM'b  ki>  HHTerpajbHOMy  ucincteHiio.  C  1 
1874.  -  In-4',  174  pages  ('). 
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^(Ics  résidus  quadratiques  et  dans  celle  de  la  division  du  cercle 
a  Icmniscate.  Dans  ces  recherches,  ralgorithme  de  Gauss 
point  de  départ;  à  Taide  de  cet  algorithme  on  trouve  aussi 
p-and  commun  diviseur  des  nombres  entiers. 
;  la  théorie  des  nombres  complexes  de  la  forme  a  +  /;/,  on 
?ncé  à  s'occuper  de  Tétude  des  nombres  complexes,  dépen- 
s  racines  d'un  degré  quelconque  de  Tunilé.  A  Taide  de  ces 
,  les  savants  essayèrent,  d'un  côté,  à  démontrer  le  théorème 
at  sur  l'impossibilité  de  résolution  en  nombres  entiers  de 
»n 

x^  4-  j>*^  =  c^, 

[in  nombre  entier  plus  grand  que  3  \  d'un  autre  coté,  rétud(ï 
ambres  était  indispensable  pour  la  démonstration  de  la  loi 
rocité  des  résidus  des  degrés  supérieurs. 
et  Cauchy  (  '  )  ont  fait  les  premiers  essais  dans  cette  direc- 
ais  ces  essais  n'ont  pas  entièrement  réussi,  parce  que  ces 
ont  pris  pour  base  de  cette  théorie  l'algorithme  pareil 
[ui  sert  à  trouver  le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres 
>rdinaires,  et  déduit  de  là  les  conséquences  semblables  à 
i^a  déduites  Gauss  des  nombres  de  la  forme  a  +  hi.  Les 
ont  démontré  que  cet  algorithme  n*est  pas  applicable  en 

aer  donna  le  premier  sa  remarquable  théorie  des  nombres 
es  dépendants  des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité, 
er  indiqua  l'application  de  cette  théorie  à  l'Algèbre  et  dé- 
|ue  toutes  les  équations  abéliennes,  dont  les  coeilicients  sont 
nombres  entiers  ordinaires,  soit  les  nombres  de  la  forme 
sont  les  équations  de  la  di\ision  du  cercle  ou  de  la  leiu- 

les  nombres  complexes  dépendants  directement  des  racines 
té,  on  a  étudié  aussi  les  autres  nombres  complexes,  ayant 
ition  avec  la  théorie  de  la  division  du  cercle.  L'Ouvrage 
itein  ( *)  se  rapporte  à  ce  genre  de  recherches. 


ipief  remdtu  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences^  ï8'j7. 

OSTini,  Ueher  Formen  Z-ten  Grades  mit  3  f'ariabe/n,  wetch^  der  Kreisthei^ 

'hkts^hung  t*erdanAen  {Journal  df  C relie,  t.  28). 

^'iet  Sciences  niathêm.^  i*  Si^rie,  t.  lîl.  (\ovoml>re  1^79.'  33 


l.es  propriétés  principales  des  congruenccs  ratioiii 
(lire  les  propriétés  des  polynômes  à  eoefficienls  entien 
À  un  certain  module  simple,  étaient  déjà  connues  do  ( 
CI179S  j  l'cxposilion  de  ces  propriétés  forme  le  liuiti 
<ie  ses  Disquisitiones  aiithmeticœ.  M,  Scrret  trouv. 
propriétés,  les  développa  dans  son  Cours  d'^igcbre 
les  appliqua  à  la  tliéorîe  des  équations.  Du  reste,  dans 
présenté  en  1 865  à  l'Académie  des  Sciences  de  Par 
remarque  que  les  premières  recheiches  sur  ce  sujet, 
autre  point  de  vue,  se  trouvent  déjà  dans  les  travaux 
L'ouvrage  de  Zolotaref  se  compose  de  quatre  Chap 
Pour  établir  nue  liaison  entre  la  théorie  des  nomb 
et  celle  des  congruences  fonction nell es,  l'auteur  coi 
mier  Chapitre  à  l'exposition  des  propriétés  de  ces 
Cliapîlre forme  la  base  delà  théorie  des  nombres  idéî 
Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  des 
plexcs.  L' auteur  y  expose  les  résultats  des  recherche! 
Kummer,  Kronccker.  Ses  démonstrations  sont  appuy 
position  de  M.  Hermite,  relative  à  la  limite  du  minim] 
quadratiques. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  généralise  la  tliéorî 
de  nombres  complexes  dépendants  des  racines  de  l'uni 
l'équation  irréductible 

F[*)  =  .r"  + a,*"-' +«,*■-*  +  ., .  +  «„_,*  + 
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le  contenu  des  Chapitres  III  et  IV  est  l'œuvre  propre  de  l'auteur. 

H  est  à  remarquer  qu'un  essai  de  généralisation  des  nombres 
Hémi  de  Kummer  fut  fait  par  Selling  (  <  )  ;  mais  cet  essai  n'a  au- 
ïne  relation  avec  l'Ouvrage  de  l'auteur.  11  en  est  de  même  du 
pmanjiiahle  ouvrage  de  Dedekind,  où  celui-ci  s'occupe  des  multi- 
'fcatcurs  idéaux,  mais  h  un  autre  point  de  vue. 
Le  Chapitre  IV  est  consacré  h  TappHcation  des  nombres  com- 
exes  à  un  problème  du  Calcul  intégral.  On  découvre,  dans 
Lte  application,  un  nouveau  lien  entre  la  théorie  des  nombres  et 
calcul.  Ce  problème  est  : 

Etant  donnée  la  dijférentielle 

(.r  -^  K]dr 


^  J7*  H-  y-c^  -H  o.t*  -h  i  .r  -h  ^ 


tty,  î,  c,  J^  sont  des  coefficients  réels,  A  le  paramètre,  reconnaître 
il  on  peut,  à  l'aide  d'un  nombre  J!  ni  d'opérations,  déterminer 
\  de  manière  que  l'intégrale  de  cette  différentielle  soit  exprimée 
^logarithmes. 

Abel  a  démontré  encore  que,  si  l'intégrale 


H(nprini<H*  en  logarithmes,  sous  la  foriiu; 


A  lOJJ r=r  5 

/'-7v'R('-) 


^  p  ct^  sont  des  fonctions  de  x^  ^)X[x)  est  développable  en  frac- 
tion continue  périodique,  et  réciproquement 
11  a  démontré  aussi  que,  si  l'intégrale 


J  V  «T^î 


^  /  S'*U)nicB'g  Zeitfchrift  fur  Mnth,  tmd  Phr.t,,  i8fi5. 

33. 


désiré;  car,  si  grand  cjue  soit  le  nombre  de  réduites  de 
continue,  résultant  de  la  décomposition  de  ^R(x),  qi 
calculer,  on  ne  saurait  encore  conclure  que  la  périodîcit 
sente  pas  plus  loin.  Jusqu'à  ce  moment  le  critérium  q 
trait  d'affirmer,  après  un  nombre  fini  d'opérations,  que 
tielle  générale  ^R(x)  peut  ou  non  être  intégrée  en  le 
n'existe  pas. 

Pour  le  cas  particulier  où  R(x)  est  un  poljnôme  du 
degré  à  cocfficieuts  rationnels,  l'académicien  Tchebycb 
un  critérium  de  ce  genre,  très-remarquable. 

Tcliebychcf  (  ')  a  exposé  la  méthode  d'intégration  de 
tielle 
[Il  [f  +  A]'f^    __ 

où  y,  'J.  c,  ^  sont  des  nombres  rationnels. 

D'après  cette  méthode,  l'expression  (i)  s'intégre  par  le 
chaque  fois  que  cela  est  possible. 

Le  professeur  Zolotarcf  a  démontré  cette  méthode  da: 
moire  intitulé:  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Te 

Les  conditions  d'intégration  en  logarithmes  de  la  difler 
employées  par  l'auteur  sont  différentes  de  celles  qu'avi 
Abel .  Ces  conditions  démontrent  clairement  la  liaison  di 
de  l'intégration  de  cette  différentielle  en  logarithmes  ai 
blême  de  la  division  des  fonctions  elliptiques.  Ces  com 
été  établies  par  Weierstrass  (*)  pour  le  cas  général  où  l'oi 
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les  /liiégrales  d'une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  la  racine  carrée 

d'an  polynôme  du  quatrième  degré. 
I     l£%  conditions  de  Weierstrass  font  dépendre  la  solution  du  pro- 
■   iléme  de  la  possibilité  d'exprimer  la  constante  donnée  à  l'aide  de 
îaleorsKet  K|  sous  la  forme 

; ' 

où  y,  1/  et  X  sont  des  nombres  entiers . 

La  méthode  de  Tcbebychef  s'appliquait  au  cas  où  À,  d,  e,  ^  s'ont 
fa  nombres  rationnels. 

A  l'aide  de  sa  tbéorie  des  nombres  complexes,  le  professeur 
Zolotaref  a  réussi  à  résoudre  le  problème  de  l'intégration  de  cette 
diflerentielle  en  logarithmes,  dans  les  cas  où  7,  J,  e,  (f  sont  des 
sombres  réels  quelconques.  Ces  recherches  ne  doivent  pas  être 
emiondues  avec  les  recherches  relatives  au  même  problème,  mais 
fan  autre  genre,  faites  par  Weierstrass,  Clebsch  (')  et  autres. 

Pour  résoudre  son  problème,  Zolotaref  transforme  l'intégrale 

■hAjtir 


*-t-  ox'-f-  tx  -h  ^ 


Ç (> 

CQuae  intégrale  de  la  forme 

(3j  (•^/t.A)'^. 

^x[x-i)(.r-a)(u:-?) 


■■■  » 


<À 2  et  P  sont  les  valeurs  réelles  satisfaisant  à  l'inégalité (L [>  a  ^  i . 
D transforme  ensuite  l'intégrale  (3)  en  une  autre  delà  forme 


Kl 


{z^B)dz 


/a-4-p^.y       _  /a  +  P-iy 

ui  continuant  à  répéter  plusieurs  fois  de  pareilles  transforma- 
tions, V  auteur  démontre  que,  si  l'intégrale  (a)  peut  être  exprimée 


*)  Jot^al  de  Crelle,  t.  64. 
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en  logarithmes,  les  paramètres  suivants 


/a,  -I-  5,  -  l\ '        -         /a.4-?,-i\ » 


doivent  former  une  série  périodique,  c'est-à-dire  que,  dans 
ont  lieu  les  égalités  a,^--  a^i  P,i=  (3^,  •  •  .^  où(x>m.  Le 
rème  réciproque  est  vrai. 

En  partageant  les  valeurs  de  paramètres  a  et  |3  en  trois  ( 
Tauteur  résout,  à  Taide  d'un  nombre  uni  d'opérations,  le  prol 
si  l'intégrale  (a)  peut  être  exprimée  en  logarithmes,  ou  non 
teur  appuie  sa  solution  sur  la  théorie  des  grandeurs  com 
qu'il  a  établie. 

Le  professeur  Zolotaref  est  mort,  dans  le  plein  dévelop] 
de  son  remarquable  talent  pour  les  Mathématiques  ;  cette  u 
une  perte  cruelle  pour  la  Science  russe.  iN.  Bougai 


IIOGHIIEIM  (Professor  D'  Adolf).  -  Al  Kaf2  fil  HisIb  (Genugend 
Arithmetik)  des  Abu  Bekr  Muhammed  Ben  Aliiusein  AlkarkbI  i 
auf  dcr  herzoglich-gothaischen  Schlossbibliothek  befîndlichen  Hanc 
Yerlag  von  Louis  Nebert.  Halle,  1879,  2g  pages. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  dans  le  Bulletin  (  *  )  de  la  pr 
Partie  de  cet  intéressant  écrit.  Alkarkhi  traite  d'abord  le  pn 
de  simpliiier  les  expressions  numériques  compliquées,  chose 
pensable  pour  l'auteur  arabe,  par  suite  du  manque  d'une  m 
générale  pour  représenter  les  fractions,  et  les  «  mettre  en  ra[ 
avec  les  autres  nombres.  Ce  problème  n'est  posé  que  pc 
nombres  commensurables  ^  deux  nombres  n'ayant  pas  de  d 
commun  ne  peuvent  être  «  mis  en  rapport  ».  Pour  des  raisons 
à  comprendre,  l'un  des  termes  des  rapports  à  former  est  géi 


(•)  Yolr  Bulietin,  H.»  23G. 
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nombre  60.  Dans  le  vingt  et  unième  Chapitre,  Tauteur 
détail  la  multiplication  de  deux  séries  de  fractions  irréduc- 
cela  d'une  manière  qui,  d'après  l'opinion  de  l'éditeur,  ne 

chez  aucun  autre  auteur  arabe.  La  multiplication  et  la 
les  parties  du  cercle  est  naturellement  l'objet  d'une  atten- 
ctdière.  En  abordant  la  théorie  de  l'extraction  de  la  racine 
Ikarkhi,  se  conformant  rigoureusement  au  langage  des 
>  grecs,  indique  la  diilërence  entre  les  racines  rationnelles 
nnelles  en  les  nommant  «  racines  exprimables  et  inexpri- 

(^v)T^  xat  of^oya).  Sa  méthode  est  au  fond  la  méthode, 
lue,  de  Théon  ;  cependant  on  trouve  chez  lui  l'expression 

h 


ative  ^a^ -^  b  =  a-i •  La  théorie  des  proportions 

le  au  modèle  classique  donné  par  Euclide;  mais  elle  fait 

considération  les  besoins  de  la  vie  pratique  d'une  tout 
lîère  que  les  Grecs.  Avec  le  quarante-quatrième  Chapitre 
e  la  partie  géométrique.  Parmi  les  définitions,  celles  des 

des  «  lignes  non  circulaires  »  tiennent  une  place  tout  à 
;,  autant  du  moins  que,  pour  la  seconde  de  ces  définitions, 
onsidérer  comme  exacte  la  correction,  d'ailleurs  très-plau- 
î  M.  Hochheim  a  faite  au  texte.  Le  calcul  des  aires  des 
ânes  se  rapporte,  à  l'exemple  des  géomètres  de  l'Inde,  à 
ss  dont  les  dimensions  sont  exprimables  eu  nombres 
.insi,  l'exemple  choisi  pour  le  trapèze  a  pour  les  quatre 
i5,  34>  i3,  et  pour  la  hauteur  12.  Le  calcul  des  segments 

est  aussi  très-intéressant.  Le  mérite  d'avoir  exactement 
i  la  surface  convexe  d'un  cône  tronqué  appartient  bien  à 

du  moins  la  vraie  formule  ne  se  rencontre  pas  chez  son 
Beha-Elddin.  Les  essais  de  cubature  contiennent  égale- 
acoup  de  résultats  originaux  et  nous  font  attendre  avec 
e  le  contenu  de  la  troisième  Partie  de  la  publication  de 
heim.  Le  fascicule  actuel  se  termine  par  ces  paroles, 
de  promesses,  du  géomètre  arabe  :  «  Après  avoir  mainte- 
é  en  problèmes  les  remarquables  particularités  de  l'Arilh- 

je  vais  donner  dans  la  suite  les  problèmes  les  plus 
blés  de  la  Géométrie.  »  S.  G. 


i8o  PREMIÈRE  PARTIE. 
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NOTE  SUR  LA  FORMULE  QUI  SERT  DE  FONDEMENT  A  UNE  THÉORIE 

DES  SÉRIES  TRIGONOMÊTRIQUES; 

(Extrait  d*une  lettre  écrite  à  M.  Darboux), 

Par  m.  OSSIAN  BONNET. 

Il  y  a  longtemps  que  je  possède  une  solution  entièrement  salis- 
faisante  de  la  question  assez  délicate  que  M.  du  Bois-Rejmond 
vient  de  traiter  dans  votre  dernier  Bulletin,  J'ai  fait  allusion  à 
cette  solution  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  couronné  par 
TÂcadémie  de  Bruxelles  (note  au  bas  de  la  page  1 1),  et,  il  j  a  deux 
ou  trois  ans,  je  l'ai  communiquée  à  M.  Hermite,  qui  était  alors 
préoccupé  de  Tiusuffisance  des  raisonnements  de  Poisson  et  de 
Cauchy. 

Peut-être  penserez-vous  qu'en  raison  de  leur  extrême  simplicité 
les  considérations  dont  je  fais  usage  pourront  encore  aujourd'hui 
intéresser  vos  lecteurs. 

a  et  £  >>  a  étant  deux  nombres  finis  quelconques,  positifs  oun^a- 
tifs,  et  comprenant  un  nombre  quelconque  de  multiples  pairs  deir 
parmi  lesquels  nous  comptons  zéro,  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
vers  laquelle  tend 

^   '  J      i  ■+-  a* —  2acos.r 

lorsque  a  tend  vers  i  en  lui  restant  constamment  inférieure. 

Nous  supposerons  que  l'intervalle  de  a  à  i  ne  renferme  coooie 
multiple  pair  de  tt  que  zéro,  de  sorte  que  a  sera  négatif  et  supé- 
rieur à  —  2  7r,  et  i  positif  et  inférieur  a  aTr.  On  sait  du  reste  quek 
cas  général  se  ramène  à  celui-là  en  décomposant  l'intégrale  pro- 
posée en  plusieurs  intégrales  partielles  et  en  faisant  pour  chacuoe 
de  celles-ci  un  facile  changement  de  variable.  Soit  e  un  nombre 
positif  que  nous  n'assujettirons  pour  le  moment  qu'aux  conditioDi 
d'être  inférieur  à  i,  à  2  7t  —  i  et  aux  valeurs  absolues  de  a  et  de 
—  aTT — a.  Décomposons  l'intégrale  (i)  en  quatre  de  la  manière 
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/•  -'  /.       -•>/•/  „\  ^„  i.® 


(l-a^]/(jc^H.r  /•"    (i--a«)/(x)d:r 


i^)    r 


1  4- a* — 2acosx      ./      I -f- «  — 2acosx 


J^    I  -h  a'  —  2  a  cosx       J      !-+-«'  — 


2acOSJ: 


D'après  les  hypothèses  faites  sur  e,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
dexcofflprises  entre  les  limites  de  la  première  et  de  la  quatrième 
intégrale, 

cos^  <cosi, 
pir  suite 

I  -h  a'  —  2a  cosx  >!-!-«*  —  2a  cosi, 
pirsaitc 

1  -i-  «' —  2acosx'>5in'-: 

2' 


car 


1  -h  a' —  2acosc  =  (i  —  a)' ces' — h  (1  4-  a)'8in'  - 

^  '  2       ^  '2 


«t  évidemment 


«tenlin 


>sin«-; 


'  -<      ' 


I  -+-  a*  —  2  a  COS  j:  .   .  c 

sm'- 


^nc,  si  Ton  appelle  M  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  à  la 
pins  grande  valeur  absolue  que  prend y(j:)  quand  x- varie  de  a  à  i, 
^pfemieret  le  quatrième  terme  de  la  somme  (2)  seront,  en  valeur 
«^Joiue,  respectivement  moindres  que 


(,_ai)M(— /?)        (,-a«lM^ 
i y      

sm'  -  sin'  - 


^  eu  déduit  que  ces  deux  termes  tendent  vers  zéro  lorsque  a 
divers  i,et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  r,  pourvu 
Vc celle  valeur  reste  invariable, 
«csie  i  trouver  les  limites  du  deuxième  et  du  troisième  terme 


Décrivons  une  circonférence  de  rayon  i,  et  sur  le  n 
nuns  une  lon^eur  OF  =:  st  <^  i  -,  regardons  x  comme 


par  le  rayon  variable  OM  avec  le  rayon  fixeOA,  et 
valeur  particulière  de  x  désignée  plusliaut  pare.  Tire 
formerons  un  second  angle  MFA,  fonction  de  x,  et  qi 

gnerons  par  y.  Nous  allons  d'abord  évaluer  la  déri 

cela  donnons  à  ;r  un  accroissement  infiniment  pet! 
amènera  OM  en  OM';  l'accroissement  infiniment  pet 
dant  Aj'dej^  sera  M'FM,  et  m 


V       ,.     Ar       ,.     M'FM       ,.      sinH'FM       ,.     si 

; = ""^  i; = '""  M' OM  ="  '""  ^i^^d^M  "^  '""  ■ 


iFM' 


MT  étant  la  tangente  à  la  circonférence  de  rayon  i  an 
peut  encore  écrire 

Hr       cosFMO 


I 
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dûDC 


dy        I  -4-  FW'  —  a»         l  l  —  a« 


dx  a  FM*  ^        2li-f-«' — 2aaisx) 

d'où 

j  -h  a* —  2acosx 
et  par  suite 


=  A   r  (2f{r  — ^-^l  =  A(2BFA— BOA), 


en  appelant  A  une  quantité  convenable  comprise  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit  f[3c)  lorsque  x  varie 
deoà  e.  Faisant  maintenant  tendre  a  vers  i  ou  le  point  F  vers  le 
point  A,  en  laissant  e  constant^  c'est-à-dire  en  laissant  le  point  B 

fae,  BFA  tendra  vers  BAX  =  -  -h  BAC  =  -  4-  i  BOA  ;  donc  la 

2  2  2 

limite  de  l'intégrale  sera  ttA. 

^représente,  avons-nous  dit,  une  certaine  quantité  comprise  entre 
laplas  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoity"(x)  lorsque 
X Tarie  de  o  à  e-,  mais,  comme  e  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on 
îeul,  on  voit  que  h  ne  peut  être  quey(o)  ou  plutôt  quey(-|-  o), 
en  représentant  ainsi  la  limite  vers  laquelle  tendy*(j:)  lorsque  x 
tend  vers  zéro  en  restant  positif*,  ainsi 

lim  /    ^^-^ ■ =  7r/-f-o. 

J^     1  -+•  a'  —  26(COSX  ^  ' 

On  trouverait  de  même 

lim  /  ^     'l =:7r/  —  o), 

J_    I  -f-  a*  —  2»  COSJ?  ^ 

^^"^0  étant  la  limite  vers  laquelle  tendy(x)  lorsque  x  tend  vers 
^  ^^  restant  négatif^  par  conséquent, 

./     I -t- «* — aacosa  •■   ' 


et,  SI  (1  et  o  comprenaient  uu  noinorc  uni  quelconque  < 
pairs  de  »r,  anit,  a(n  H-l)ji,  a(n  4-  3}t:,  .  .  . ,  a(n 
aurait 


"XV 


—  «')/;j)dj- 


,       ■~"|+/^a«;r-0>/[af«+l)jr-o]+/[2(«  +  2;)t— o]  +  ... 

Ajoutons  encore  que,  lorsque  la  limite  supérieure 
grale  est  un  multiple  pair  de  n,  on  doit  introduire  dai 
membre  de  l'équation  (3)  un  nouveau  terme  égal  à  iij 
que,  lorsque  la  limite  inférieure  a  est  un  multiple  p 
duii  encore  tenir  compte  de  i/{o  -H  o). 


8DB  L£  TADTOCHSONISKE  QOAKD  OH  A  ËQUU)  AD  FROI 
P*»  M.  G.  DABBOfX. 

Nous  supposerons  dans  cet  article  qu'un  point  matéi 
l'action  de  forces  dépendant  uniquement  de  la  positioi 
soit  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe,  ei  nous  nou 
de  former  l'équation  diQërenlielle  des  courbes  pour  1 
mouvement  de  ce  point  jouit  de  la  propriété  du  taul 
quand  on  a  égard  au  frottement.  Nous  suivrons,  dan 
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cilllerenlîrlle  du  mouvement  sera,  comme  on  sait, 

ds  2,  /a 

j  désignant  le  cocfHcient  de  frottement  et  p  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  considéré. 

C<*tte  équation,  étant  linéaire,  aura  une  intégrale  de  la  forme 

o  et  <^  étant  deux  fonctions  de  s  à  déterminer,  et  l'expression  du 

temps  sera 

ds^ 

Pour  que  le  mouvement  jouisse  delà  propriété  du   tautochro- 
nisme,  il  faut  que  cette  intégrale  puisse  se  mettre  sous  la  forme 


r  v'ds 

J  V  A  -  P* 


P  étant  une  certaine  fonction  de  s^  V  sa  dérivée  et  A  la  constante 
arbitraire^  on  aura  alors 

7 -a  I       ^,_— _ 

II 

A  —  P» 


[i]  ««i*  = 


t't 


Oq  voit  d'ailleurs,  ce  qui  était  évident  a  priori,  que  les  deux  li- 

nùtes  entre  lesquelles  on  intègre  se  rapportent  au  point  P  =  ^A 
pour  lequel  la  vitesse  devient  nulle,  et  au  point  P  =  o,  pour  lequel 
il  jaurait  équilibre  si  le  mobile  y  était  placé  sans  vitesse  initiale. 

Exprimons  que  la  valeur  (2)  de  if  satisfait,  quelle  que  soit  la 
constante  A,  k  Téquation  dilTérentiellc  (i)^  nous  aurons  les  deux 
équations 

;,.  |5i(p^)  =  ""^' 
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Pour  intégrer  la  première,  introduisous  comme  nouvelle  variable 
Tangle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  Taxe  des  jc.  En  le  dé- 
signant par  0),  on  aura 

'''  -  ^ 

c 

et  la  première  des  équations  (3)  nous  donnera 

F'  =  ef-. 

On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  inutile  d'introduire  une  con- 
stante arbitraire. 

Portons  cette  valeur  de  P' dans  la  seconde  équation  (  3  )  ;  nous 
aurons 

I=e"-(.rN-T) 
et,  en  di lièrent! an t  les  deux  membres, 

(4)  -fé  =/(/>' -T)+;^(/N-T); 

c'est  l'équation  diilérentielle  de  la  courbe  cbcrckée. 

Nous  allons  faire  deux  applications.  Supposons  d'abord  que  la 
force  qui  agit  sur  le  mobile  soit  la  pesanteur  et  que  l'axe  des  >  ait 
été  pris  vertical,  on  aura 


ils 


T  =  — ^~  :-— ^sinw, 


et  l'équation  (4)  deviendra 

^  =  5r(/*-^0cosw. 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  dans  le  cas  où  il  u*t  a  pas 
frottement.  Donc  : 

La  cycloïde  est  la  seule  courbe  plane  qui  jouisse  de  la  propriété 
du  tautochronîsme  par  rapport  au  mou\fement  â*un  jH>ini  pesant, 
quand  on  tient  compte  du  frottement. 
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En  second  lieu,  trailons  le  cas  où  la  force  est  centrale.  Si  Ton 
considère  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mou- 
voir comme  Tenveloppe  de  la  droite 

X  sin  u  —  y  cos  w  =  -^  [  «  ) , 

on  trouvera  aisément  qu'en  appelant  r  la  distance  à  l'origine  et  en 
désignant  parr^(/')  la  loi  de  la  force  émanant  de  ce  point,  on  a 


L'équation  (4)  deviendra 

[;^-*-?(0-^'(/^- -y)]  M +  +')  =  •>(/*+ Of(4 

C'est  une  équation  du  second  ordre  en  ^  qui  parait  d'une  intégra- 
tion difficile. 

Mais,  si  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  c^(/')  sera 
une  constante  i,  et  l'équation  deviendra 

Celte  équation  est  encore  de  môme  forme  que  dans  le  cas  où 
il  n'y  a  pas  de  frottement.  Donc  : 

U épicycloïde  est  la  seule  courbe  plane  tautochrone  pour  des 
forces  centrales  proportionnelles  à  la  distance,  lorsqu'on  tient 
compte  du  frottement. 


ou 


\ 


E.n  terminant,  nous  signalerons  un  élégant  article  de  M.  Haton 

de  \ a  Goupil lière  (Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  2"  série,  p.  ao4), 

^      &aiis  lequel  il  est  démontré  que  l 'épicycloïde  est  la  courbe  la  plus 

i       générale  pour  laquelle  la  loi  de  la  force  soit  comprise  dans  la  for- 

"i       ïwulc  générale  de  Lagrange  relative    au   tautoclironisme.   Mais, 

f        comme  le  fait  bien  just«*ment  remarquer  M.  Haton  de  la  Goupillîère, 


INous  lerous  d'ailleurs  retnarquer,  en  terminant,  qu< 
suivie  pourrait  encore  s'appliquer  sans  modification  s 
duisait  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  I 
même  de  la  forme 
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C0!APJES  RENDjas-iT   ANALYSES. 

I  KOENIGSBERGER  (L,).  -"•iJ^^jgg^ÊmicinE  der  Théorie  der  eluptisciien 
TKA>scEiXO£NTEN  IN  DEN  Jahren  1816-29.  Leipzig,  1879.  —  I  vol.  in-8'*, 
104  pages. 

Voici  nn  demi-siècle  que  Jacol>i  a  fait  paraître  les  Fund ameuta 

909a  cl  qu'Abel  est  mort;  M.  Koenigsberger,  à  l'occasion  de  cet 

,    anniversaire,  a  publié  une  intéressante  élude  historique  sur  celte 

période  de  trois  années,  si  riche  en  découvertes  de  premier  ordre, 

où  Abel  et  Jacobi  employèrent  à  Tenvi  les  ressources  de  leurs  rares 

génies  à  la  fondation  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le 

Volume  de  M.  Koenigsberger  se  termine  par  une  analyse  de  ceux 

des  papiers  posthumes  de  Gauss  qui  se  rapportent  à  cette  théorie  ; 

I     OD  en  trouvera  plus  loin  la  traduction  h  peu  près  complète.  Lr 

SDJet  offre  en  lui-même  un  vif  intérêt,  et  celui  qui  Ta  traité  est  aussi 

compétent  qu'il  est  possible.  Nous  résumons  d'abord  rapidement  la 

partie  historique  de  son  Livre. 

C'est  à  la  découverte  d'Euler  qu'on  peut  faire  commencer  l'his- 
toire de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques.  En  1 786  Legendre 
publia  le  Mémoire  sur  les  intégrations  par  des  arcs  d'ellipse, 
en  1793  le  Mémoire  sur  les  transcendantes  elliptiques;  il  réunit 
ses  recherches  clans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  sur  divers 
ordres  de  transcendantes  el  sur  les  quadratures  (1811-1819),  et 
plus  tard  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales 
eulériennes  (1825-1826).  Abel  et  Jacobi,  au  moment  de  la  publi- 
cation de  leurs  premiers  travaux,  ne  connaissaient  que  les  Exercices, 
Le    Traité  contient  la  réduction  des    intégrales  de   la   forme 


/ 


où  P  est  une  fonction  rationnelle  et  R  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme du  quatrième  degré,  aux  trois  types  fondamentaux,  la  réduc- 
tion à  la  forme  normale  au  moyen  d'une  transformation  linéaire, 
le  théorème  de  l'addition  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
l'application  de  ce  théorème  à  la  midtiplication  et  à  la  division. 

Bull,  des  Sciences  math,,  3*  série,  t.  \\\,  (Décembre  1879.)  34 


gén«Sralîséc  par  Wcierstrass  ut  Rieaiaiiii. 

Les  rccbcrclios  relatives  aux  intégrales  de  troisièm 
le  paramètre  vient  compliquer,  pi-ésentaicnt  de  grant 
Legendrc  donne  plusieurs  résultats  importants,  d< 
tliéoi-èmes  sur  l'addition. 

Il  fait  de  la  transformation  de  Landen  une  applicatii 
ment  heureuse  et  féconde.  En  répétant  cette  tram 
parvient  à  former  une  cliaine  indélîuie  de  modules,  qi 
méthode  simple  pour  le  catrul  approché  des  iutégralei 
et  de  seconde  espèce. 

Ce  point  appartient  à  la  théorie  de  la  transformation, 
touche  d'aïllcui-s  dans  un  Chapitre  de  son  Traité  ou 
particulier  la  transformation  du  troisième  ordre,  en  i 
fois  principalement  préocupé  de  l'intérêt  que  ce  genre 
présente  relaiivcmcnt  au  calcul  numérique  des  int 
tiques. 

La  publication  du  Livres  de  Legeudrc  précède  à  p 
premiers  travaux  d'Ahcl  et  <Ie  Jacobi,  travaux  qui,  ait 
dit,  furent  entrepris  avant  que  leurs  auteurs  eussent 
de  ce  Traité. 

Le  premier  travail  d'Abel  (publié dans  ses  papiers  p 
intitulé  ;  Propriétés  rcnutrt/uahles  de  la  fonction  y  = 
miiict!  par  l'éi/uation 


f{r]  ,/r  -  <U  ^(«  -/)  1«,  -  J-; . .  .{a^-x;  = 
f{y)  étant  une  fonction  quelconque  dey,  ifui  ne  dev 
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douLIe  périodicité  des  fonctions  elliptiques^  il  ne  parait  pas,  d' ail- 
leurs, avoir  connu  le  résultat  démontré  plus  tard  par  Jacobi,  à  savoir 
qn'i]  ne  peut  exister  de  fonction  uniforme  d^une  seule  variable 
ijaotplus  de  deux  périodes. 

Dans  le  Mémoire  Sur  une  propriété  remarquable  d'une  classe 
très  étendue  de  fonctions  transcendantes,  il  parvient  au  théorème 
lor]  mterversion  de  Targument  et  du  paramètre  pour  les  intégrales 
irperelliptiques,  et,  dans  son  Extension  de  la  théorie  précédente, 
3  établit  une  propriété  analogue  pour  les  intégrales  d'une  équation 
liiflerentielle  linéaire.  Sans  aucun  doute,  dès  Tannée  iSaS,  non- 
lenlement  Abel  était  en  possession  des  fondements  d'une  théorie 
élendue  des  fonctions  elliptiques,  mais  encore  il  s'eilbrçaitde  fonder 
ne  théorie  des  intégrales  à  diiférentielle  algébrique.  On  trouve 
imsses  papiers  posthumes  pour  cette  année  un  travail  Sur  la  corn- 
waison  des  fonctions  transcendantes  qui  contient  la  généralisation 
eâèbre  du  théorème  d'Euler  pour  l'addition  des  intégrales  ellip- 
ùqaes,  généralisation  qui  est  regardée  à  bon  droit  comme  le  théo- 
itme  fondamental  de  la  nouvelle  Analyse. 

Enfin  il  y  a  encore,  pour  cette  même  année  1825,  dans  les  papiers 
lAbel,  un  travail  qui  contient  en  germe  les  recherches  publiées 
fKlques  années  après  dans  le  Précis  d'une  théorie  des  fonctions 
éJàptiques.  On  y  trouve  la  réduction  aux  types  fondamentaux  de 

finlégrale  elliptique 

ni' (h 

J  ^ 

ciU  relation  la  plus  générale  entre  des  intégrales  elliptiques,  sous 
la  forme 

J  Va  J    v''R  J  (''  -  ^'  IN^'H  '      J  U  -  a„  )  sR 

P-f-QvR  ,.       P-f-Q'v/S 

rrAlog 2Ll^-h  A    log ^^^-î^' 

P-Qv'll  P'~Q'vK 

l*  premier  Volume  du  Journal  de  C relie  (  1 826  )  contient  le  Mé- 
moire d'Abel  (primitivement  rédigé  en  français)  intitulé   Ueher 

die  Intégration  der  Di fieront ialf or mel  ^—==  t  wcnn  R  und  p  ganze 

\'R 

f^mctionen  sind.  Abel  y  cherche  toutes  les  dilïérentielles  de  cette 

34. 


Rcrlin  )>oursc  ruiidrt^  à  Paris.  Holiiibov,  IV-diicurdi:! 


plètes,  rapporte  qu'Abcl  lu 


L  que,  n  lors  <1( 


Paris, en  1S36,  il  avaitdéjà  achevé  la  partie  esseulivll 
qu'il  avançait  dans  la  suite  sur  ces  fonctions,  et  qu' 
voulu  remettre  la  publication  de  ses  découvertes  jusq 
eût  pu  composer  une  lliéoi-ic  couiplètc,  si,  en  attcndi 
ne  s'était  mis  sur  les  rangs  n. 

Dans  cette  même  année,  Abel  communiqua  à  I' 
Sciences  de  Paris  un  important  Mémoire  sur  les  înV 
renlielles  algébriques.  Ce  Mémoire,  écrit,  parait-il,  d 
lisible,  ne  fut  l'objet  d'aucun  rapport.  On  en  dcmam 
tcur  :  il  n'en  remit  point  et  le  laissa  là.  U  ne  fut  pul> 
parles  soins' de  Libri.  11  contient  le  théorème  sur 
l 'équation 


//(■'..  r,  )''.', +//(■■ 


^/A'.. 


une  double  méthode  pour  la  détermination  de  ta  font 
logarithmique  v,  et  la  réduction  à  un  nombre  déter 
grales  à  dillérentielle  algébrique.  Enfin  l'auteur  pa 
théorème  pour  le  cas  où  l'irrationnelle  engagée  sou 
racine  d'une  équation  binôme,  et  donne,  sous  unefori 
théorème  sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques 
tiques. 

Won-seulement  Abel  laissa,  sans  s'en  occuper,  s 
l'Académie  des  Sciences,  mais  il  atlendil  trois  annéei 
à  Crelle  (6  janvier  1829)  un  travail  sur  le  même 
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Eu  (lécenibre  i8a6,  il  dit  dans  une  Lettre  à  lloloiboe  :  «  J'ai 
knt  uu  grand  Mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques,  qui  renferme 
les  choses  assez  curieuses  cl  qui  ne  manquera  pas,  je  m'en  llatte, 
ie  fiier  l'attention  du  monde  littéraire.  Entre  autres  choses,  il 
'«te  de  la  division  de  Tare  de  la  lemniscate.  Ah!  qu'il  est  niagui- 
jue!  Tu  verras.  J'ai  trouvé  qu'avec  le  compas  et  la  règle  on  peut 
viser  la  lemniscate  en  a^-f- 1  parties  égales,  lorsque  le  nombre  a"  -f- 1 
t  premier.  La  division  dépend  d*une  équation  du  degré 

(a^-f-i)^  — i; 

lis  j'en  ai  trouvé  la  solution  complète  à  l'aide  des  racines 
nées.  Cela  m'a  fait  pénétrer  en  même  temps  le  mystère  qui  a 
iveloppé  la  théorie  de  M.  Gauss  sur  la  division  de  la  circonférence 
i  cercle.  Je  vois,  clair  comme  le  jour,  comment  il  y  est  arrivé.  » 
Dans  une  Lettre  à  Crelle,  du  même  mois,  il  revient  sur  la  même 
msée. 

EnGn,  le  4  niars  1827,  il  écrit  de  Berlin  à  llolmboe  : 
«  Mais  voici  le  Mémoire  qui  l'emporte  sur  tous  les  autres  : 
Tiéorie  des  fonctions  transcendantes  en  général  et  celle  des  Jonc- 
uns  elliptiques  en  particulier.  Mais  ditlérons  de  t'en  faire  part 
isqu'à  mon  retour.  » 

C'est  à  partir  de  ce  retour  en  Norvège  que  commence,  à  propre- 
lent  parler,  cette  lutte  glorieuse  avec  Jacobi,  dont  le  résultat  fut 
I création  de  la  nouvelle  théorie. 

Ce  dernier,  dans  deux  Lettres  à  Schumacher  (i3  juin  et 
1  tout  1827),  imprimées  en  septembre  1827  dans  le  n^  123  des 
istronomische  Nachrichten,  publia  ses  premières  découvertes 
or  la  transformation  des  intégrales  elliptiques.  La  transformation 
jénéralede  l'intégrale  de  première  espèce  y  est  donnée  sansdémons- 
nlloD-,  les  transformations  du  troisième  et  du  cinquième  degré  y 
^nt  traitées  explicitement,  dans  leur  relation  avec  la  multiplica- 
^  et  la  division  par  3  et  par  5. 

Legendre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  avait  parlé  de  la  trans- 

loroutiondu  troisième  degré  dans  son  Traité,  publié  en  janvier  1 827, 

dtpie  Jacobi  ne  connaissait  pas  encore;  dès  qu'il  eut  connaissance 

in  Lettres  à  Schumacher,  il  entama  avec  Jacobi  une  importante 

wrespondance,  que  le  Bulletin  a  publiée,  et  dont  M.  Koenigs- 

DCTgcr  donne  de  nombreux  extraits.  Le  géomètre  allemand,  avec 
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unr  fraucliisiî  (jtii  est  digne  de  son  génie,  y  reconnail  qu'il  éla 
parvenu  par  induclion  au  théorème  général  sur  la  transformatic 
et  qu'il  Ta  puhlié  avant  d'en  avoir  une  preuve  rigoureuse. 

C*esl  «lussi  en  septembre  1827  que  parut  dans  le  deuxièoie  cahi< 
du  second  Volume  du  Journal  de  Crelle  la  première  Partie  di 
liecherches  sur  les  fonctions  elliptiques  d'Abel.  L'auteur  ne  cot 
naissait  certainement  pas  la  Communication  de  Jacobi  lorsqu'il  ava 
rédigé  les  deux  Parties  de  ce  Mémoire,  comme  il  le  dit  lui-mèn 
dans  une  addition  à  la  seconde  Partie,  où  il  parle  de  la  Aote  4 
Jacobi  insérée  dans  les  yJstronouiisclw  Nachrichten  et  où  il  mont 
que  le  théorème  donné  par  celui-<*i  sans  démonstration  est  conter 
comme  cas  particulier  dans  une  formule  de  son  Mémoire.  Au  su 
plus,  il  est  bien  certain  qu'Abel,  en  possession  depuis  deux  a: 
d'une  théorie  générale  dont  celle  des  transcendantes  elliptiqu 
n'était  qu'un  cas  particulier,  était  sur  beaucoup  de  points  en  avan 
sur  Jacobi,  et  celui-ci  l'a  reconnu  lui-même;  il  est  sur  aussi  q' 
c'est  à  ce  dernier  qu'on  doit  d'avoir  donné  de  cette  théorie  u 
construction  bien  ordonnée,  dont  les  diverses  parties  se  relient 
se  tiennent  mutuellement. 

Dans  ses  Recherches,  Abel  déiinit  la  fonction  inverse  x  =  y  ( 


(le  l'intégrale 


établit  le  théorème  de  l'addition  pour  celte  fonction  et  les  fon^ii* 
(^orrespondan  tes 


/{a;  =  v/i  -  t- '/(  «),      F(«)  =  V^i  -h  rV(V;, 

montre  la  double  périodicité,  détermine  les  zéros  et  les  infinis 
ces  fonctions,  développe  les  formules  de  la  multipHcalion  po 
ç(/ia),/'(/ia),F(wa), qu'il  exprime rationnellcmeut en  ^[oi)yf{^ 
F(a),  et  passe  de  liî  au  difficile  problème  de  la  division.  li  y  dou 
les  expressions  algébriques  de 

'^Va/H-l/  \2//-4-l/  \2/l-T-l/ 
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sous  la  forme 


on 


9-/Î  -f-   I  [_ 


in  +  i 


VA 


Sn 


v'AiV-Bir'] 


et  où  les  quantités  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  <^i((S) 
rt  les  A,  B  des  fonctions  de  même  nature  de  ^(2/1 -4-  i)(3.  Ces 
expressions  algébriques,  dansle  cas  où  Ton  veut  diviser  les  périodes, 
donnent  les  valeurs  de 


(//iw    \         /   mrji    \ 
2/1  -h  I  /      "^  \2/ï  -h  7/ 


cl  montrent  que  ces  quantités  dépendent  de  la  résolution  d'une* 
équation  de  degré  (  2 /H-  1  )^ —  i . 

Abel  prouve  que  le  problème  se  ramène  à  la  résolution  d'une 
équation  du  (2  w-H  2)'*™*  degré  et  de  2/H-  2  équations  du  /i'*"'  degré. 
Cesdernières  peuvent  être  résolues  algébriquement  parles  méthodes 
cflîployées  par  Gauss  pour  la  division  du  cercle;  mais  la  résolu- 
tion ne  peut  pas,  en  général,  s'effectuer  pour  Téquation  de  degré 
2n-f-2.  11  y  a  exception  dans  le  cas  où  e  =  c  :  c'est  le  théorème 
SQrla  division  de  la  lemniscate  par  la  règle  et  le  compas. 

A  propos  de  ces  Recherches^  Gauss  écrit  à  Crelle  ; 

«....  D'au  très  occupations  m*empèchent  pour  le  moment  de  rédiger 
'^recherches.  M.  Abel  m'a  prévenu  au  moins  d'un  tiers.  Il  vient 
Renfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis  sorti  v.n  1798. 
Ainsi  je  tie  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie, 
Il  en  soit  venu  aux  mêmes  résultats.  Comme  d'ailleurs,  dans  sa 
rédaction,  il  a  mis  tant  de  sagacité,  de  pénétration  et  d'élégance, 
je  me  crois  par  cela  même  dispensé  de  la  rédaction  de  mes  propres 
recherches.  » 

Avant  d'avoir  Iule  Mémoire  d'Abel,  Jacobi  eu\ovait  à  Schuma- 
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cher,  sous  1(;  lilrc  Demoîislratio  theoremalts  ad  theoriam  func' 
lionnm  clliplicarum  spectantis,  un  travail  publié  en  décembre  1827 
dans  le  n*'  127  des  Astronomisclie  Nachrichten  et  contenant  li 
démonstralion  du  théorème  sur  la  transformation  rationnelle, 
démonstration  fondée  sur  le  nombre  de  constantes  que  comporte  la 

substitution  rationnelle^  =  -•  Jacobi  y  introduit  aussi,  indépen- 
damment d'Abel,  la  fonction  inverse  uniforme  de  l'intégrale  ellip- 
tique, appelant  sin  am  ce  qu'Abel  appelait  cp;  il  y  donne  enfin  ce 
théorème,  sans  d'ailleurs  rien  dire  de  la  suite  des  idées  qui lont 
conduit  au  résultat  : 

L'équation  dillérentielle 

tir.  dy 


admet  la  solution 


[y±^]h± 


.r  \'         /      .  .T  v« 


9.K         I  I  2/ïK 

sinconm /  \  smcoam 


1  1  —  x'.r'sm'am I  ••  •     »  —  x*x'sm'ara 

\  2//  4-  1/         \  2/14-1/ 

Dans  une  Lettre  à  Lcgendre  (12  janvier  1828),  Jacobi  parle  de» 
équations  modulaires  en  général,  équations  qui  forment  comme  qd 
lien  entre  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  l'Algèbre  et  li 
théorie  des  nombres-,  de  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 
à  laquelle  satisfont  les  équations  modulaires  qui  corrspondent  à  un 
degré  queleonqucde  transformation, et  ajoute  la  remarque  suivante: 

<(  Aussi  j'ai  trouvé  que,  dans  certains  cas,  on  retombe  sur  le  même 
module Ce  sera  dans  tous  les  cas  où  le  nombre  n  est  la  somme 

de  deux  carrés,  n==ia'-h/\b^,  y-  étant  i/-*,  la  fonction  elliptiqucse 

trouve  alors  multipliée  par  adLibi.  C'est  un  genre  de  multipli- 
cation qui  n'a  pas  son  analogie  dans  les  arcs  de  cercle.  » 

Dans  cette  môme  Lettre,  il  parle  des  Recherches  d'Abel  cite 
résume  en  employant  ses  propres  notations.  Il  indique  en  outre  ttW 
méthode  plus  simple  pour  la  résolution  algébrique  de  l'équation  de 
la  division.  11  publia  ce  résultat  dans  une  Lettre  à  Crellc, daté*' 
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du  aS  janvier  1828,  que  ce  dernier  inséra  dans  le  premier  cahier 
lia  troisième  Volume  de  son  Journal,  A  propos  de  cette  démonstra- 
tion, Abel  envoya  à  Crelle  (27  août  i8a8)  les  Tliéoremes  sur  les 
fonctions  elliptiques  insérés  dans  le  deuxième  cahier  du  quatrième 
Volame.  11  s'y  appuie  stu*  cette  proposition  fondamentale  : 

Soit  (f(6)  une  fonction  entière  quelconque  de  la  quantité 
^((-f-/na4-|^|3),  qui  reste  la  même  en  changeant  0  en  0  +  ol  et 

c«  fl-f  M  a  = j  P  = )  ;  soit  V  le  plus  grand  exposant 

de  la  (juantité  f  (  d  )  dans  la  fonction  ^{0)'^  on  aura  toujours 

oupetq  sont  deux  fonctions  entières  rfe  ç(  2/1  -f- 1  )  0,  la  première 
du  degré  v  et  la  seconde  du  degré  v  —  a. 

Jacobi  revient  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  de  divi- 
û  et  de  transformation  dans  une  intéressante  Lettre  à  Legeudre 
'In  18  janvier  1829. 

Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  et  d*cn  asseoir,  par  Tintroduction 
fe fonctions  ^,  la  théorie  sur  de  nouvelles  bases,  Abcl  (12  février 
1828)  terminait  la  seconde  Partie  de  ses  Recherches,  publiée  dans 
fc  deuxième  cahier  du  troisième  Volume  du  Journal  de  Crelle,  Il  s*y 
<^pe  d'abord  de   la   possibilité  d'exprimer  algébriquement   la 

ioDction  f  (  -  )  quand  certaines  relations  entre  e  et  c  sont  satisfaites  : 

«C'est»,  dit-il,  «ce  qui  arrive  toujours  si  cpf —  j  peut  être  exprimé 

^onnellement  parcpf  -  |  et  des  quantités  connues,  ce  qui  a  lieu 

poorune  infinité  de  valeurs  de  -•  Dans  tous  les  cas  l'équation  P;,  =  o 

peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  méthode  uniforme,  qui 
^t  applicable  à  une  infinité  d*autres  équations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  Mémoire  séparé,  et  je  me  conten- 
Mpour  le  moment  de  considérer  le  cas  le  plus  simple  et  qui  résulte 
\ supposition  e  =  c  =  i  et  /i  =  4v-hi.  » 
^sil  donne  le  théorème  sur  la  division  de  la  lemniscate. 
11  s'occupe  ensuite  de  la  théorie  de  la  transformation,  qu'il  traite 
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sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  de  Jacobi,  ainsi  qu'il  le  dit 
lui-même  à  la  (in  de  son  Mémoire,  ainsi  que  Ta  reconnu  d'aillean 
Jacobi  avec  des  paroles  qui  témoignent  de  son  admiration  pov  ; 
Abel. 

((M.Legendre)),ditcedemier,  «  a  faitvoir,  dans  ses  exercices (fe 

/'  dx 

■  peut  élit 

transformée  en  d'autres  intégrales  de  la  même  forme  avec  un  modide 

différent.  Je  suis  parvenu  à  généraliser  cettethéorie  par  le  théorèiM 

iT  ..        ,  ,  .                      ,               .   ,  (m  -h  a)w  -\-  (m  —  uioi* 
suivant  :  oi  Ion  désigne  par  a  la  quantité ■ — t 

ou  au  moins  l'un  des  deux  nombres  entiers  m  et  fx  est  premier 
avec  2  72  -f-  1 ,  0/2  aura 


Ç dr =  H-rt    Ç ^1____ 


ou 


y  =/•  '^ 


(  I  -h  e'  6'*  y*  a.r*  ) .  ,  .  (  i-h  e*  r*  ^*  /i«  .r*  ) 


Et  plus  loin  : 

<c  Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  faD^ 
tions  elliptiques,  il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations  ' 
possibles  :  or  je  suis  parvenu  à  démontrer  qu'on  les  obtient  touto 
en  combinant  celle  de  M.  Lcgendre  avec  celles  contenues  dans  II 
formule  ci-dessus,  même  en  cherchant  la  relation  la  plus  générale 
entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions  elliptiques.  Oî  théorème, 
dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  tliéorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  m*a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles 
propriétés  de  ces  fonctions.  » 

Dans  la  Section  intitulée  Sur  l'intégration  de  V équation sépari^ 

dx  ad.r  .,    ,  ,       i  .    «   . 

,  il  énonce  le  tueoreme 


suivant  : 

En  supposant  a  réel  et  V équation  intégrable  algébriquemenl, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel;  en  suppO' 
sanl  a  imaginaire  et  l'équation  intégrable  algébriquement,  ilfa^^ 

nécessairement  que  a  soit  de  la  J  orme  m  zL  y/ —  i  y'/i,  oii  metnsoni 
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des  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas^  la  quantité  (i  n'est  pas  arbi- 
traire; il  faut  qu'elle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité 
déracines  réelles  et  imaginaires.  Chaque  valeur  de  fi  satisfait  à 
la  question. 

«La  démonstration  de  ces  théorèmes  »,  dil-îl  plus  loin,  a  fait 
partie  d'une  théorie  très-étendue  des  fonctions  elliptiques,  dont  je 
«occupe  actuellement,  et  qui  paraîtra  aussitôt  qu'il  me  sera  pos- 
sible. » 

L'anuée  suivante,  Abel  mourait  sans  avoir  pu  publier  cette 
ibéorie. 

Dans  le  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  qui  contenait  la 
seconde  Partie  des  Recherches ,  paraissait  une  Lettre  de  Jacobi 
datée  du  2  avril  1828,  où  il  donnait  l'expression  de  sinam  comme 
quotient  de  deux  séries  de  Fourier,  les  deux  fonctions  0  et  H,  et  le 


kK' 


développement  de  i/  —  suivant  les  puissances  de  </  =  e 

Ces  relations  entre  les  périodes  et  les  fonctions  5,  et  d'autres  ana- 
l(Çttes,  appartiennent  à  Jacobi  seul.  Abel,  qui  les  donne  en  partie 
«lans  la  Note  sur  quelques  formules  elliptiques,  communiquée  à 
Crelle  en  1828  et  parue  en  1829  dans  le  premier  cahier  du  qua- 
trième Volume,  s'exprime  ainsi  :  «  Formule  due  à  M.  Jacobi  (t.  III, 
p.  193,  où  ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très-remar- 
^ables  et  très-élégantes  ) .  » 

Dans  le  même  travail,  Jacobi  donne  le  développement  de  ^Jy. 
comme  quotient  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  h 

exposants  carrés  de  q  et  de  </*.  Enfin  il  y  donne  un  résultat  trouvé 
par  Abel  sous  une  autre  forme,  h  savoir  que,  à  un  module  donné, 
pour  un  degré  premier  de  transformation ,  correspondent  toujours 
1+1  autres  modules  transformés  que  l'on  obtient  en  remplaçant 

ffpar 

*         1  1 

ou  a"  =  I . 

Ce  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  encore  un  travail 
^Jacobi,  daté  du  24  avril  1828  et  intitulé  JVote  sur  la  décompo- 
Htion  a  un  nombre  en  quatre  carrés. 

Cependant  Abel  cherchait  à  généraliser  le  problème  de  la  trans- 


5oo  PREMIÈRE  PARTIE. 

formation,  où,  pour  la  publication,  il  avait  été  prévenu  par  Jacob^* 
Dans  un  travail  daté  du  27  mai  1828  et  inséré  dans  le  n^  138d^^ 
Astronomische  Nachrichten  en  juin    i8a8,   il  annonce  que  le^ 
transformations  algébriques  peuvent  toujours  se  ramener  aux  trans- 
formations rationnelles,  et  traite  ces  dernières  en  prenant  poor 
base  Tétude  des  périodes  de  lïntégrale  proposée  et  de  la  t^ansfo^ 
raée^  il  montre  comment,  lorsque  le  degré  de  transformation  est 
composé,  le  problème  se  ramène  à  d'autres  problèmes  analogues, 
mais  plus  simples. 

Vient  ensuite  une  série  de  petites  Notices,  concernant  la  théorie 
de  la  transformation,  où  les  deux  géomètres  rencontrent  en  partie 
les  mêmes  théorèmes  et  où  chacun  cherche  à  prévenir  les  puLlica- 
lions  de  Vautre.  Dans  la  Suite  des  Notices  sur  les  fonctions  ellijh 
tiques,  datée  du  11  juillet  1828  et  publiée  dans  le  troisième  cahier 
du  troisième  \o\\\\nQ  àa  Journal  de  Crelle,  Jacobi  introduit  les 
fonctions  0  et  H,  considérées  en  elles-mêmes,  comme  fonctions 
fondamentales^  il  montre  que  les  intégrales  elliptiques  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions ^. 

Il  y  développe  Téqualion  aux  dérivées  partielles  des  fonctions  5^. 
donne  les  développements  de  ces  transcendantes  en  séries  de  puis- 
sances, donne  Télégante  expression  du  multiplicateur  de  la  trans- 
formation 

, /II/  —  x' )  (Fk 

À  —  y      d-A 

donne  la  définition  dos  équations  du  multiplicateur  et  cette  prt>-    ' 
priété  remarquable  de  leurs  racines  consistant  en  ce  que,  pour  un 

degré  premier  de   transformation,  la  moitié  des   valeurs  de  y" 
s'exprime  linéairement  au  moyen  de  l'autre  moitié. 

Il  revient  d'ailleurs  sur  Texpression  des  intégrales  de  troisiêi^*^ 
espèce  au  moyen  des  fonctions  5",  dans  un  travail  daté  du  1 1  5^*' 
vier  1829  et  inséré  dans  le  deuxième  cahier  du  Journal  de  Crel*^' 
il  y  donne  la  formule 


"("»«)=  «^l^)-*-K'y|7^ 


-«) 


•a) 
Dans  le  même  Mémoire,  il  développe  les  formules  de  iransl^^*^ 
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maion  pour  les  intégrales  de  deuxième  el  de  troisième  espèce,  et 

ijoute  : 

ffOn  peut  aussi  parvenir  directement  de  la  fonction  6(ix)  aux 
iôrmules  de  transformation,  en  partant  de  son  développement  en 
produit  infini,  comme  nous  T avons  montré  dans  le  troisième 
Volume  de  ce  Journal.  De  là,  en  suivant  une  marche  inverse  de 
celle  qu'on  vient  de  présenter,  on  tire  sur-le-champ  les  formules 
relatives  «i  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième  espèce,  et,  en  ditlérentiant,  celles  de  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce.  » 

11  donne  enfin  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  laquelle  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  sub- 
stitution  rationnelle  —   qui  sert  à  la  transformation  des  fonctions 

elliptiques  de  première  espèce,  en  sorte  que  la  formation  algébrique 
dune  telle  substitution  «  est  entièrement  réduite  à  la  recherche 
des  équations  aux  modules  )>,  et  termine  par  le  théorème  suivant  : 

Etant  supposés  connus  tous  les  modules  dans  lesquels  on  peut 
transformer  un  module  donné  x  à  l'aide  d'une  transformation 
^rrespondant  au  nombre  w,   on   peut  exprimer  par  ces  mo- 

jf  •  •    '      j       1       y  •  2/wK -f-  2//l'/K' 

flwe.ç   toutes  les   quantités  de   la  J orme  sinam  -^ 

%  ni  étant  des  nombres  quelconques,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
fie  résoudre  une  équation  algébrique. 

Enfin,  dans  le  Mémoire  intitulé  De  functionibus  ellipticis  com- 
^^ntatio,  qui,  daté  du  mois  d'avril  1829,  parut  dans  le  quatrième 
cahier  du  quatrième  Volume  du  Journal  de  Crelle^  il  donne  les 
formules  de  transformation  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce  au  moyen  des  formules  de  transformation  des  fonc- 
tions S",  et  développe  l'équation  diflerentielle  ordinaire  du  troisième 
ordre  à  laquelle  satisfont  U  et  V;  il  ajoute  :  a  (^uod  sane  est  theorema 
tuemorabile,  satis  reconditum,  numeratorem  et  denominatorem  sub- 
siiluiionis  U,  V  singulos  definiri  posse  per  œquationem  diflbren- 
^ialem  lertii  ordinis....  Intégrale  completum  œquationiun  difl'eren- 

tialium  tcrtii    oixlinis,  quibus   functiones   U,  V   deCniuntur,   in 

promiu  esse  non  videtur.  » 
En  avril  1829,  l'impression  des  Fundamenta  nova  était  terminée. 


Soi  fremiërh:  partie. 

Pendant  qne  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature 
d(^s  fonctions  elliptiques,  de  ces  fonctions  qui,  suivant  ses 
sîons,  «  ont  une  manière  d'être  pour  ainsi  dire  absolue  »,  e 
«  caractère  spécial  est  d'embrasser  tout  ce  qu'il  y  a  de  pc 
dans  l'analyse  )>,  Abcl  s'attaquait  plus  volontiers  a  des  c 
d'un  caractère  général. 

Dans  un  travail  daté  du  25  septembre  1828,  inséré 
n®  147  des  Aslronomische  Nachrichten,  il  se  pose  ce  prob 

Trouyfer  toius  les  cas  possibles  oii  Von  pourra  sati 
l'équation  différentielle 


dy  d.r 


V(i-^-*)';i— rî/«)        v(  I  --  .-r'  ;  ;  I  -  r*./ 


-:    » 


par  une  équation  algébrique  entre  les  variables  x  et  y 
posant  les  modules  c  et  C|  moindres  que  V unité  et  le  coej 
réel  ou  imaginaire, 

11  revient  sur  la  transformation  dans  la  Note  Sur  le 
des  transformations  différentes  qu'on  peut  faire  subir  à  i 
tion  elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  de 
premier  degré,  publiée  dans  le  quatrième  cahier  du  l 
Volume  du  Journal  de  C  relie,  et  dans  le  Mémoire,  publié  < 
temps  ;  intitulé  Tliéoreme  général  sur  la  transforma 
fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèi 

«  Si  une  intégrale  algébriquey' (  >  ,  jr)  =  o  satisfait  à  l'éq 

ffjr  n  (Le 


on  aura  toujours 

A-f-Bx^ 


m- 


où  A,  B,  71  sont  des  quantités  données,  A',  B',  m^  Ardes  i 
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constantes,  fondions  des  prcniîtTCS,  et  /;  une  certaine  fonction 
algébrique  de  y  et  x.  Il  c»st  très  remarquable  que  les  paramètres 
m  et /z  sont  liés  entre  eux  par  la  môme  équation  que  r  et  x,  savoir 

Le  même  caliier  du  Journal  de  Crelle  contient  les  Remarques 
sur  quelques  propriétés  générales  d'une  certaine  classe  dejonc- 
tions  transcendantes.  C'est  la  particularisation,  pour  le  cas  des 
int^alcs  hjpcrelliptiques,  du  théorème  général  contenu  dans  le 
Mémoire  communiqué  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  en  1826. 
D  y  parle  d'ailleurs  de  la  proposition  générale  et  en  promet  la 
démonstration;  mais,  pour  le  moment,  il  ne  veut  que  «  considérer 
on  cas  particulier  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  ellip- 
liqat's,  savoir  les  fonctions  contenues  dans  la  formule 


} 


R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  /*  un(î 
fonction  rationnelle  ». 
11  montre  d'abord  que,  en  posant 

'^[X  j-=     I î 

J  (•'•  —  «)  v?(j^) 

ou /l'or)  ctcf(j!:)  sont  des  fonctions  entières,  et 


on  a,  en  désignant  par  £, ,  £21  •  •  •  ?  £|*  des  quantités  égales  à  di  1 , 

v/y;a;         [0(a)v>,(a)-et(a)v/î',(a)J 

^'^nnc  ensuite  les  théorèmes  analogues  pour  les  intégrales  de  la 
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ibrmc 


et  en  conclut  la  proposition  générale. 

Abcl  travaillait  alors,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  lettre  à  L< 
à  la  composition  d'un  Ouvrage  qui  devait  comprendre  Tense 
ses  découvertes^  n'espérant  point  d'ailleurs  pouvoir  le  £• 
primer  en  jNorvége,  il  envoya  à  Crelle  le  travail  considéra! 
tulé  Précis  d'une  théorie  des  Jonctions  elliptiques, 

«  Surtout  »,  dit-il,  «j'ai  cherché  i»  donner  de  la  généralî 
recherches  en  me  proposant  des  problèmes  d'une  vaste  étei 
je  n*ai  été  assez  heureux  de  les  résoudre  complètement,  a 
j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble 
recherches  sur  cet  objet  formera  un  Ouvrage  de  quelque  « 
mais  que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de 
C'est  pourquoi  je  vais  donner  ici  un  précis  de  la  méthode 
suivie,  avec  les  résultats  généraux  auxquels  elle  m'a  condu 

La  première  Partie  du  Précis  contient  deux  théorèmes  ti 
raux  ]  voici  le  premier  : 

/rdr         ^ 
—, — '—r  1  oii  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconqi 
A  [  .r,  c  ] 

est  exprimable  par  des  Jonctions  algébriques  et  logarithn 

par  les  fonctions  elliptiques  ^t^it^i'i   >  »  .-^  on  pourra 

supposer 

^   rdx 

oà  toutes  les  quantités p^  q^  . .  . ,  <7i ,  .  . . ,  ^'^ ,  . .  . ,  7'j  J"! ,  Va- 
des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Le  second  théorème  répond  à  la  question  suivante  : 

Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  peut  s 
à  une  équation  de  la  forme 

H-  a,  tJo[^\yc\  )  ^-  .  .  .  -h  oL^m^[x^^c'^  ) 


/: 
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oi^j, . . .,«/!,  a,,  . . .  ')0L^^  «j,  ...  ,a^,  A, . . .  ^A^sont  des  quantités 

constantes,  X| , . .  •  ,a:„,  x, ,  ...  ,x'^,  x' , . . . ,  a:J[  rfe5  variables  liées 

entre  elles  par  des  équations  algébriques,  ef  i/,  i^i ,  ^'21  •  •  •  i  ^v  des 

fonctions  algébriques  de  ces  variables. 

Si  une  équation  quelconque  de  cette  forme  a  lieu,  et  qu'on 

■  désigne  par  c  un  quelconque  des  modules  quij  entrent,  il  j  aura 

parmi  les  autres  au  moins  un  module  c'  tel  qu'on  puisse  satisfaire 

il' équation  différentielle 

djr  d.r. 


en  mettant  pour  j  une  fonction  rationnelle  dex  et  vice  versa. 

La  seconde  Partie  du  Précis  ne  fut  point  publiée, 
t C'est  jusqu'ici,  dit  Crellc,  que  ce  Mémoire  est  parvenu  à  Tédi- 
lenr-,  M.  Abel  est  mort  (6  avril  1 889  )  sans  Tavoir  fini.  » 

D  devait  contenir  Tétude  des  intégrales  elliptiques  à  module  réel 
ttpliis  petit  que  i,  des  fonctions  inverses  des  intégrales  elliptiques 
Je  première  espèce  et  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  de  la  double  périodicité,  la  détermination  des  zéros  et  des 
fflïnis, le  théorème  de  l'addition,  la  théorie  de  la  division.  Abel 
Jerait  aussi,  dans  cette  Partie,  revenir  sur  la  théorie  générale  des 
tnnsformations  algébriques  en  partant  de  la  considération  des 
périodes  des  fonctions  inverses,  s'occuper  des  équations  modulaires 
cttraiter  de  ces  transcendantes  qui  constituent  le  numérateur  et  le 
dominateur  des  fonctions  inverses^  enfin  tous  les  résultats  de  la 
>^nde  Partie  devaient  être  étendus  aux  intégrales  ayant  un  module 
Quelconque  réel  ou  imaginaire. 

«Dans  ce  qu'il  a  fait  »,  dit  Poisson,  «  la  postérité  saura  recon- 
^tre  tout  ce  qu'il  aurait  pu  faire  s'il  eut  vécu  davantage.  » 

Nous  ne  suivrons  pas  M.  Koenigsbcrger  dans  l'analyse  des  Fun^ 
^fonenta  nova,  et  nous  arrivons  à  ce  qui  concerne  les  papiers 
Paumes  de  Gauss,  de  celui  que  Legendre,  dans  une  de  ses 
^Ures  à  Jacobi,  ne  pouvant  croire  à  un  silence  si  longtemps 
S^rdé  sur  des  découvertes  aussi  considérables,  appelait  familière- 
■^eni  ['envahisseur,  et  qui  laissa  à  d'autres,  tout  entière,  une 
gloire  qui  aurait  pu  lui  appartenir  et  que,  malgré  le  rang  que  lui 
«surent  ses  immortels  travaux,  il  n'aurait  sans  doute  pas  jugée 

^'iU.des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  111.  (Décembre  1879.)  35 
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indigne  de  lui.  M.  Koenigsbcrger,  dans  ce  qui  suit,  pour  ce  qui 
concerne  les  dates,  prend  pour  base  le  travail  de  M.  Scliering. 

M.  Schcring  fait  d'abord  remarquer  que,  d'après  une  commnni- 
cation  relative  à  une  déclaration  orale  de  Gauss,  c*e  dernier  pt- 
rait  avoir  connu  dès  l'année  1794  les  relations  qui  existent 
entre  la  moyenne  arithmético- géométrique  et  les  séries  de  puis» 
sances  où  les  exposants  procèdent  suivant  les  carrés  des  nombivi 
entiers,  c'est-à-dire,  dans  le  langage  actuel,  le  développemeDt  de 
l'intégrale  elliptique  complète  K  suivant  les  puissances  de  f,  on, 
si  l'on  veut,  cette  équation 

qui  est  une  des  plus  belles  découvertes  de  Jacobi. 

Il  existe  une  Note  manuscrite  de  Gauss  ainsi  conçue  :  FuxC'  ^ 
tiones  lewniscaticas  considerare  cœperamiLS  1797,  Januari.       ; 

Les  recherches  qui  portent  ce  titre  :  Elegantiores  integralii  " 

/fix 
■  proprietates  doivent  évidemment  être  classées  parmi  ^ 

les  premières  qu'il  ait  faites  sur  ce  sujet.  L'auteur  part  de  Tin- 

/dx 
.  forme  la  fonction  inverse  et  pose 

V^i  —  :c* 

développe  le  théorème  de  Taddition  pour  sl(a±A),  c\(a±h]^ 
détermine  les  zéros  de  ces  fonctions  lemniscàtiques,  établit  k 
théorème  de  la  multiplication  pour  sl(/iy)  et  cl(/icp)  et  Icsdéffr 
loppements  procédant  suivant  les  puissances  pour  arc  six  et  slf» 
Eniin  il  introduit  comme  numérateur  et  dénominateur  de  slf  les 
transcendantes  P((j')  et  Q(cp),  donne  leurs  développements  suifant 
les  puissances  et  détermine  les  limites  de  convergence;  ces  tranf- 
cendantes  sont  précisément  les  fonctions  de  Weierstrass  Âl(f(')it 
Al(w)o  dans  le  cas  où  A'  =  — i. 

Dans  un  cahier  de  notes  commencé  en  juillet  1798  et  portiM 
le  titre  Z>e  cufva  lemniscata,  il  établit  l'intégrale  algébrique  ie 
Téquation  dillérentielle 

fi.r  dy 

4-  -r- =  O. 


V^i— .r*        ^1  —  >-♦ 
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en  déduit  le  théorème  de  radditioii  pour  sl(y:>d=  y),  et  donne  le 

développement  du  numérateur  P(^)  et  du  dénominateur  Q(y)  de 

sl(f  )  en  un  produit  simplement  infini,  dont  les  facteurs  sont  respec- 

dvcraent 

4.ç'  4.v« 


l-*-T-7r-= 7zt:>      I  — 


(e^«_l_e-^*)** 


Sur  cette  représentation  analytique  des  transcendantes  P(9)  et 
Q(ç),  Gauss  dit  :  «  Jd  quod  rigorose  demonstrare  possumus.  » 
Nous  devons  donc  supposer  qu'il  était  en  possession  d'une  partie 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  relatives  au  développe- 
ment en  produit  infini  d'une  fonction  uniforme.  Entre  P(7)  et 
une  fonction  Tâ[^)  qu'il  définit  à  nouveau  [et  qui  n'est  autre  que  la 
fonction  P(f  )  de  la  définition  précédente],  il  établit  des  relations 
de  la  forme 


It^* 


c'est  précisément,  avec  les  notations  actuelles,  la  relation 

\    Enfin  il  donne  le  développement  de  sl((p)  en  fractions  simples  et 
E    celui  de  logP(^a))  en  cosinus  de  multiples  de  i^tz. 
I       Un  cahier  de  notes  commencé  en  novembre  1799  contient,  sur 
,   la  Icmniscate,  le  développement  en  série  de  Fourier  des  fonctions 
P(^},  Q(^w),  le  développement  déjà  cité 


v/h- 


2C~'4-  2e~**  — 


•  » 


les  développements    en    séries   de    Fourier  de  yr- — r>  P*(^w), 

Q^{^)i  et,  sous  le  titre  f^ariœ  sumniationes  serierum  abscon- 
dit€e  ,des  résultats  de  la  forme 


\e^^fr^)   '^\é^^^e-^^)  "^  \ 


<?^*-f-c 


-31: 


î     w'  I  I 

a  ?r'       aTT      2 


35. 


meut  avec  ces  tliéorùmcs  généraux  sur  la  division  de  la 
dont,  comme  le  prouve  la  publication  des  Disqumiior, 
ticœ,  Gausa  était  en  possession,  et  qu'Abel  retrouva 
plus  tard.  Concurremment  avec  ses  recherches  sur  I 
Icmnisea tiques,  Gauss  s'occupait  des  intégrales  et  d 
elliptiques  en  général.  Dans  un  cahier  dont  la   prt 

porte    en    tète    F  aria,    imprimis   àe  integrali    t —. 

J  ^ 
Novcmbr.  1799,  nous  trouvons  traité,  pour  l'întégr 
elliptique  de  première  espèce,  prise  sous  la  forme 
Legeudre,  le  problème  de  l'inveràion,  tel  qu'il  a  été 
d'années  plus  tard,  par  Âbcl  et  Jacobi. 

L'auteur  y  suppose  connue  la  théorie  de  la  moyenne 
géométrique,  ou,  si  l'on  veut,  la  connaissance  de  1 
que,  si  dans  l'intégrale 


njait  la  sahslitiitiot 


l' integrali!  se  change  en 
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méliques  et  géométriques  m',  //,  ni*^  n"^  . . . ,  moyennes  qui  ten- 
dent vers  une  limite  commune  ji  =  M(/7i,/i),  on  a 


X 


dï  I 


2  TT  ^m*  cos*  T  4-  /î'  sin«  T       P 


Ce  sont  là  d'ailleurs  des  propositions  que  Gauss  ne  publia  que 
Beaucoup  plus  tard,  en  janvier  1818,  dans  un  travail  intitulé 
Determinatio  attractionis  quant  in  punctum  quody^is  positionis 
daiœ  exercet  planeta.  Dans  l'analyse  donnée  par  lui-même  de  son 
Hànoire  il  s'exprime  ainsi  (9  février  181 8)  : 

c  L'auteur  a  saisi  la  première  occasion  qui  s'oilrait  à  lui  pour 
lofiner  les  premiers  linéaments  d'un  nouvel  algorithme,  dont  il  s'est 
ervi  depuis  de  longues  années  pour  la  détermination  de  ces  trans- 
endantes,  et  sur  lequel  il  publiera  dans  l'avenir  des  recherches 
tendues  contenant  un  grand  nombre  de  résultats  importants.  » 

n  fait  comprendre  aussi  qu'il  est  en  possession  d'une  théorie 
rès-étendue  des  transcendantes  elliptiques,  dont  les  recherches  de 
liEgrange  et  de  Legendre  ne  sont  que  les  commencements  : 

«  n  n'échappera  pas  au  lecteur  qu'une  multitude  de  problèmes 
intéressants,  qui  se  relient  aux  transcendantes  en  question,  se 
trouvent  résolus  avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  de  cet  algo- 
rithme. Comme  exemple,  nous  citerons  la  rectification  de  l'ellipse  : 
en  posant  son  demi-grand  axe  =  n,  sa  circonférence  sera 

Un  autre  exemple  est  fourni  par  la  durée  des  oscillations  d'un 
pendule  sur  un  arc  fini,  durée  qui  est  à  celle  des  oscillations  infi- 
niment petites  comme  l'unité  est  à  la  moyenne  arithmético-géoraé- 
trique  entre  i  et  le  cosinus  de  l'arc  total  d'oscillation.  Enfin  il  faut 
encore  remarquer  que  l'auteur  a  cru  devoir  publier  sous  leur 
forme  primitive  ces  résultats,  trouvés  il  y  a  bon  nombre  d'années, 
indépendamment  des  recherches  analogues  de  Lagrange  et  de 
L^endre,  quoiqu'ils  puissent  en  partie  être  déduits  aisément  des 
découvertes  de  ces  géomètres,  tant  parce  que  cette  forme  lui  parait 
présenter  des  avantages  essentiels  que  parce  qu'elle  est  précisé- 
ment le  point  de  départ  d'une  théorie  beaucoup  plus  étendue  où 


De  functionihus  transcendeatibus  quœ  ex  differeittit 
diorum  arithmetico-geometricorum  oriuntw, 

dans  un  cahier  dont  Gauss  a  commencé  à  se  sen 
l'année  1800,  et  où  il  se  trouve  divers  développe  menti 
relatives  à  la  moyenne  arithmético-géométrique. 

C'est  en  partant  de  ces  reclicrches  que  Gauss  jette 
mcnts  de  la  tWorîc  des  intégrales  elliptiques  et  des 
inverses. 

Faisant 


h 


dit 


et  substituant  fi  =  tangv,  il  déiinît  les  périodes  par  \y 


il  pose 


M[i,v'i 


'(■V^) 


ff  COSi' 

"M{i.sin.'}" 


donne  tes  développements  en  série  trigonométrique  du  1 
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wier  el  en    produits  iniiuls  scus  la  forme  meinc  qui   a   été 
onnéc  plus  lard  par  Abel  et  Jacobi. 

ToQtcs  ces  recherches  étaient  vraisemblablement  terminées  en 
798,  comme  il  résulte  d'un  passage  d'une  Lettre  de  Crelle  à  Abel, 
à  il  cite  une  communication  de  Gauss,  qui  s'exprime  ainsi  : 
«  U  (Abel)  vient  d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je 
lis  sorti  en  1798.  » 

Sous  ce  titre,  Einige  neueFormeln  die  lemniscatischen  Functio- 
itt  betreffend,  on  trouve,  dans  un  cahier  commencé  en  1801, 
ne  suite  de  résultats  intéressants  et  qui  probablement  ont  été 
(mvés  beaucoup  plus  tôt.  L'auteur  part  de  la  multiplication 
mplexe  de  la  fonction  lemniscatique,  donne  le  développement 
i  férié  de  celle-ci,  ainsi  que  l'équation  dilTérentielle  pour  la 
inscendante  P{<i()  et  le  dévc^loppement  de  cette  dernière  en 
rie  de  puissances. 

Ed  faisant  abstraction  du  passage  célèbre  des  Disquisitiones,  les 
iblications  relatives  à  toutes  ces  recherches  se  réduisent  à  deux 
émoires  :  l'un  est  intitulé  Summalio  qiiarundcun  serierian 
ngularium,  et  a  été  publié  en  septembre  1808;  on  y  trouve 
ndiés  les  séries  et  les  produits  qui  appartiennent  à  la  théorie  des 
•actions  elliptiques;  l'autre  est  le  Mémoire  sur  Isl  Determinatio 
Uractionis,  etc. ,  de  janvier  1818,  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  où 
anss  traite  de  la  moyenne  arithmético-géométrique. 
De  l'année  1808,  il  y  a  une  suite  d'importantes  recherches  sous 
î  litre,  Zur  Théorie  der  iranscendenten  Functionen.  Gauss 
donne  la  définition  des  fonctions  3-,  qu'il  appelle  T;  elles  y  sont 
ifinies  comme  sommes  infinies  de  quantités  exponentielles  à  expo- 
aits  quadratiques  :  il  les  développe  en  séries  de  cosinus  des  mul- 
pies  de  l'argument,  établit  les  relations  entre  les  dillérentes  fonç- 
ons S-  pour  r allument  zéro,  développe  la  formule  pour  une 
^formation  du  second  degré  de  ces  transcendantes,  traite  les 
pations  de  la  division  pour  les  nombres  3,  5  et  7.  Enfin  la 
^on  S-  est  développée  en  un  produit  doublement  infini;  de 
c développement  résulte  une  formule  de  transformation  linéaire. 
^ous  savons  en  outre,  par  une  lettre  de  Jacobi  à  Legendre  du 
'  *oùi  1827,  que  GausSy  outre  la  théorie  de  la  division  par  3,  5  et 
*i  connaissait  la  chaine  des  modules  qui  correspond  k  ces  degrés  de 
nnsformaiion. 


trUche  Mittel.  Elles  contiennent  les  relations  ei 
lions  &  de  module  t  et  les  fonctions  corresponde 
dules  4^116^1  •-•1  les  développements  en  série 
&  à  variables  nulles,  les  relations  entre  les  diverse 
pour  le  module  augmenté  d'une  unité  et  la  tram 
néaire  complète  de  ces  transcendantes  pour  la  valeui 
gument.  Là  aussi  sont  traitées  les  relations  qui  ezii 
fonctions  ^  pour  des  relations  linéaires  entre  des  mot 
suppose  racines  d'équations  quadratiques  ayant  le 
minant  négatif,  c'est-à-dii-e  pour  les  modules  de  la  1 
complexe.  Enfin  on  y  trouve  encore  les  formules  d< 
tion  du  second  degré  pour  les  fonctions  S,  leur 
dérivées  partielles  et  les  formules  connues  pour  la  sc< 
logarithmique  de  ces  fonctions. 

Le  caliier  commencé  en  mai  1808  contient  les  for 
tiou  et  de  multiplication  (même  pour  un  argument 
aussi  les  formules  de  transformation  de  degré  n  pour  I 
qui  correspondent  aux  fonctions  lemniscatïques.  El 
<fert  Jlteoreme  ûber  die  neuen  Transcendenten, 
M.  Schcrïng,  on  ne  peut  pas  fixer  la  date,  concem 
développement  des  fonctions  &,  contiennent  diflëren 
de  transformation  de  ces  transcendantes  pour  l'argi 
diverses  relations  entre  ces  fonctions  et  la  moyenne 
géométrique. 

Ce  n'est  plus  que  le  20  février  1817  qu'on  retrt 
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espèce,  connu  depuis  longtemps,  sous  la  forme 

F{a -4- ft)  =  F(fl)  4- F(^)  —  sl«.sl^.sl(a  4- ^). 

Les  recherches  d'Abel  et  de  Jacobi  fournirent  de  nouveau  à 
Gauss  Toccasion  de  revenir  à  des  études  abandonnées  depuis  long- 
temps^ comme  le  fait  ressortir  M.  Sclicring,  les  Lettres  de  Gauss  à 
Schumacher,  du  4  et  du  19  août  1827,  montrent  que  Schumacher, 
avant  de  publier  la  Lettre  de  Jacobi  dans  les  Astronomische  Nach- 
richten,  en  avait  communiqué  l'original  à  Gauss.  On  trouve  dans  les 
papiers*  posthumes  de  ce  dernier  un  passage  vraisemblablement 
inspire  par  la  lecture  de  la  première  Lettre  de  Jacobi  à  Schumacher. 
Dlms  un  travail  intitulé  Allgemeines  Theorem  (6  août  1827),  la 
transformation,  pour  les  degrés  2,  3,  7,  est  traitée  au  moyen  des 
Tonnules  de  transformation,  correspondantes  à  ces  degrés,  des 
loDctions  â-de  Jacobi  que  Gauss  appelle  P,  Q,  R,  S;  elle  est  fondée 
lur  une  méthode  que  Jacobi  développa  plus  tard.  La  seconde  Lettre 
de  Jacobi,  sur  l'expression  analytique  générale  des  transformations 
rationnelles,  donne  à  Gauss  Toccasion  (29  août)  de  rechercher 
quelles  relations  doivent  exister,  pour  l'argument  zéro,  entre  les 
Tondions  3-  primitives  et  transformées,  et  de  former  l'équation 
aiodnlaire  pour  la  transformation  du  cinquième  degré.  La  fin  des 
indications  relatives  à  cette  époque  concerne  le  développement 
d'un  cas  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  ^  et  des  condi- 
tions de  convergence  de  ces  dernières*,  à  ces  conditions  se  relie  im- 
médiatement une  proposition  appartenant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions :  Si  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  on  a  constamment 

d^V      d*Y  _ 

et  si  sur  le  contour  V  est  constamment  égal  àA^ona  partout  V  =  A . 
En  considérant  l'ensemble  des  recherches  faites  par  ce  géomètre 
iW  incomparable  génie,  que  nous  a  fait  connaître  la  publication 
^  papiers  posthumes  de  Gauss,  on  est  sûr  de  ne  pas  aller  trop 
loin  en  affirmant  qu'il  avait  trouvé  à  peu  près  trente  ans  avant 
^  et  Jacobi,  au  moins  dans  leurs  lignes  principales,  une  bonne 
P^ie  des  résultats  et  des  méthodes  dont  la  Science,  en  ce  qui 
touche  la  théorie  des  fonct^pus  elliptiques,  est  redevable  à  ces  deux 


MÉLANGES. 

SUR  LES  POINTS  DE  OËDOnBLEHEirr  DE  U.  î.  PU 
Par  m.  p.  MANSION. 

MONSIEUK    LE   RËDiCTEi:ll, 

PermcUez-moï  de  vous  indiquer  une  petite  err 
phiquc  qui  s'csl  glissée  dans  mou  résumé  (Bulletin,  : 
U"  Partie,  p.  243]  de  la  Note  de  M.  J.  Plateau,  intitu 
exemples  curieux  de  discontinuité  en  Analyse.  Oa 
de  la  seconde  eourbe  du  n"  4,  le  facteur  \y  —  cos  ^ 
alFecté  de  l'exposant  3.  Cette  équation  est  déduite  de  < 

;c  =  m/»[(i+r»)±C^iT>')']. 

en  rcmplaçantjj'  par  (/  —  cos  \{x). 

Si  je  signale  ici  ce  petit  erratum,  c'est  unlquemcnl 
duire  exactement,  dans  mon  résumé,  les  exemples  m 
tîcle  original.  Nous  avons  observé  en  ell'et,  avec  M. 
si  dans  les  deux  exemples  rapportés  dans  sa  Note 
l'exposant  a  qui  affecte  le  facteur  (j-  —  cosx),  les  noi 
tioDS  ainsi  obtenues,  savoir 
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soot  celles  de  deux  nouvelles  courbes  présentant  aussi,  en 

{x  =  o,  j=  i), 

oi point  de  dédoublement.  Â  un  certain  point  de  vue,  ces  points 
k  dédoublement  sont  même  plus  remarquables  que  ceux  que 
K  Plateau  a  signalés  dans  la  Note  citée,  parce  que  les  tangentes 
<DZ  deux  branches  de  la  courbe,  qui  se  rencontrent  en  ces  points, 
Q  lieu  de  se  confondre,  sont  distinctes. 
Considérons,  en  eOet,  l'équation  (i).  Elle  se  déduit  de 

n  changeant  j^  en(/ — cos^).  L'équation  (3)  représente  une 
mrbe  ayant  à  l'origine  un  point  double,  tangente  à  l'axe  des  y  et 
la  droite  x  =  a^^,  et  formant  une  espèce  de  folium  dans  l'angle 
îsx  et  des^  positifs;  au-dessous  de  l'axe  des  .r,  elle  se  prolonge 
définimcnt  suivant  deux  branches  situées  l'une  d'un  côté,  l'autre 
î  l'autre  de  Taxe  desj^.  Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (3),  y 

^\X —  cos  \fx\  de  manière  à  obtenir  l'équation  (i),  la  feuille  et 
branche  de  droite  sont  modifiées,  les  ordonnées  étant  augmentées 

s  ces  ^x  ;  la  branche  de  gauche  disparait.  Le  nou\ea\iJblium  ainsi 
btenu  est  maintenant  tangent,  au  point  (a:  =  o,y  =  i),à  l'axe  desj^ 
ta  une  parallèle  à  l'axe  desx. 

La  courbe  (a)  présente  des  particularités  analogues.  Toutefois, 
lans  l'angle  des  axes  positifs,  elle  se  compose,  non  d'une  feuille, 
ntts  de  deux  branches  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle  dont 
la  grandeur  dépend  de  m.  Si  m  =  i ,  cet  angle  est  encore  de  3o°. 
Agréez,  etc.  P.   Mansion. 


m  UHE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  v^  ET  SUR  DEUX  APPROXIMATIONS 

DE  v^; 


Pak  m.  g.  HENRY. 


Dans  ces  derniers  temps,  deux  savants  géomètres,  M.  LéonRodet 
^M.  Alexéief,  ont  cherché  (*)  à  retrouver,  entre  autres  exemples 

(')  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  1879. 


•     : 
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numériques  moins  importants  :  i*'  la  valeur  de 

signalée  dans  les  Préceptes  du  cordeau  de  Baudliàyana  ^  2^  les  ?•-  • 

203  1 3o  I  '■ 

leurs  approchées  par  défaut  et  par  excès  de  —^  et  de  —rr-  altri 

buées  un  siècle  après  à  ^  par  Ârcliimède  (  Traité  de  lu  niesun 
du  cercle j  proposition  III). 

M.  Rodet  a  appliqué  à  la  série  de  Baudhàyana  une  formule  di 
Persan  Al-Morouzi  et  aux  fractions  d'Archimède  le  procédé  d'n 
géomètre  français  du  xvi^  siècle,  Estiennc  de  la  Rocbe.  Ce  procédé, 
appelé  par  l'auteur  règle  de  médiation,  repose  sur  ce  principe: il 

j  et  -  désignent  deux  fractions  à  termes  positifs,  la  fraction  y — j 

est  comprise  entre  les  deux. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  les  anciens  ont  du,  et 

effet,  connaître  cette  règle,  puisque,  en  posant,  au  lieu  de  a  et  £,- 

et  -  >  on  obtient également  par  moyenne  ^arithmétique  et  ptf 

médiation.  Toutefois,  il  ne  semble  pas  que  cette  règle  soit  unique- 
ment celle  d'Archimède  ni  que  la  formule  d* Al-Morouzi  soit  celleck  ^ 
Baudhàyana.  La  formule  persane  ne  reproduit  pas,  en  eflet,  la  phy* 
sionomie  de  cette  dernière  série;  en  outre,  Tapplicatiou  pureei 
simple  de  la  règle  de  médiation  parait  beaucoup  trop  laborieuse. 

Dans  le  but  de  retrouver  ces  valeurs  et,  en  général,  les  exemples 
numériques  qui  nous  sont  parvenus  de  l'antiquité,  M.  Alexéief  1 
proposé,  mais  sans  l'appliquer  à  ces  exemples,  une  solution  théo- 
rique du  problème  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  par  l'emploi 
de  la  moyenne  arithmétique  et  de  la  moyenne  harmonique. 

Nous  croyons  pouvoir  affirmer  que  ce  procédé  est  bien  vérilablf- 
ment,  avec  quelques  modiCcations  dans  la  pratique,  celui  de  Bau- 
dhàyana et  celui  d'Archimède.  Nous  nous  permettrons  seulemcnKie 
faire  remaixjuer  que,  avant  M.  Alexéief,  M.  le  professeur  Oppor- 

5,65 
mann  (  *  )   avait  appliqué  à  la  fraction  -^  la  méthode  des  deux 


(*)  J.-L.  Heiderg,  Quœstiones  jérchimedctr,  Haiinisi\  1^79,  p.  6>;  Overngt  ovrr 


M 
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mojeimes,  et  que  les  formules  donuées  par  M.  Alexéiel,  de  même 
qoeceJles  données  il  y  aquelquesjoursparM.  le  colonel  Mathieu  (*), 
sedéduisent  facilement  des  formules  établies  par  M.  Ed.  Lucas  dans 
la  Section  XIX  de  sa  Tliéorie  des  Jonctions  numériques  simple- 
Ment  périodiques  (  ^  ) . 
Ces  restrictions  établies,  soit  à  reproduire 

r  ï         ' 

V  2  =  I  4-  - -h  5-7  — 


3       3.4       3.4.34' 

jiosons,  conformément  à  la  règle,  2  =  i  X  2*  Les  moyennes  arith- 

■édques   et   harmoniques  de  i  et  de  a  et  les  moyennes  de  ces 

3      4    ^7       ^4    577       816    T  .  , 

■oyennes  sont  -  et  5»  — ^  et  --^>  7-—  et  -z — •  Les  moyennes  arith- 
^  a      3    12       17    4^"       ^77 

■édqnes  sont  approchées  par  excès  et  continuellement  décrois- 
nues.  Les  moyennes  harmoniques  sont  approchées  par  défaut  et 
continuellement  croissantes.  Cherchons  les  différences  des  premières 

^  =  -ir—Tt  -^  —  7^  =  ^  ,  -.'  Prenons  la  première  valeur 

t     la        3.4    12       4^       3.4*34 

approchée  par  défaut  =1  +  7»  et  nous  avons  tous  les  éléments  de 

b  série,  d'où  il  ressort  que  Baudhàyana  employait  en  effet  le  pro- 
cédé des  deux  moyennes,  mais  calculait  en  outre  les  différences 
9ttre  les  valeurs  successives  des  approximations  par  excès  et  les 
lifferences  de  ces  différences. 

Si  nous  considérons  maintenant  que  Woepcke  (^)  a  établi  par 
les  raisons  puissantes  la  haute  probabilité  d'une  transmission  de 
SQonaissances  de  l'Inde  en  Grèce  vers  le  m*  siècle  avant  J.-C, 
ncms  sommes  conduits  à  supposera  ^/'iori  de  grandes  ressemblances 
entre  la  méthode  indienne  et  la  méthode  archimédéenne. 

1 35 1  r"        265 

Soit,  en  effet,  à  retrouver  — jt—  >  v  ^  ^  ~ë5  '  Posons  3  =  3  X  i . 
^  Les  moyennes  arithmétiques  et  harmoniques  de  ces  deux  nombres  son  t 


'•■giJijje  Daaske  Fidenskahernei  SeUkabs  Forhandlinger  og  det  MedUmmen  Arbej' 
^f  Amt  1875,  p.  iS-aa. 

(')  liv99eUes  Annales  de  Mathématiques,  décembre  1879,  p.  53i. 

C)  American  Journal  of  Mathematics  de  M.  SyWester,  vol.  I,  1878,  p.  aa5. 

(*)  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens,  p.  90-91.  • 


56  "^ 753  ~  209' 56 -H  97   +  i53-+- ao9~  5i5*  5i! 
989  -H  362  _  i35i 


571  H-  209 
,    .     .    i35i 
choix  de  —77- 
780 


780  ' 


mais  ce  procédé  n'cxplïqae  évid 


>  Il  faut  supposer  ici  un  procédé  direc 
dant  du  pi-écédcnt.  Le  suivant  remplît  ces  deux  cod<] 
3  =  3  X  I  ■  L«  moyenne  arithmétique  ou  la  méé 
nombres  est  3,  la  moyenne  harmonique  -■  I^a  médi 
médiation  et  de  celte  moyenne  est  ^)  la  moyenne  h 
Les  moyennes  arithmétique  et  harmonique  de  cette 
de  cette  moyenne  sont  -^  et  ^j  dont  la  moyenne  atï 
i35i 
780' 

deux  moyennes  compliqué  de  médiations,  mais  en  ' 
que  l'approximation  cherchée  de  la  r.ictne  doit  £trc  pt 
défaut,  l'ordre  des  médiations. 

D'aîUeui's,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer, 
ment  de  ces  coïncidences,  que  l'antiquité  a  dû  Être  et 
mélliode  d'approximation  par  plusieurs  voies  très-di 

i.  Procédé  géomêtrii/ue.  —  Soient  sur  une  droi 
successifs  O,  A,  B;  décrivons  une  circonférence  si 
diamètre  et  menons  les  tangentes  OT,  OT';  désigu 
centre  de  la  circonférence  et  par  A,  l'intersection  de 
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«meni  les  moyennes  arilhmétique  et  harmonique  de  OB  et  de  OA. 

2.  Procédé  arithniétii/ue,  —  Soient  a  et  i  deux  valeurs  quel- 
eonqucs  et  approchées  de  leur  moyenne  proportionnelle;  tout 
BOinbre  intermédiaire  entre  a  cl  b  est  évidemment  une  valeur  plus 
approchée  de  leur  moyenne  proportionnelle  que  l'un  deux.  Soit 


me  valeur  plus  approchée  i|  = \  on  obtient  l'autre  valeur 

•1= j  par  la  condition  abi  =  ab. 


Enfin,  de  la  méthode  d'interpolation  des  parties  proportion- 
idles  appliquée  par  Hipparque  (deuxième  siècle  avant  J.-C.  )  à  la 
détermination  de  l'équinoxe,  on  tire  encore  pour  valeurs  approchées 
kl  deux  moyennes,  car,  en  prenant  la  valeur  a  approchée  par 
défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  faible  de  ab  —  a-'  ; 
a  prenant  la  moyenne  b  approchée  par  excès,  on  obtient  pour  le 
carré  un  nombre  trop  grand  dcb-  —  ab-^  donc,  en  désignant  par  ai 
la  valeur  de  la  moyenne  proportionnelle  dans  la  supposition  des 
accroisse meiits  proportionnels,  on  aura 


^,  —  a a 

1 


//  —  a        2  -h  a 
ton 

'>.oh 
a  -h  b 


et  par  la  proportion  —  =  — ,  il  vient 

^1=  — I — 


Observons,  en  terminant,  que,  si  la  méthode  des  deux  moyennes 
est  comparée  avec  la  méthode  plus  récente  des  fractions  continues, 
avantage  revient  à  la  première.  Qu'on  développe,  en  effet,  en  frac- 

&ms  continues  ^  et  ^  ;  on  constate  que  les  valeurs  trouvées  par 
Remploi  des  moyennes  reviennent  au  calcul  des  réduites  successives 
dont  les  rangs  sont  en  progression  géométrique  de  raison  =  2,  cas 
pour  lequel  M.  VA.  Lucas  veut  bien  nous  faire  observer  que  M.  Serret 
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a  donné  dès  1847  {Journal  de  Liouville,  t.  XUI,  p.  5 18)  les 
formules  rclrouvées  par  lui-même  el  par  M,  Alexéief  (*).  Il  est 
également  curieux  d'observer  que  Tappllcatlon  simultanée  des  mé- 
thodes d'interpolation  par  les  parties  proportionnelles  et  de  jVewton 
à  l'extraction  de  la  racine  carrée  du  produit  ab  fournit  comme  va- 
leurs approchées  par  défaut  et  par  excès  la  moyenne  harmonique 
et  la  moyenne  arithmétique  des  deux  nombres  a  et  6. 


(')  Eli  1873,  une  question  proposée  par  xM.  le  prince  Boncompa(;rii  dans  les  Xon- 
ve/ies  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  tome  XII,  p.  191,  a  conduit  aussi  à  os  for- 
mules M.  Morct-Blanc  (t.  XII,  p.  ^177-4^0). 
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Darbomc ,  —  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très- 
grands  nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en 
série.  Première  Partie.  (i-56). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  Taiiteiir  développe  une  mêlhode  nouvelle 
pour  obtenir  les  expressions  approchées  des  fonctions  de  très-{;rands  nombres. 
Parmi  l«*s  applications  de  cette  méthode,  nous  indiquerons  les  suivantes  : 

1*'  L'approximation  des  polynômes  de  Lejrcndre.  L'auteur  donne  en  particulier 
une    formule  qui  permet  d'obtenir  une  expression  approchée,   Terreur  commise 

étaot  de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  {jrande  qu'on  le  voudra  de  -• 


(•)  \oÏT  Bulletin^  II,,  /|8. 
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2°  L'approximation  indéfinie  des  dcriTées  it***"*"  de 

(i-ar»)-«,     (i-+-a«)-«, 

et,  en  général,  de 

(or  — «,)«i...(x  — fl^)V 


a,,  a,,  . ..,  a,  étant  quelconques. 
3*>  L'approximation  de  l'intégrale 


/< 


9(4r)/-Cx)^. 


L'auteur  étend  le  résultat  de  Laplace  au  cas  où  les  fonctions  y  et  f  son 
naircs,  ainsi  que  les  limites  do  l'intégrale. 
4*"  L'approximation  du  terme  général  de  la  série  de  Lagrange 

5*  L'approximation  indéfinie  des  polyndmes  qui  naissent  de  la  série  hjp 
trique  et  qui  ont  été  étudiés  par  Jacobi  et  par  M.  Tchebychef. 

Le  principe  de  la  méthode  adoptée  par  l'auteur  consiste  dans  la  déter 
de  l'ordre  de  grandeur  des  termes  d'une  série  trigonométrique  ou,  ce  q 
même  chose,  des  coefficients  de  rang  élevé  d'une  série  ordonnée  suirant 
sauces  de  la  variable.  M.  Darboux  montre  que  l'ordre  de  grandeur  et  l'ei 
approchée  de  ces  coefficients  se  déterminent  aisément  quand  on  connaît  le 
pour  lesquelles  la  fonction  devient  infinie  et  la  manière  dont  elle  deviei 
dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 

Mannheim  {-A.).  —  Sur  les  surfaces  réglées.  (57-60). 

Mathieu  [Ém.).  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Allégret  sur  1 
blême  des  trois  corps.  (61-62). 

Clausius  {H.).  —  Sur  la  déduction  d'un  nouveau  principe 
trodynamiquc.  (63-ii8). 

On  sait  que  M.  W.  Weber  (*)  a  cherché  à  ramener  les  phénomènes  él 
tiques  et  électrodynamiques  à  un  principe  unique,  à  l'aide  duquel  il  ei 
force  que  deux  particules  d'électricité  en  mouvement  exercent  l'une  su 
Soient  e,  e'  les  masses  de  deux  particules  électriques  situées  au  tempi 
distance  r  l'une  de  l'autre  ;  l'action  exercée  par  ces  particules  est  une  rép 

Dans  cette  expression,  c  représente  une  constante. 


(')  Consultes,  au  sujet  des  formules  de  Weber  et  de  Riemann,  les  Leçoi 
mann,  publiées  récemment  par  Hattendorff  sous  le  titre  :  Schwere,  Eleàirt 
Mtignetismus^  et  dont  nous  avons  rendu  un  compte  sommaire  dans  oc 
(t.  XI,  p.  97). 
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Rieniann  a  énoocé  une  loi  différente.  En  désignant  par  «r,  7,  z,  jr*,  y^  z'  les 
coordonoées  des  particules  de  masse  r,  <^  au  temps  r,  la  composante  suivant  l'axe 
des  X  de  la  force  que  e'  exerce  sur  e  est 


„  _  fff'   dr        et^ 


"fK*-")] 


'^  c""  r*  dx\\dt         dt)'^\dt         dt)'^\dt         dt)  y 

et  les  composantes  suivant  les  autres  axes  sont  données  par  des  exprcsaions  ana- 
logues. 

Les  formules  de  Weber  et  de  Riemann,  appliquées  à  l'action  réciproque  de  deux 
connuits  fermés,  fournissent  des  résultats  concordant  avec  la  loi  d'Ampère;  elles 
aatisfoat,  de  plus,  aux  lois  connues  de  Tinduction  et  ne  sont  point  en  contradiction 
arec  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Elles  suffisent  donc  à  tous  les 
besoios  de  la  Physique  actuelle. 

Toatefois,  Weber  n'a  établi  la  formule  (i)  qu'à  la  faveur  d'une  hypothèse  parti- 
Ciliére  sur  la  constitution  intime  des  courants,  d'après  laquelle  des  quantités  égales 
d'électricités  positive  et  négative  se  déplaceraient  en  sens  contraire  avec  une 
vilesie  égale  dans  chaque  élément  conducteur.  M.  Clausius  rejette  une  conception 
■nu  compliquée  et  se  prqpose  de  trouver  une  expression  générale  des  actions 
éketriques  compatible  avec  l'hypothèse  d'un  seul  fluide  en  mouvement  dans  les 
iiadocteurs  traversés  par  un  courant.  On  pourra  supposer  l'électricité  négative 
lAérente  ii  la  matière,  tandis  que  l'électricité  positive  se  déplace  seule  dans  le 
KBf  du  courant. 

M.  Clausius  établit  d'abord  que  les  formules  de  Weber  et  de  Riemann  ne  sont 
pis  compatibles  avec  l'hypothèse  d!un  seul  fluide  en  mouvement  :  elles  conduisent, 
thns  ce  cas,  à  un  résultat  contraire  à  cette  proposition  expérimentale  qu'un  cou" 
fnt  fermé  et  constane,  qui  se  trouve  dans  un  conducteur  au  repos,  n'exerce  aucune 
force  motrice  sur  V électricité  en  repos, 

n  cherche  ensuite  une  expression  de  la  force  exercée  par  une  particule  e'  sur 
œ  particule  e  d'électricité  dans  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  mobile  dans  les 
cmiiacteurs.  Il  suppose  que  cette  force  dépend  de  la  position  mutuelle  des  parti- 
cilei  ainsi  que  des  conditions  de  mouvement  déterminées  par  les  composantes  de 
iMr  vitesse  et  de  leur  accélération,  et  forme,  en  conséquence,  pour  chacune  des 
^composantes  suivant  les  axes,  une  expression  générale  qui  dépend  des  coor- 
^Biaées  relatives  de  l'une  des  particules  par  rapport  à  l'autre  et  des  coefficients 
^Cêreotîels  du  premier  et  du  second  ordre,  par  rapport  au  temps,  des  coordon- 
*^  des  deux  particules  ;  il  y  fait  entrer  provisoirement  tous  les  termes  possibles 
i^'ao  second  ordre  inclusivement,  en  entendant  par  là  tous  ceux  qui  pro- 
^oent  d'une  double  difliérentiation  par  rapport  au  temps,  et  qui  renferment 
*^ine  facteurs  ou  nn  coefficient  difliérentiel  du  second  ordre,  ou  deux  coefficients 
^iB««nliels  du  premier  ordre. 

^te  expression  se  simplifie  déjà  beaucoup  en  choisissant  pour  axes  de  coordon- 
*ni  U  droite  qui  joint  les  points  où  se  trouvent  les  particules  d'électricité  au 
^pt((noas  l'appellerons  axe  des  /),  et  deux  autres  axes  perpendiculaires  au 
f^BÛer,  mais  arbitraires  {axes  des  m  et  des  /i).  La  distance  des  deux  points  est 
'"P'^^tée  par  r,  et  nous  supposons  les  deux  masses  électriques  égales  à  l'unité, 
l'expression  cherchée  doit  d*abord  renfermer  un  terme  indépendant  des  mouve- 
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mcnts  des  particules,  et  qui  représente  la  force  électrostatique.  Ce  terme  est  ps 

tement  connu  :  c'est  —.  • 

r* 

^        .  .  ,  dm     dn    <Pm    d*n     iil  dm    dl  dn     dm  dn 

Parmi  les  autres,  les  termes  en -7-9  -jr»  —rr'*  tt'  t—T'*  t  j-»  -7--r» 

dt     dt      de*      ài*     dt  de     de  de     de  de 

dn^     ^W     rf|V     dt^dm^     ^^     d^  dn^     dl  dm^     dt  dm     dl  dn^     d 

de  '   'dé*''  "de*  '  de   W  de    de  '    de    de  ^  de   dt  ^  de    de*  de  de  ^  d 

—  -T-y  --r-  -j-   ont  un  coeflicient  nul;  car  ils  changent  de  signe  avec  l*u 

coordonnées   m,   /«,  m',  n\  et  il   n'y  a  pas  de  raison    pour   qu^un    moui 

suivant  l'axe  de  m,  par  exemple,  produise,  par  rapport  à  la  force  développi 

▼ant  l'axe  des  /  ou  des  r,  un  effet  différent  lorsqu'il  l'exécute  vers  les  m  ] 

ou  les  m  négatifs. 

Comme,  d'autre  part,  rien  ne  distingue  Taxe  des  m  de  l'axe  des  /7,  le  nom 

coefficients  distincts  diminue  encore,  car  il  faut  attribuer  un  même  coeffici< 

ldm\*       fdny   fdm'Y       /dn'Y  dm  dm'       dn  dn' 
terme,  en  ^- j   et  ^- j  ,  ^— j   et  ^_  j  ,  -   _  et  -   ^. 

En  résumé,  les  trois  composantes  L,  M,  N  de  la  force  seront  de  la  forme 

L=  p  -+. L. -+- L, -H L„ 

M  =  M|  -H  M,  -H  M,, 

avec 

L,  =  A,  ^-  —  4-  A,  w'  cosr, 

_-        _.    dm        ^   d^m       ^  dl   dm 

w        n   dm'       ^   d*m'  dV  din' 

^'^^^-dr-^^^IF-^^-Te  -dF' 

n    dl  dm'       „  dp  dm 

"       *  de   de         ^  de  de 
N,-B    -^B.  — H-B.--, 

„  dl  dn'       „  dt  dn' 

veXv^  sont  les  vitesses  des  particules  e,  e'  ;  c  l'angle  de  leurs  direetiona.  Le 
cients  A,  A,,  . . .,  B,  B^,  . . .  sont  des  fonctions  de  r  qu'il  reste  à  détemiBi 
Après  avoir  exprimé  les  composantes  X,  Y,  Z  dq  la  forée  dana  an  aysièa 
conque  de  coordonnées,  M.  Çlauslus  a  recoun,  pour  la  déterminallon  de 
lions  inconnues,  &  l'application  de  diverses  propositions  expérinentaiai^  « 
première  est  qu'an  courane  quelconque  fermé  et  comiani^  àrcmimmt  dtuu  m  a 
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•je,  m'exerce  aucune  force  motrice  sur  l* électricité  au  repos  et  réciproque' 
Les  autres  propositions  dont  il  fait  u&a(;e  se  rapportent  à  l'action  de  deux 
ts  fermés,  laquelle  doit  s'opérer  conformément  à  la  loi  d'Ampère  et  aux  lois 
doction,  telles  qu'elles  ont  été  établies  par  Neumann.  £n  dernier  lieu,  il 
le  le  principe  de  la  conservation  de  Ténergie. 

lausiuft  parvient  ainsi    à   exprimer   les   composantes  X,  Y,   Z  de  la  force 
par  la  particule  e*  sur  la  particule  e  avec  une  seule   fonction  inconnue 
l'il  représente  par  R.  Il  trouve 

Jxl^'^  2    dstis'     dt   dt\  dt\?    dt  ) 

"^ dxids'*\dt)  '^ ds    dt^ y 

'  sont  les  deux  éléments  de  trajectoire  correspondants  aux  particules  e  et  e' 
;  le  temps  dt\  Y  et  Z  ont  des  expressions  analogues.  Quant  à  l'action 
par  la  particule  e  sur  la  particule  e\  on  trouve  les  composantes  X',  Y',  Z' 
lutant  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  dans  les  expressions  de  X, 

lYail  effectué  par  les  forces  pendant  le  temps  dt  est 

\     dt  dt  dt  dt  dt  dt  ] 

lantité  doit,  d'après  le  principe  do  la  conservation  do  l'énergie,  être  la  dif- 
lle  totale  d'une  autre  quantité  W  qui  dépend  des  positions  actuelles  et  de 
e  mouvement  des  particules.  On  trouve 


w_-|: 


I        r  J^    ^fr»)         d}Y.^dsds') 
r        |_ur    dsds'  '^  d5ds'\dt  dt  )' 


it4?ndu,  W,  X,  Y,  Z,  X',  Y\  7J  doivent  être  multipliés  par  le  produit  ee^  des 
électriques  agissantes,  quand  on  suppose  celles-ci  différentes  de  l'unité. 
m  considération  des  forces  électrostatiques,  on  sait  que  la  quantité  dont  la 
itielle  négative  représente  le  travail  s'appelle  le  potentiel  des  deux  parti- 
lectriques  Tune  sur  l'autre.  Par  analogie,  M.  Clausius  considère  l'expression 
ns,  abstraction  faite  du  signe  — ,  comme  un  potentiel.  Le  premier  terme 

u  =  «' 

r 
potentiel  électrostatique  ;  le  reste 

""      ^*  [2/-    lùds'   "^  dsds'\dt   dt 

,  le  nom  de  potentiel  électrodjrnamique.  Son  expression  est  beaucoup  plus 
la  que  celle  des  composantes  de  la  force. 

sxpression  de  V  que  l'on  vient  d'écrire  est  la  seule  possible  dans  rhypothèsc 
e  leule  électricité  en  mouvement  dans  un  conducteur  solide.  La  fonction  R 
lie  renferme  ne  peut  pas  se  déterminer  au  moyen  des  courants  fermés,  et,  pur 
^  on  ne  peut,  dan^  l.'ôtAt  actuel  de  la  Science,  énoncer  à  son  sujot  que  des  pro- 


d'api^  Riemann , 

enBn,  d'nprè*  l'auteur, 

Ls/-   i/i<ù'         dtdi'\dt  dt  ' 
ou,  li  l'oD  luppou  R  =  0, 


M.  Claniini  tennioe  toa  Mémoire  eu  eherchaot  qnellQ  doit  être, 

l'aetioD  réciproque  de  deui  élément*  de  couraul.  Pour  obtenir  1 

cette  action  auitant  l'aie  dei  x,  on  de*ra  chercher  lucceuiTement 

de  l'action  de  Adi  sar  h'dy  el  tar —  h'J^,  etde  celle  de  —  A.Jf  aui 

en  connidérant  les  quintiléi  d'électricité  poiitive  hdi  et  A'di'  ci 

ment,  et  iei  quantités  d'électricité  oéGstiie  —  hdi  et  —  Vdi"  com 

fera  enfin  laiomma  algébrique  de  cei  quatre  eipresaioDs.  En  reprei 

,       .  .  .      .        ,  /.      hdt       „       h'd^\ 

lei  inteniilei  de»  deui  couranla  ti  =  ^,   i'—  —-—  Jion  troui 

et  dani  l'hypothéso  ta  plus  Générale  à  laquelle  le  rapporta  la  Ton 


Cette  eipreaaion  ne  contient  plaa  la  fonction  indéterminée  R  ;  ell 
déterminée,  et  c'eat  la  seule  compatible  STec  l'hjpothiae  d'une  ae 
mouvement  dana  lea  cooducteura. 

Villarceau^Y.^.  — Sur  le  développement  en  série 
réelles  des  étpiations.  (ii9-ia4)> 
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«Hu  h  forme  d'une  série  infinie  telle  que 

I  '      i.a  •    i.a.i 

Cette  série  restant  convergente   lorsque  a  reste  compris  entre  certaines  limites, 

rideotité 

dx 

le  conduit  à  la  détermination  des  coefficients  A  et,  en  posant 

il  trouve 

—  « —  «1  — ;; a,  a,  — -— h  a,v.«»  —  •'«t  ;     .   «  o  " 


a,  =  I 


i.a 


—  «t  (*^4  ~  loa,  a,  -h  iSaJ) 


I .a. 3. 4 


a,  (ag —  l5  «4»,  -H  lo5a,a^  —  loSaJ  —  lOaJ) 


f/C")]* 


3/    -    I  •  •  •  » 
formule  qu'il  applique  k  deux  exemples. 

Fuchs  (L.).  — Sur  les  équations  diflërentlelles  linéaires  qui  ad- 
mettent des  intégrales  dont  les  difTérentielles  logarithmiques 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques.  Extrait  d'une 
Lettre  adressée  k  M.  Hermite .  (  1 25- 1 4o) . 

Uauteur  se  propose,  en  général,  de  déterminer  les  coefficients  de  l'équation  diff'é- 
reotielle 


la-^Pm^i 


,-f./»,^=0, 


c^"»   '  ^'""'  dix*""' 

de  façon  qu'elle  soit  vérifiée  par  un  système  fondamental  d'intégrales  uniformes 
Ti^J^x^'"*Xmt  telle*  <!"e,  en  posant 


on  ait 


On  reconnaît  de  suite  que  ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes,  double- 
in^t  périodiques,  et  ne  devenant  infinies  que  de  manière  que  leurs  valeurs  réci- 
proques soient  continues.  Étudiant  en  particulier  le  cas  d'une  équation  du  second 
ordre,  M.  Fuchs  montre  qu'on  peut  se  borner  à  étudier  le  cas  où  l'équation  est  de 
Il  forme 

^i  l'oQ  veut  que  cette  équation  odmette  une  intégrale  ayant  les  propriétés  in- 
^^uées,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  P  soit  de  la  forme 

P=t-H2^i^x'ocH(^-«.)-f-B,DilogH(x-.a,), 


H(i-»;)n(«-«i)...»(i 


OÙ  lo  quanlilé*  a',,  a',,  ...  dépendent  essentiel lemeat  ds  la  râleur 
Pour  le  COI  spécial,  traité  par  M.  Hcrmite,  où  réquation  de  Luné 


Quant  à  la  sL-conile  JQlégrale 


-/??• 


ni'jC      (  m 


")i 


dans  cet  eu*  d'eieeplioii.  j,  le  préseotc  tun*  la  forme  aio  am  x,  co* 
et  la  valeur  de ^  >' obtient  aisément  en  effectuant  rinlégration. 

M.  Fuchs  fait  «uiTre  sa  Lettre  d'un  résumé  rapide  dei  rechenhei  q 
puisqu'elle  aété  enTOjéo  à  M.  Hermile.  rccfaercbes  pnbliéei  dani  li 
la  Société  Boyale  de  Giriiingue  (iS  décembre'! 877).  Les  éqiiallona  di 
■orvenl  de  base  à  la  théoriu  des  Tonctlons  de  Lainé  d'ordre  supérit 
pur  H.  Heine,  sont  des  cas  particuliers  d'une  classe  d'équation*  di 
second  ordre  étudiées  par  M.  Fuchi  dans  \eJoaraaide  Crtlle  (t.  I 
1 18  ],  et  inléQrécs  par  lui  au  niojrcu  dos  intégrales  aliclicnuci.  Parla 
ubtpuui  daui  ce  Mémoire,  il  donne  1rs  conditions  pour  que  l'équalii 
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G  étant  ane  fonction  entière  et  X  une  ronnlanto.  Ces  conditions  étant  supposôrs 
remplies,  M.  Fuchs  détermine  la  fonction  0,  et  trouve  ainsi  un  système  fonda- 
mental d'intégrales;  il  se  restreint  ensuite  au  cas  où  l'équation  est  de  la  forme 

OÙ 

R  (  r )  =  ^(i  -z«)(i—  A'z'). 
Cette  équation  se  déduit  de  celle  de  Lamé,  en  y  faisant 

dz         I 

^=V'KU)- 

11  parTÎenl  ainsi  aux  intégrales    do  l'équation   de  Lame,  et  la  même  méthode  lui 
Toumit  sans  difficulté  les  cas  d'exception. 

Fiedier.  —  Géométrie  et  Géomécanîque.  Aperçu  des  faits  qui 
mollirent  la  connexion  de  ces  sciences  dans  l'état  présent  de  leur 
développement.  (141-176). 

Cette  Notice  a  été  le  texte  d'une  leçon  scmcstrale  faite,  en  1876,  aux  élèves  de  la 
f''  section  de  l'ftcole   Polytechnique  Fédérale.  Après  avoir  résumé  les  travaux  de 
M.  Mannheim,  l'auteur  expose  rapidement  la  nouvelle  conception   de   la   Cinéma- 
tique et  dfi  la  Dynamique  qui  a  son  origine  dans  les  recherches  de  Plûcker  et  qui 
a  été  développée  par  M.  Klein  et  spécialement  par  M.  Bail. 

On  »iit,  depuis  Poinsot,  que  tout  système  de  forces  (^orx<*r/r)  peut  être  d'une 
seule  manière  rois  sous  une  forme  canonique,  c'est-à-dire  réduit  à  une  force 
nniqae  et  à  un  couple  agissant  dans  un  plan  normal  à  cette  forme.  Six  quantités 
déterminent  complètement  ce  torseur,  à  savoir  :  quatre  grandeurs  qui  déterminent 
I3  li(pie  d'action  de  la  force  unique,  un  paramètre  linéaire^;  la  /lèche,  qui  exprime 
le  quotient  du  moment  du  couple  par  la  force  unique  ;  ces  cinq  quantités  déter- 
minent le  complexe  linéaire,  ou  la  vis  qui,  comme  l'on  sait,  correspond  au 
torseur;  enGn  l'intensité  a."  de  la  force.  Tout  mouvement  d'un  système  solide,  ra- 
mené aussi  à  la  forme  canonique  d'un  mouvement  hélicoïdal,  toute  torsion  est  dé- 
tenninée  par  six  quantités  analogues,  dont  quatre  pour  la  direction  de  Taxe  du 
■ourement,  ou  du  complexe  linéaire  correspondant  dont  la  cinquième,  \9i  flèche ^ 
M  paramètre  linéaire  du  complexe,  est  la  grandeur  de  la  translation  suivant  l'axe 
qu  correspond  à  la  rotation  de  l'angle  unité,  et  dont  la  sixième  est  l'amplitude  de  la 
rotation.  Si  l'on  considère  un  torseur  de  flèche  //,,  d'intensité  as,  et  une  torsion 
de  flèche /»j,  d'amplitude  ce',  le  travail  résultant  sera 

a,  a'û»it»     o^    w„  =  (/>,H-/?,)cos;  — </sin;., 

^ délignant  la  plus  courte    distance    et  X  l'angle  des  axes  des  deux  vis;   lorsque 
<%  travail  est  nul,  les  deux  vis  sont  réciproques. 

On  trouve  la  condition  pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre  sous  l'influence 
de  troii  torseura,  en  écrivant  qu'en  leur  adjoignant  une  torsion  quelconque  la 
*oinme  des  trois  travaux  résultants  est  nulle;  de  même  on  trouvera  la  condition 
Parque  trois  torsions  se  détruisent.  On  est  ainsi  conduit  à  la  solution  du  problème 
de  la  composition  de  deux  torseursou  de  deux  torsions  \  cette  composition  s'efl*ectue  au 
"»oy«n  d'une  surface  réglée  du  troisième  degré,  introduite  par  Plûcker,  qui  est  lieu 


de  Ik  qns  lea  lit  d'un  erlindroïde  lont  réciproque*  à  qniln  TJi 
qu'à  dni[  Tii  arbitrairement  choisie*  il  n'eiiite  qu'une  eenle  rcci 

Cette  étude  permet  d'initituer  le  sjstime  de  coordonnée*  le 
ce*  Mcharchei.  Un  toneur  ou  une  lor*ion  peut  ttre  dècompoi 
donnée*  ;  le*  furninle*  m  limplifient  >iDEulièroitient  en  chidiian 
dunenlile*  de  fiçon  qu'elle*  loieiit,  deux  k  deux,  réciproque* 
forment  alon  un  i/KJmr  dt  eoréciproralei. 

H.  Fiedier  montre  ensuite  comment  on  peut  introduire  1( 
monTement*  et  le*  ijalémei  de  forcea  qui  la*  prodnïient,  comme 
principaux,  considère*  comme  de*  vil  etalTectéi  de*  Oèche*  ±a,  : 
demî'ixe*  de  rallipsoida  centrml,  forment  nu  système  corécipnH 
être  eppelée*  le*  lix  vit  d'inertit  principales  du  quinte.  Il  par 
notion  de*  Ti*  matériellement  conjuguées,  de*  tù  d'inertie  prioc 
gËné  dans  son  mouTement,  et  termine  en  établi**ant  le*  équai 
géniraUt  de  la  dfnamique  dei  ifUima  im/ariailci, 

Romilly  (  f^f^.  de).  —  Note  sur  l'intégration  de  l'éqi 

^  +  !t±i^  +  V=o. 

L'auteur  considère  rintégnlc 

a{i,ii)=   j    coi(jrco*w)*ini'HrfH 

et  celle*  qui  *'en  dèdui*eDl  en  remplaçant  d'abord  co*(xcoia 
pui*  en  remplafant  dan*  t(_x,  /i}  et  dan*  riDte(;raIe  oblenna  cod 
dire  lin  'n  par  cos^u.  Une  quelconque  de  ce*  !nt^f>ralea  e*t  ci 
eonnsrt  *b  râleur  pour /i  ^  o,  i,  i,  3.  On  toiteoiuiteque,  li  V(j 
conque  d'entre  elles,  elle  satisfera  k  l'équation 
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Soit  ï  une  courbe  dont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  s'eipriment  au 
%ojreii  de  rindéterminée  Ç  par  les  formules 

X  =  a  coi{p  -h  i) ^  -h  b  co9{p  —  i)Ç, 
jr=saMn{p-ht)î;-hbsin(p  —  i)Ç, 
r  =  c  sin  Ç, 

è  p  est  un  nombre  commensurable,  en  sorte  que  la  courbe  I  soit  algébrique, 
i  oà  a,  h.  e  sont  des  constantes  liées  par  la  relation 

fj  ab(p* —  i)"l-c*  _f\ab-'  c' 

[p{a-i-b)-^a  —  bY'^c^  ~"  {a-^by' 

l'on  prend  la  transformée  1'  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  I, 
>rigine  étant  le  pdle  de  transformation  et  A'  le  module  de  la  transformation,  la 
■érentielle  de  Tare  de  2'  sera 

^  ,  _  A^^[p\,a-i-b)-^a^b\*-\-c^ d>l ^ 


V        (« 


sin*** 


*/     ' 


M.  H  clins  montre  ensuite  qu'on  peut  toujours  disposer  des  trois  constantes  a,  b,  p^ 

Mit  la  dernière  est  commensurable,  de  façon  que  la  valeur  de  c  tirée  de  la  rela- 

Kab  —  c* 
in  précédemment  posée  soit  réelle  et  pour  que  j tt^-  soit  positif  et  moindre 

le  runité.  Dans  ces  conditions,  la  courbe  V  répondra  évidemment  au  problème 
>aé.  L'aoteur  donne  ensuite  plusieurs  applications. 

guerre.  —  Sur  les  courbes  de  troisième  classe.  (2i3-a24). 

Ce  travail  peut  être  regardé  comme  une  application  du  Mémoire  de  l'auteur 
ur  r  application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  Géométrie  analytique  (  *  ) 
Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  1).  Partant  de  Véquation  ira/xr«  d'une  courbe 
le  troisième  classe  mise  sous  forme  canonique,  il  introduit  les  équations  mixtes  de 
lahesaienne  et  delà  cayleyenne  de  cette  courbe,  étudie  le  faisceau  tangentiel  de  la 
eourbe  et  de  sa  hessienne,  le  faisceau  ponctuel  de  la  même  coui4)0  et  de  sa 
cayleyenne,  et  obtient  divers  théorèmes  relatifs  à  ces  éléments  géométriques  et  aux 
polaires  du  premier  et  du  second  ordre  d'une  droite  ou  d'un  point. 

Laurent  [H,).  —  Sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  déGnies.  (  aa5- 

U  problème  principal  que   traite   M.  Laurent  consiste   à  trouver  une  fonction 
?(')  telle  que  l'on  ait 

ft  /%b  /%b 

f{x)dx=:o,        I     Xf{x)dx  =  o,     ...,        I      x""'ç)(j-)r/jc=o, 

^^  ose  fonction  qui  satisfasse  aux  équations  qui  se  déduisent  des  précédentes  en 
0  Voir /?tf//ew«,  111,  379;  IX,  lai. 


Bont  poiitift,  une  salulioD  du  probi 
ir  coDclulderétndcdecstte  foDctloD  qi 


-~f> 


-,)■-(=-»)— (.-»)--rf-- 

saliaPail  à  l'équation  linoairp 

_(„+,)("-■ 

Laguerre.  —  Sur  la  dé  terminai!  on,  en  un  point  d 
second  ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et  des  ray< 
principaux.  {a47-2j6). 

I.  Soienl  un  point  M  silué  lur  une  lurrafo  du  iMOnd  or 
taueenlea  nui  deui  ligne»  de  courbure  qui  le  croiionl  eo  ce  poî 
et  le  centre  de  la  «urfacc  nicnoua  un  plan  P,  puis,  au  point  o 
en  M  rencontre  un  des  plant  de  nymétrie  de  la  (urracr,  un  pla 
cette  normale.  Ce  plan  coupe  le  plan  P  auiiant  une  droite;  pan 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  coniidéré.  Ce  dei 
In  normale  ou  centre  de  courbure  de  la  nccUon  noroule  de  la 
genlo  ï  la  droite  HT. 

II.  La  normale  menée  en  un  point  M  d'une  surface  du  i 
contre  les  plans  principnui  de  eelteiurraee  en  trois  points.  Mei 
par  ces  points  trois  droilei(D)perpendiculaires  aux  plans  prin 
minent  un  hjrperbuloiile. 

Cela  pose,  on  peut  construire  dcui  Génératrices  de  cet  hyper 
au  m^rnc  syslùme  que  les  droites  (D)  et  perpcndîculnïrei  au  A 
le  point  M.  Ces  j^nératricrs  rencontrent  la  normale  aux  deni  i 
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TFeilL  —  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  la  fois  à  deux 
cercles.  (265-3o4). 

L'auteur  considère  une  ligne  polygonale  A  qui  peut  se  mouvoir  en  restant  à  la  fois 
imerite  à  une  circonférence  0'  et  circonscrite  à  une  circonférence  O,  ainsi  que  la 
ligne  poly^nale  correspondante  a  formée  en  joignant  les  points  de  contact  des 
cAtéi  consécutifs  de  la  ligne  A  ;  il  montre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de 
Il  sommets  consécutifs  de  la  ligne  oc  décrit  une  circonférence  fixe  pendant  le  dépla- 
cement de  cette  ligne;  si  la  ligne  polygonale  a  se  ferme  une  seule  fois,  elle  se  fer- 
mera toujours,  et  le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  fermé 
«  restera  fixe  pendant  le  déplacement  de  ce  polygone.  Cherchant  ensuite  le  rayon 
de  la  circonférence  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  des  moyennes  distances  de  n 
wmjnets  consécutifs  de  la  ligne  a,  M.  Weill  parvient  à  trouver  la  condition  pour 
qo'uopolygone  d'un  nombre  donné  de  côtés  soit  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles; 
ii  applique  sa  méthode  aux  polygones  de  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept  côtés,  et  montre 
a  oatK  qu'on  peut,  avec  la  règle  et  le  compas,  passer  d'un  polygone  de  p  côtés 
inscrît  et  circonscrit  à  deux  cercles  à  un  polygone  de  ip  côtés  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  cercles. 

II  donne  ensuite  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  des  lignes  polygonales  et 
da  polygones  fermés  A  et  a,  dont  voici  quelques-unes  :  la  surface  d'un  polygone  A 
nste.pendant  le  déplacement,  proportionnelle  à  celle  du  polygone  a  correspondant  ; 
daui  une  ligne  a  qui  se  déplace,  les  centres  des  hyperboles  équilatèrcs  passant  par 
^tre  sommets  consécutifs  décrivent  une  circonférence  ;  dans  un  tel  polygone,  la 
■oomedes  carrés  des  côtés  est  constante,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  droites 
91"  joignent  les  sommets  de  p  en  p;  dans  un  polygone  A,  la  somme  des  cosinus  des 
angles  formés  par  deux  côtés  pris  de  p  en  p  reste  constante;  la  somme  des  cosinus 
des  angles  que  font  tous  les  côtés  d'un  polygone  A  avec  une  direction  fixe  reste 
constante  pendant  le  déplacement  de  ce  polygone  ;  quand  un  polygone  de  a  m  côtés 
K  déplace  en  restant  hiscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  les  côtés  opposés  se  ren- 
CMtrent  en  m  points  qui  restent  sur  une  droite  fixe  ;  les  droites  qui  joignent  les 
Mnmets  opposés  passent  par  un  même  point  qui  reste  fixe,  etc. 
• 

Fillarceau  (Jf'".)*  —  Origine  géométrique  et  représentation  géo- 
métrique des  fonctions  elliptiques,  abélicnnes,  et  de  transcen- 
dâmes d'ordres  supérieurs.  (3o5-3i4)- 

U  courbe  de  degré  2  m 

(x»-4-  b*r*)  (x« -h *'•;•)  (^'4-  ^''V)  ...  =  «*" 

est  une  ovale  fermée  symétrique  par  rapport  aux  axes;  si  l'on  prend  pour  argument 
«  le  rapport  de  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  fai- 
Mat  avec  l'axe  des  x  l'angle  ^,  si  en  outre  on  pose 

A*  =  (cos'ç?-H^'sin*ç)  (ros-ç?-j-  ^'*sin'f») . . ., 
00  aura 


"  -n^ 


«  posant 


j;  =  amu, 
^«''.  fies  Sciences  math.,  a«  Série,  t.  III.  (Janvier  1879.)  R  .  1 


fournira  la  rcprésenlition  );éoinëlTiquc  dei  ronction*  ellipllqaa 

Collet  (y.).  —  IVoie  sur  le  contact  géométrique  des 
surfaces.  (3i5-3q9). 

Supposons  deux  lieui  QrioDiétrlqnef,  ligne*  ou  surraCM,  se  tOD 
pt  imsj;inoiia  qu'une  droilit  ïnriable  rencontre  coaslamment  le 
moutanl  luiTantunc  loi  ijuclconniie,  telle  cependant  que  la  drol 
|;enle  ï  l'un  des  deux  lîeui  lorsqu'elle  passe  par  leur  point  co 
sera  inflniment  iriisine  de  ca  point,  elle  déterminera  dans  le 
pointiinfliiiment  Toislns.  M.  Collet  montre  que  l'ordre  Inllnitèii 
de  eca  deux  points  est  indépendant  de  la  loi  du  mnuTempnt  d( 
est  l'ardre  le  plut  é1e*â  quo  l'on  puisse  ubtenir  pour  la  dislai 
des  deux  lieux  infiniment  voisin*  do  leur  point  commun.  Cfl  or, 
unitéfUra  celui  du  contact  /géométrique  detdenx  Ueux,  Considérai 
vement  deux  courbes,  deux  surfaces,  une  courbe  et  noo  surf 
chacun  de  ces  cas,  donne  l'expression  analytique  descondiliot»  d 
qucleonquc. 

liouxsinesq  (•/■)■  —  Complémctit  à  une  étude  ini 
surla  tliûorie  descaux  courantes»,  publiée  dans  les 
XXIV  du  Recueil  des  Savants  étrangers,  et  à 
u  Sur  l'inlluence  des  frottements  dans  les  mouvei 
des  fluides»,  insûré au  TomeXIlI  du^ou/'/m/f/e  / 
pureset  appliquées,  i'  série,  1868.  (335-376). 

S  l".  —  Du  régime  gradue  Moment  nriè  dans  un  ëeoulemu 
non  tourbilloiiDBDl. 

S  IT.  —  Inlluencs  du  frottement  extérieur  sur  \it  cocmcieni 
onden,  périodiques  ou   non  périodiques,   quand  les  mouTcmei 


■  . 
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nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en  série. 
Deuxième  Partie.  (377-401). 

Dam  h  deuxième  Partie  du  Mémoire,  l'auteur  reprend  l'élude  des  polynômes  de 
la  série  bypergéométrique.  Il  en  fait  connaître  diverRcs  impressions,  indique  diverses 
relations  entre  les  polynômes  consécutifs,  leurs  dérivées  et  leurs  intégrales,  et  il 
aborde  ensuite  son  objet  principal,  qui  est  l'étude  d'une  classe  de  développements 
en  série  de  ceux  qui  sont  ordonnés  suivant  les  polynômes 

oà  ff  reçoit  toutes  les  râleurs  entières  positives.  11  indique  d'abord  comment  on  dé- 
ternioera  d'une  manière  commode  les  coefficients  de  ces  polynômes  et  montre  que 
ertte  détermination  peut  toujours  être  ramenée  à  celle  du  développement  d'une  cer- 
tiioe  int^rale  suivant  les  puissances  d'une  autre  variable  ;  puis  il  indique  comment, 
il  série  étant  déterminée,  on  en  reconnaîtra  la  convergence  et  l'un  en  déterminera  la 

SMDDie. 

L*aDteur,  après  avoir  traité  celte  première  question,  étudie  le  cas  où  la  variable  :i, 
fs'on  a  d'abord  supposée  réelle  et  comprise  entre  zéro  et  1,  prend  des  valeurs  quel- 
CMques  réelles  ou  imaginaires.  11  montre  que  les  régions  de  convergence  sont 
iNJoors  limitées  par  des  ellipses  homofocalcs  absolument  comme  on  le  savait  déjà 
pov  les  fonctions  de  Legendre.  En  imitant  une  méthode  donnée  par  M.  Neumann 
ftw  les  polynômes  de  Legendre,  il  introduit  la  considération  de  fonctions  de 
espèce  définies  par  l'équation 


Q.-r 


*X..xT-'(l— ar)-Vj. 


1 


et  il  montre  que  toute  fonction  uniforme  dans  la  région  annulaire  comprise  entre 
dcix  ellipses  homofoeales  sera  développable  en  une  série  contenant  généralement 
kl  fonctions  des  deux  espèces. 

L'auteur  termine  son  Mémoire  en  indiquant  avec  précision  ce  qui  peut  être  géné- 
tifiiédans  la  méthode  qu'il  a  employée,  et  comment  on  pourra  appliquer  cette  mé- 
Aode  à  tous  les  développements  en  série  ordonnés  suivant  des  fonctions  quel- 
nsqnes  formant  une  suite  de  Sturm . 

JouAovjAti  (fV.).  —  Sur  la  percussion  des  corps.  (417-424)- 

L'antenr  montre  que  la  question  la  plus  générale  de  percussion  de  deux  corps 
lifaici,  quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité,  peut  être  ramenée  à  la  percussion  do 
4iu  points  massifs.  Nous  ferons  remarquer  que  tous  les  résultats  de  l'auteur  ont 
^àèté  obtenus,  et  par  une  voie  plus  géométrique,  par  M.  Darboux,  dans  plusieurs 
viidesBar  lechoc  des  corps,  insérés  aux  Comptes  rendus  de  C Académie  des  Sciences, 

Jaiikovski.  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel. (423-428). 

l'auteur  donne  une  méthode  pour  trouver  des  intégrales  particulières  des  équa- 
wns  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan,  quand  les  lignes  de  niveau 
loBt  des  lignes  isothermiques. 


R.2. 


D'Arrot,  né  à  Bn-ljn  le  i 
Dam  11  Noitcequ'il  lui  cooi 
rlpidemeot  tes  prîncipiui  traniDX. 

Notice  nécrologique  sur  Christian-TIieodor  Schmià 

Schmidel,  né  iDornreichenbach  (Saxe)  le  3  ilércmbre  1795,  ei 
le  m  juin  1875;  il  laiuc  quelquei  obtertutionadc  comète*  et  qtiel 
miEDeliquet  ou  inéleorologiquea  raitï*  eu  majeure  partie  diDi 
particulier  de  Zclimen. 

*  Plantamour  [E.).  —  i"  Expériences  faites  à  G( 
pendule  à  réversion.  Genève,  1866.  In-4''i  108  | 
velles  expériences  faites  avec  te  pendule  à  réversioi 
nation  de  la  pesantrurà  Genève  et  au lUghi-Kulm.  ( 
In-4S  88  p.  (i5-33).  [Helmert.] 

'  Peters  {C.-F.-TV.).  —  Beohachtungen....  Observi 
Kijnigsberg  et  à  Guldenstein  avec  le  pendule  de  Bessf 
1874.  ln-4°,  i5i  p.  (33-6.»).  [Helmert.] 

•  Herschel  (J.-F.-Tr.).  —  ^  Catalogue....  Catalo 
étoiles  doubles  ou  multii>les,  arrangé  par  feu  Hcrsi 
par  MM.  R.  Maiu  et  C.  Pritchard.  Extrait  du  1 
Mémoires  delà  Société  Astronomique  de  Londres.  L 
(61-65).  [O.Struvt;.] 

'  Report  of  tfte....  Rapport  du  Comité  des  Tabl 
tiques.  Londres,    1873.  In-8",  lyS  p.  —  Extrait  di 
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Schultz  [H-).  —  Y  a-t*il  avantage  réel  à  abandonner  la  notation 
d'Herschel  et    à  décrire  les   nébuleuses  par  des  chiffres?  Quel 
.  compte  doit-on  tenir  de  l'équation  personnelle  dans  les  observa- 
tions de  nébuleuses?  (73-77). 

Akosymè.  -^  Note  sur  la  visibilité  du  disque  entier  de  Vénus  au 
Yoisinage  delà  conjonction.  (77-78). 

L'aateur  cite  dirers  passages  des  Mémoires  du  Collège  Romain  où  cette  visibilité 
cit  constatée.  ... 

Wimeche  (-^.).  —  Note  sur  une  averse  d'étoiles  filantes,  observée 
oi  l'an  900.  (78-79). 

D'après  la  chronique  de  S.  Radbod,  éféque  d'Utreclit,  TaTcrse  aurait  eu  lieu  le 

3  décembre. 

• 

■loncE  nécrologique  sur  jéugustin  Reslhuber,  par  M.  Scboenfeld. 

(8a-88). 

I     Retlhubcr,  né  à  Saass  le  5  juillet  1808,  est   mort  à   Kremsmûnster   le  ag  sep- 
teabre  1875.  Nommé  adjoint  à  l'ObsorTatoire  de  Vienne  en   1834»  il  a  dirigé  r01>- 
'  Nmtoire  de  Kremsmûnster  de  i836  à  1875. 

*  Pergola  (£*.).  —  Sulla  posizione,,..  Sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre  par  rapport  à  son  axe  de  figure.  Naples,  1 874. 
lii-4%  3a  p.  (94-1  o3).  [Helmert.] 

Friesach  {K,) . —  Tlieorie  der  Planetenv^oriibergànge., , .  Théorie 
des  passages  d'une  planète  devant  le  Soleil.  Leipzig^  1874.  In-8** 
de 73  p.  avec  ai  figures  et  4  planches  lithographiques.  (io3-i  i3). 
[Bruhns.] 

*  Gjldén  {H.).  —  Framstâllning.,..  Eléments  d'Astronomie 
exposés  d'après  l'ordre  historique.  Stockholm,  1874.  In-8*^, 
292  p.  (i  1 3-1 16). 

Hansen  [P,-A,),  —    i*^   Untersuchufig.,..    Recherches   sur  la 
'  marche  d'uii  rayon  de  lumière  à  travers  plusieurs  surfaces  sphé- 
riques  réfringentes.  In-8°,  aoa  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin.  —  a**  Dioptrische Recherches 

dioptriques  sur  la  dispersion  des  rayons  colorés  et  les  aberra- 
tions de  sphéricité,  ln-8**,  88  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin.  (ii6-ia7).  [H.  Seuligcr.] 

Plantainour,   TVolf  et   Hirsch,  —    1°  Détermination  télégra- 
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phique  de  la  dîâërence  de  longitude  entre  la  station  du  Righi- 
Knloi  et  les  obserratoires  de  Zorich  et  de  INeochàtel.  Genèff,  ^ 
187 1 .  In-4*'*  322  p.  —  a^  Dëtennination  télégraphique  de  ladtf- 
férence  de  longitude  entre  les  stations  suisses  de  WeissensteÎB, 
>euchâtel  et  Berne.  Genève,  1872.  In-4®,  162  p.  (127-147)- 
lyW.Schur. 

*  Khandriliof(iI.^  —  System Système  d'Astronomie.  Kief^^ 

1873.  3  vol.  în-8*.  (1 47-1561.  [K.  Knorre.] 

*  Xewcomb  \S.).  —  On  the  right  ascensions.,,.  Mémoire  sur  kl 
ascensions  droites  des  étoiles  équatoriales  fondamentales  et  M 
les  corrections  nécessaires  pour  réduire  les  ascensions  droitol 
des  didérents  Catalogues  à  un  système  moyen  homogène 
Washington,  1872.  In-4^?  73  p.  Extrait  des  observations  à 
Washington  |K)ur  1870.  •  i58-i74'-   A.  Wagner.] 

*  Gj'ldén  (H..  —  Forieckening.,.,  Mémoire  sur  la  déterminatia 
des  ascensions  droites  de  io3  étoiles  fondamentales.  Stockhola 

1874-  Extrait  des  Mémoires  de  TAcadémic.  (i74'i7Cl 
[A.  Wagner.] 

*  Roger  s.  —  On  the —  ^ote  sur  les  erreurs  périodiques  des  as 

censions  droites  observées  de  i858  à  1871.  Boston,  1874*  Extrai 
du  Tome  I  des  Proceedingsof  the  American  yicademj  (t  76-17^ 
[A.  Wagner.] 

*  First  Melbourne.,,,  Premier  Catalc^e  général  de  1227  étoile 
pour  1870,0,  déduit  des  observations  faites  à  Melbourne,  à 
i863à  1870,  sous  la  direction  du  prof.Ellery.  Melbourne,  187^ 
(178-188).  [H.  Gyldén.] 

*  Hankel  {H,),  —  Zur  Geschichte,.,,  Notes  sur  l'iiistoire  A 
Mathématiques  dans  Tantiquité  et  le  moyen  âge.  Leipzig,  18^ 
In-8**,  4ïo  p-  ("8-199).  [S-  Gùnther.] 

*  Geblcr  (À.  von],  —  Galileo  Galilei,,,  Galilée  et  la  (jma 
romaine,  d'après  les  documents  originaux.  Stuttgart,  iS^ 
In-8°,  xiv-433  p.  (200-210).  [S.  Gûnther.] 

Kortazzi.  —  Beslimmung —  Détermination  de  la- diflerenc^ 
longitude  entre  Poulkova,  Helsingfors,  Abo,  Lowisa  et 
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Saint-Pétersbourg,  1871.  In-4**,  69  p.  —  Fuss  et  Nyrén.  fle- 
stimmung....  Détermination  de  la  diilérence  de  longitude  entre 
les  Observatoires  de  Stockholm  et  Helsingfors,  d'après  les  obser- 
vations de  1870.  Saint-Pétersbourg,  1871.  In-4**,  36  p.  — 
Harkness,  Report....  Rapport  sur  la  diilérence  de  longitude 
entre  Washington  et  Saint-Louis.  Washington,  1872.  In-4°, 
39p. —  Fergola  et  Secchi.  Sulla  differenza....  Sur  la  dif- 
férence de  longitude  entre  Rome  etNaples,  déterminée  au  moyen 
des  signaux  télégraphiques  et  des  observations  de  passage. 
Naples,  1871.  In-4®,  Sa  p.  (211-220).  [W.  Schur.] 

*  Giinther  [S.).  —  1°  Ziele  und  Resultate , . . .  But  et  résultat  des 
nouvelles  recherches  sur  Thistoire  des  Mathématiques.  Erlangcn, 
1876.  In-8*'.  —  2*^  f^ermischte  Untersuchungen....  Recherches 
variées  siu*  l'histoire  des  Sciences  mathématiques.  Leipzig,  1876. 
In-8**.  —  3®  Der  Einfluss....  Influence  mutuelle  des  corps 
célestes,  d'après  leurs  rapports  de  temps.  Niirnberg,  1876.  In-8®. 

(aai-227).  [R-  Woif.] 

Siruve[0.).  — Note  sur  les  séries  d'observations  proposées  pour 
la  comparaison  des  mesures  micrométriques.  (227-232). 

Après  aroir  insisté  sur  l'utilité  évidente  de  voir  mesurer  les  mêmes  étoiles 
^bles  par  les  principaux  observateurs  de  cette  classe  d'astres,  et  cela  dans  le 
kit  de  déterminer  les  équations  personnelles  do  chacun  d'eux,  le  savant  directeur 
^  l'Observatoire  de  Poulkova  proposo  une  liste  de  trente  étoiles  qui  lui  semblent 
Ffopres  à  ce  genre  d'études. 

Société  Jablonowski.  —  Programme  des  prix  pour  1876,  1877  et 

1878.(232-234). 

Société  Dahoise  des  Sciences.  —  Programme  des  prix  pour  1877. 

:     (a35-236). 

Schoenfeld  {E.).  —  Époque  des  maxima  de  lumière  des  étoiles 
telescopiques  variables  comprises  entre  80**  et  —  2°  de  décli- 
naison^ éphémérides  pour  1877.  (^^38-247). 

L'éphémOTide  est  donnée  pour  77  étoiles. 

Schiaparelli  (G.-^.).  — Die  f^orlâufer.,..  Les  précurseurs  de 
Copernic  dans  l'antiquité.  Leipzig,  1876.  In-8**,  110  p.  (248- 
aS;).  [S.  Gûnthcr.] 

le  Mémoire  original,  publié  en  italien  en    1873,  dans  le  troisième  Gabier  dos 


*  Schonfeld  {£.).  —  Astronotniscke. . . .  Observ  a  lions 

faites  à  l'Observatoire  de  Maiinlieim.  Deuxième 
valions  du  nébuleuses  et  d'amas  d'étoiles.  Karlsrul 
de  x-95  p.  (269-276).  [J.  Drejer.] 

'  yogf.l  [H.-C).  —  Posiiionsbestimmung....  Obsi 
position  de  nébuleuses  ut  d'amas  d'étoiles  située; 
et  +i5''3o'dc  déclinaison,  avec  s  planches  lil 
Leipzig,  1876.  In-zf"  de  Sa  p.  (376-280).  [J.  Dreyt 

*  Pergola  {£.).  —  Dimensioni Dimensions  t 

reclierclie  de  la  position  relative  de  son  axe  de  fi 
axe  de    rolalion.  ^îaples,    1876.   In-4°  de    36 
[llelmcrt.] 

*  HeU{E.).  — ZodiaAallicln....  Observations  de  la 
cale  faites  dans  les  vingt-neuf  dernières  années,  d 
—  Première  publication  de  l'Observaloinj  de  Mue 
1875,  In-4°  de  vi-6op,  (287-29(1).  [Scboenfeld.j 

*  llouzeau  (J.-C).  —  Résumé  de  quelques  observ: 
miqucs  et  météorologiques  faites  dans  la  zone  a 
entre  les  tropiques.  Extrait  du  XXV  Volume  des 
l'Académie  de  Bntxelles.  In-8"  de  89  p.  (296-3 
feld.j 
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Tome  XII;  1877. 

Bnûins.  —  Catalogues  et  Notes  sur  les  planètes  et  les  comètes  dé- 
[       couyerteseu  1875.  (6-1 3). 

*  Bredikhine[T7i,).  — Annales  de  TObservatoire  de  Moscou.  Vol.  I, 
n. Moscou,  1874,  *8j5,  1876.  In-4'*.  (14-28).  [Engelmann]. 

*  Schlegel  [G.).  —  Uranographie  chinoise,  ou  Preuves  directes 

que  l'Astronomie  primitive  est  originaire  de  la  Chine Ouvrage 

accompagné  d'un  Atlas  céleste  chinois  et  grec,  La  Haye,  1876. 
In-4**.  Première  Partie,  xv  1-649  P-'  *  planche  ;  deuxième  Partie, 
vm-283  p.  (28-40).  [S.  Giinther.] 

XoTEs  sur  les  tr axiaux  effectués  en  1 876  dans  les  principaux  Ob- 
servatoires d'Allemagne.  (41-90). 

Us  Obsenratoires  sur  lesquels  leurs  directeurs  ont  envoyé  des  Notes  sont  ceux 
<leBonn,  Dûsseldorf,  Kiel,  Leipzig,  Lund,  Mannheim,  Moscou,  Stockholm,  Strasbourg 
^Zârich. 

Mahn,  —  Ephéméride  pour  la  recherche   de  la  comète  de  181 2. 

(93d8). 

Lacomète  découverte  par  Pons  le  10  juillet  1812  a,  d'après  les  recherches d'Encke, 
*Be  période  d'environ  soixante-dix  ans,  en  sorte  qu'elle  doit  revenir  au  périhélie 
^cn  i883:  cette  période  est  d'ailleurs  mal  déterminée  et  la  comète  peut  être  visible 
^  aTant  l'époque  indiquée.  Dans  le  but  de  faciliter  sa  recherche,  M.  Mahn  a, 
"^Qs  U  direction  de  M.  Winnecke,  calculé,  d'après  les  éléments  de  Encke,  une 
n^méride  approchée  qui  s'étend  à  toute  l'année. 

Ounér  {]V,-C.).  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles  faites 
à  rObservatoire  de  Lund,  1876.  In-4**.  —  Wilson  {J.-3I.) 
^xSeabroke  [G. -M.).  Catalogue  of,.,.  Catalogue  de  mesures 
ttiicrométriques  d'étoiles  doubles  faîtes  à  TObservatoire  de 
Temple  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres, 
^ol.  XLII). —  Gledhill  (/.).  Meosures,..,  Mesures  micromé- 
^iques  de  4^4  étoiles  doubles  faites  h  l'Observatoire  de 
M.  Ed.  Grossley  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique 
de  Londres,  vol.  XLll).  (99-1 1 1).  [O.  Struve.] 

^cwcomb  {S,).  —  Investigation  oj Recherches  sur  les  cor- 
rections aux  Tables  de  la  Lune  de  Hanscn,  et  Tables  auxiliaires 


avec  l'explication  uu  système  ac  i  intercaiatioD  com| 
de  Jules  César.  Recherches  sur  l'année  uormai 
Égyptiens  et  sur  l'année  commune  des  époques  § 
maines,  avec  9  planches  lîthographiées.  Leipzig, 
XXIV  et  371  pages.  (ii6-i3i}.  [S.  Gunther.] 

•  Riel  {€.).  —  Der  Doppelkalender....  Le  douhie 
Papyrus  d'Ëber  comparé  au  calendrier  commun  et 
célestede  Denderah,avcc  i  planche  lithographiée. 
In-4"  de  II  et  34  pages.  (iiii-[33).  [S.  Giinther.J 

'  Usener  {H.).  —  yid  historiiun....  Contribution 
l'Astronomitr.  (Programme  de  l'Université  de  Bon 
In-4°  de  37  pages.  (i3o-i4o}.  [S.  Giinthcr.] 

*  Pitschner  C^-)*  — Himmehharle....  Carte  cèle 
visibles  à  l'œil  nu  en  Europe  et  situées  jusqu'à  4^° 
australe,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen  de  i£ 
d'après  les  travaux  d'Argelander,  Belirmann  et  Hi: 
texte.  Munich,  iSyS.  (141-146).  [W.  Schur.] 

'  Ibstitut  GÉODÉsiQDE.—  Dus Rkeimsche . . . .\.ei  tria 
Première  Partie  :  la  hase  de  Bonn.  Berlin,  1876.  ] 
et  1  Carte.  (147-166). 

'  Stein.  —  i)(»Zic/jf....  Emploi  de  la  lumièredans 
scientifiques;  manuel  de  l'emploi  de  la  lumière  el 
f;raphic  dans  les  sciences  naturelles  et  en  Médi 
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Schœnfsld.  —  Ephéméride  des  étoiles  variables  pour  Tannée  1878. 

(175-183). 

*  Andrœ  (G.  ^.).  —  Den  danshe La  triangulation  et  le  méri- 
dien du  Danemark.  1*'  Volume  :  triangles  de  premier  ordre,  et 
leurs  liaisons  avec  les  triangles  de  Suède  et  de  Prusse.  Copen- 
hague, 1867.  XX  et  579  pages,  avec  5  planches.  Il*  Volume: 
triangles  de  premier  ordre  le  long  du  méridien,  depuis  l'Elbe  jus- 
qu'à Samsô,  et  leur  liaison  avec  les  mesures  delà  Seeland.  Copen- 
hague, 187a.  VIII  et  490  pagt's,  avec  3  planches.  (184-^39). 
[Helmert.] 

*  Giinther  (  S.).  —  Die  Anfânge,,.,  Etudes  sur  rorigine  et  le  dé- 
veloppement du  principe  des  coordonnées.  Extrait  du  Tome  IV 
des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Nûrnberg.  1877. 
In-8%  80  pages,  avec  i  planche.  (a4o-a44)-  [A-  Wittstein.] 

*  Holden  [E.-S.)-  —  On  supposed.,,.  Note  sur  un  changement 
probable  dans  la  nébuleuse  n*^  17  de  Messier  [American  Journal 
of  Sciences  and  Arts,  vol.  XI,  p.  34»  à  36i).  [ti44'^4^)'  [A.  Wîn- 
uccke.] 

Observatoire  de  Cincinnati.  —  Catalogue  of....  Catalogue  de 
cinquante  étoiles  doubles  nouvelles,  découvertes  par  M.  Howe 
avec  Téquatorial  de  1 1  pouces.  Cincinnati,  1876.  111-8*^,  5  pages. 
(a46).[A.  Winnecke.] 

Dreyer  [J.-L.-E,).  —  On  personaL,,.  Sur  Terreur  personnelle 
dans  les  observations  de  passages  méridiens.  Extrait  du  vol.  II 
(i8j6)  des  Proceedings  of  the  Rojal  Irish  Academy.  (^46- 
249).  [A.  Winnecke.] 

Société  Jablonowski.  —  Programme  des  prix  pour  1879.  (249- 

25o). 

I^  sujet  proposé  est  le  calcul  des  perturbations  complètes  de  Jupiter  d'après  la 
'Aêthode  de  Hanscn.  La  valeur  du  prix  est  de  700  marks,  et  le  concours  sera  clos  lo 
^onorembre  1879. 

^lÉTÉ  AsTROKroMiQUE.  —  Comptc  rcudu  de  la  réunion  tenue  par 
^*  Société  Astronomique,  à  Stockholm,  du  3o  août  au  1*'  sep- 
tembre 1877.  (251-3.96). 

Pirmi  les  Communications  faites  à  la  Société,  nous  remarquons  :  Une  lecture  de 


A.  PouIkoTa,  le  travail  des  étoitci  roodimenUlei  eat  eatîârc 
Catalogne  esl  «oui  preaie. 

A  Nikolaler,  lonc  de -^  i- a -t- i  %  1e>  obse^ations  tienneol  te 
mencées  et  ioi5  étoileB  teulvnicnt  ont  été  déterminées. 

A  Leipiig,  lane  de  lO  à  lâ",  lût  obtervalions  ont  été  pen  i 
deux  dernières  année»,  taules  lei  forcea  ds  l'élablissement  êU 
réduction  des  obtervations  du  passage  de  Vénui.  Cependant 
auxiliaires  sont  prèles. 

A  Cambridge  (Angl.),  lone  de  i5  il  Sa",  it  ne  reste  plus  <; 
n'ont  pas  encore  été  obiertées. 

A  Leyile,  zone  de  3a  à  35  deyréi,  une  partie  dci  obserTation 
dans  les  Annatei. 

A  Bonn,  lono  do  /|0  à  5o°,  3aoao  éloilei  environ  ont  dejï  étc 

A  Cambriduo  (U.SO.  zone  dé  5o  à  55°,  il  ne  reste  que  looo  et 
seule  fois. 

A  HeUinefors.  rono  de5S  à  65°.  aioo  étoitea  nouTelle»  ontél 
ce  qui  porte  le  nombre  total  des  obserrations  à  iSooo. 

A  Chrislisnis,  zone  de  65  à  70°,  les  observations  sont  termin 
tiers  d'entre  elles  complètement  réduites. 

A  Dorpal,  zone  de  70  à  ib",  l'objectif  de  l'instrument  mërid 
les  obiervations  serûnt  prochainement  terminée*. 

Peters{C.~H.-F.).  —  Ueber  die....  Note  sur  les  c 
lions  des  étoiles  dans  le  Cualogue  de  Ptolêinée.  ( 

Les  erreurs  de  longitude  offrent  un  maiîmnm  par  iSo-  et  ii 
leurs  variations  sont  asaei  réipilières.  Lca  erreurs  de  latitude  01 
i^o"  el  un  minimum  par  330*.  Il  est  à  remarquer  que  ce»  mjx 
siluésaui  exircmilea  opposées  d'un  diamètre  du  cercle  ecliptiqn 
eu  une  erreur  dans  la  graduation  ou  dans  la  position  de  la  s[ 
servait  à  l'illustre  astronome. 

Gytdén  (H.).—  Ueber  die. . . .  Kote  «ur  U  paralU 
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elN  leor  moyenne  distance  calculée  d'après  la  considération  de  leur  édat.  La 
eonsUnte  P  deTÎent  alors  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  première  grandeur 
poor  lesquelles  M,  =  i . 

Efl  ippliquant  cette  formule  aux  étoiles  dont  la  parallaxe  est  directement  connue, 
rinteor  trouTe,  suivant  diverses  combinaisons  de  calcul,  des  valeurs  deP  comprises 
entre  o',o6  et  o*,  10. 

SAwarz  (£.).  —  Neue  Méthode.,.,  Nouvelle  méthode  pour  dé- 
termioer  la  coUimation  d'un  cercle  méridien.  (3o  2-309). 

M.  Schwarz  déduit  cette  colllmatlon  d'observations  analogues  à  celles  du  nadir 
fûtes  ivec  le  fil  méridien  mobile. 

Block[E.).  —  Ueber  ein.,..  Sur  un  nouvel  Instrument  à  réflexion, 
construit  par  Repsold.  (3o9-3i  3  )« 

LWtrument  décrit  par  M.  Block  est  un  cercle  à  réflexion  destiné  aux  observations 
de  Géodésie  astronomique. 

Backlund.  —  Ueber  die  Berechnung Note  sur  le  calcul  des  per- 
turbations de  la  comète  d'Encke  par  Jupiter.  (  3 1 3-323  ). 

Société  Astronomique.  —  Situation  ûnancière  \  liste  des  Membres 
et  des  Institutions  qui  reçoivent  ses  publications.  (323-338). 

h\ùms,  —  Uebersicht —  Note  sur  les  planètes  et  les  comètes  dé- 
couvertes en  1877. (338-339). 


Tome  XIII;  1878. 
^'OTicE  nécrologique  sur  Philibert  von  Schrenck.  (i-3). 

Schrcnck,  né  le  3a  novembre  1800,  est  mort  le  i*'  août  1877  ;  il  laisse  de  nom- 
^tox  travaux  de  Géodésie;  en  particulier  des  cartes  du  duché  d'01denbour{j. 

Notice  nécrologique  sur  Giovanni  Gapelli.  (3). 

Capelli,  né  à  Milan  en  1801,  est  mort  dans  cette  ville  le  3  novembre  1877.  Entré 
■  ^'observatoire  de  Bréra  en  1838,  il  avait,  dans  ces  dernières  années,  la  charge 
*P«ciale  du  calcul  des  ÈphémériJes;  il  laisse  en  outre  un  Catalogue  de  661  étoiles 
"■xirales  de  Ulande. 

^^eison[E.). —  The  Moon —  La  Lune,  condition  t;t  configura- 
tion de  sa  surface;  illustrée  de  cartes  et  de  planches.  — 
*^iidres,  1876^  xviii-576  p.  gr.  in-8.  (9-4^).  [Engelmann.] 

*^^otes  sur  Thistoire  de  Galilée.  —   Trohlwill  lE.).  ht   Ga- 
'*te*....  Galilée  a-t-il  été   mis   à  la  question?  Etude   critique. 


sur  G.  Bruno  etGaliléi;.  Rume  1876;  255  p.  (43; 
iher.] 

*  DânLiche....  Le  méridien  du  Danemark-,  mëtho 
tion;  recherches  sur  le  degré  d'exactiludcj  oh 
angles  secondaires.  (Sy-So).  [Helmcrt.] 

*  Kahenhrunner  [F.).  —  Die   f-'orgeschichte 

réforme  du  calendrier  grégorien  (extrait  des  M 
classe  de  Philosophie  et  d'Histoire  de  l'Académie  d 
1876,  t.  LXXXU,  ia8  p.)  (80.88).  [A.  Witutein 

*  Slrasscr  (P.-G.).  —  MittUre  Oerter....  Positif 
des  étoiles  fixes,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen  d 
près  les  observations  faîtes  à  Kremsmùnstcr.  K 
i8;7.In-8.  (88-91}. 

*  0//y(C.  von). —  Bestimmung....  Mesure  de  la  la 
phique  de  l'Observatoire  royal  de  Munich,  d'aprj 
de  Talcott  et  avec  un  instrument  de  passage  situt 
mîcr  vertical.  Munich,  1877;  6a  p.  et  une 
(9,-97).  [W.  Sclmr.] 

'  Tliomson  (  W,). — -^Tajeln....  Tables  pour  abréger 
métliode  de  Sumner  pour  le  calcul  dos  positions  et 
187J.  In-4  de  g  pi.  et  16  p.  de  texte.  (97-101).  [V 

*  Dos  0/vicAj'fc/e5Ao/f....  Le  brachytélescope  imagii 
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une  Introduction  de  O.  Struve.  Leipzig,  1877.  In-8  de  iv  et 
102  p.  (102-104).  [A.  Winnecke.] 

*  Bessel  (F.-  W.  ).  —  Recensionen.. . ,  Articles  critiques  de  Bessel, 
publiés  par  R.  Engelman.  Leipzig,  1878.  In-8  de  vi-385  p.  (io4- 
106).  [A.  Winnecke.] 

Semomb  {S.), —  Réduction  ofihc..,.  Réduction  des  constantes 
de  précession  déterminées  par  Bessel,  Struve  et  Nyrén  à  un 
équmoxe  commun .  (  1 07- 1 1  o) • 

L'auteur  remarque  d'abord  que  la  candeur  de  la  constante  de  précession  dépend  : 
I*  de  l'ascension  droite  des  petites  étoiles  relativement  k  celle  des  étoiles  fonda- 
■atales  employées  au  calcul  de  la  correction  du  pendule;  3®  de  Tascension  droite 
in  étoiles  fondamentales  par  rappoK  k  Téquinoxe  des  différentes  époques.  Con- 
ddériDt  ensuite  que  ses  travaux  sur  la  position  des  étoiles  fondamentales  publiés 
diDt  les  obsenrations  de  Washington  pour  1870  lui  donnent  le  moyen  de  réduire 
in  olwenrations  de  Piaui,  Bessel,  Struve  et  Nyrén  k  un  Catalogue  commun,  il 
àtrthe  les  corrections  à  appliquer  à  ces  divers  Catalogues.  Appliquant  ensuite 
m  diverses  valeors  de  la  précession  les  corrections  qui  résultent  des  changements 
aitti  ipporié»  aux  ascensions  droites,  M.  Newcomb  trouve,  pour  valeur  de  la  con- 
Mante  de  précession  : 

D'après  Bessel 5o ,  3 14 

»        Struve 5o,33a 

»        Nyrén ^0,319 

Moyenne....     5o,3q5  dio',oio 

SoaÉTÉ  Jablonowski.  —  Prix  pour  1881 .  (i  lo-i  1 1). 

Lesnjet  proposé  pour  le  prix  de  700  marks  est  le  suivant  :  «  Déterminer  le  roou- 
vcnient  de  la  comète  d'Encke  de  18  j8  à  nos  jours,  en  tenant  compte  de  toutes  les 
^Ntei  perturbatrices  qui  ont  pu  agir  sur  ses  positions.  » 

Compte  ben du  annuel  des  travaux  des  principaux  Observatoires. 
Année  1877.  (ii4-i83). 

Nous  donnons  ici  un  résumé  succinct  des  Notes  transmises  à  la  Société  Astrono- 
mique par  les  directeurs  des  principaux  Observatoires  de  l'Europe  centrale  et  de 
qBci(|ues  antres  pays.  Ces  Notes  montrent  la  somme  considérable  de  travaux  d*ob- 
i^nitioii  ou  de  calcul  faits  chaque  année  au  delà  du  Rhin. 

ierUn,  [Forster.]  —  Détermination  des  différences  de  longitude  entre  Berlin, 
^Dwieb,  Vienne  et  Odessa;  observations  méridiennes  des  étoiles  de  comparai- 
^  pour  l'observation  d'Ariane  et  de  Melpomène  ;  nombreuses  observations  équa- 
^'^es  de  planètes  et  de  comètes.  (ii4-ii9)* 

'mm.  [Schônfeld.] —  Observations  méridiennes  pour  le  travail  des  zones;  nom- 
"'^Qws  ol>servations  de  comètes.  (1 19-1 3^). 

^f^ucelles,  [E.  de  Mailly.]  —  L'Observatoire  a  acquis,  chez  Mcrz,  un  objectif 
^^matique  de  38  centimètres  d'ouverture  (i4  pouces);  il  sera  monté  par  Cooke 
^  l^tigaet.   L'Observatoire    a   encore  commandé  k  Repsold   un    cercle  méridien 


O.  Gyalla.  [Von  Kankolj].  —  let  Initrunianls  unt  :  nu  tel 
Browniit);  ayanl  la  \  poacM  de  diamètre,  ane  Innelte  éqai 
G  pouces,  doi  chercbeun  et  UD  pcUl  cercle  méridien  de  Slarl 
ticliei  (olairo,  obserTâtioni  gpectroicopiquei.  {i36-i4l). 

Bamiourg.  [Riiniclier.]  —  ObservatioDs  méridieiiDe*  de* 
équalorialn  du  planètes  et  do  comètei.  [iji''^})- 

Leipzig.  [Kruhni.]  —  Obacrralions  méridienno  detoîle*  ( 
nombreuses  obaertalions  éqnatorialcs  de  planètes  et  de  coi 
obsorrations  photD[;rapliiques  do  Venus.  (i43-i5i), 

Liind.  [A.  MOlier.]  —  Obscrvnlioni  do  comètes  et  de  plaaéte 

Milaa.  [Schiapureili.]  ~  Obsorvations  d'éloilei  doubles  et 
torial  de  ai  centimètres.  Reclierches  «ur  la  lopograpbie  de  Ha 
rences  de  longitude  entre  Milan,  Munich,  Vienne,  Padoue, 
Ci5î-i5î). 

Maaaheim.  [Vf.  Valenliner.]  —  Obscrialions  d'tmal  d'ét< 
anciennes  observations  de  Barry.(iiî-i57). 

MotcoH.  [Th.  Bredikhice.]  —  Mesures  de  l'amas  de  Pereée;  ob» 
observations  phjiiques  du  Soleil.  (iS^-iSB). 

PoltdaiH.  —  L'Observatoire  eit  dirij^é  par  une  Commi 
M.tl.  Kôrster,  Auwen  et  KircbholT;  une  grande  partie  do  l'aor 
la  régularisation  du  terrain  de  la  colline  sur  laquelle  le  manu 
k  la  bâtisse  det  fondations,  ainsi  qu'à  la  construction  du  1 
nom».  Au  commencement  de  l'année  1K77,  on  «Tait  insUllé 
lisoire  un  éqnatorial  de  Grubb  de  30  cenlimèlrai  d'ouverture 
Sleinheil  de  h  pouces  de  diamètre.  Avec  le  premier  instrument 
nué  ses  études  de  spectroscopie  et  spécialement  étudié  la  nouic 
avec  le  second,  M.  Spoerer  a  continué  ses  recharehea  aar  les 
spectre  dea  protubérances. 

Les  deui  inilrumenli  précédents  doivent  être  placés  dani 
nantes  de  7  et  de  G  mètrr?s  de  diamètre,  coupoles  que  l'on  n 
mon  passage  k  Potsdam,  en  octobre  1878. 

L'Observatoire  doit  recevoir  cette  année  (187g)  un  équalort 
Schroeder,  moQlé  par  Hcpsold,  et  un  héliograpbe  de  6  poui 
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Strasbourg.  [A.  Winneckc]  —  Observations  méridiennes  à  ia  lunette  méridienne 
de  Canchoix,  ayant  appartenu  à  la  Faculté  des  Sciences.  Observations  de  nébu- 
leaiet  au  chercheur  de  6  pouces;  observations  de  comètes;  détermination  des 
eonsUotes  des  héliomètres  employés  aux  observations  du  passaj^e  de  Vénus. 

L'Obterratoire  a  acquis  de  Men  un  objectif  de  i8  pouces  d'ouverture  destiné  à 
réquatorial  dn  nouvel  Observatoire,  qui  se  construit  activement  au  nord  de  la  ci- 
tMlelleetdont  l'installation  ne  laissera  rien  à  désirer.  (166-171). 

Vanovie.  [I.  WostokofT.]  —  Observations  méridiennes  pour  les  zones.  Observa- 
ntioDs  de  hauteur  pour  la  mesure  de  la  latitude.  (171-173). 

fiewe.  [E.  Weiss.] — Observations  méridiennes  d'étoiles  entre  +  i5*etH-  18* 
de  déclinaison.  Observations  équatoriales  de  comètes,  de  planètes  et  d'étoiles  va- 
iMblcs. 

On  sait  que  l'on  construit(activement  aujourd'hui  à  TûrkenschMize  un  nouvel  Ob- 
ioirttoire  dont  les  instruments  principaux  seront  :  un  équatorial  de  37  pouces  an- 
glais d'ouverture  par  Grubb,  un  équatorial  de  ta  pouces  par  Clark,  un  cercle  mé- 
ridien par  Repsold,  et  un  instrument  de  premier  vertical.  (173-177). 

Zurich,  [R.  Wolf.]  —  Observations  des  taches  solaires.  Détermination  de  la  la- 
titude. (177-183). 

Bruhns.  —  Zusammenstellttng, . . .  Résumé  des  planètes  et  des  co- 
mètes découvertes  en  1877.  (183-192), 

Dix  planètes,  170  à  179,  ont  été  découvertes  cette  année;  on  a  aussi  observé  cinq 
conétas  nouvelles  et  le  retour  de  la  comète  périodique  de  d'Arrest. 

ricB  nécrologique  sur  C.  de  Littrow.  (194-200),  [E.  Weiss.] 

C  de  Littrow,  né  à  Kazan  le  18  juillet  1811,  est  mort  à  Venise  le  16  novembre  1877, 
!§■  premier  travail  astronomique  date  de  i8a/|  ;  il  a  pour  sujet  la  détermination, 
[..IPatde  des  signaux  de  feu,  de  la  différence  de  longitude  entre  Munich  et  Vienne. 
Il  i83i,  il  entra  comme  assistant  à  l'Observatoire  de  Vienne,  que  dirigeait  alors 
■■père;  en  i835,  il  était  promu  astronome  adjoint,  et  enfin  il  devenait,  en  1840, 
dlraeteur  de  l'Observatoire.  Littrow  laisse  de  nombreux  Mémoires,  publiés  pour  la 
fbpart  dans  les  jinnales  de  l* Observatoire  de  Vienne,  et  quelques  livres  spéciaux, 
>iBme  les  Wundern  des  Himmels,  qui  ont  obtenu  un  succès  mérité  et  incontesté. 
0*  doit  enfin  aux  efforts  persévérants  de  Littrow  la  fondation  du  nouvel  Observa- 
toire de  Tûràenschanze,  où  les  astronomes  autrichiens  trouveront,  avec  une  instal- 
litioB  vraiment  splendide,  toutes  les  conditions  nécessaires  à  l'emploi  fructueux 
^grands  instrumenta  qu'exigent  les  études  d'Astronomie  physique. 

^•^uwers  [A,  ).  — Mélanges  de  la  Commission  des  zones.  (  201-220). 

V.  Auwert  publie,  d'après  l'ensemble  des  observations  faites  à  Poulkova,  Green- 
^ick,  Cambridge,  Leipzig  et  Leyde,  les  corrections  pour  i865,o,  1876,0  et  i8<S5,o  de 
^  étoiles  du  Catalogue  de  Flamsteed.  Ces  étoiles  sont  destinées  à  servir  d'étoiles 
iMdaauntales  dans  la  réduetion  des  observations  de  zones. 

Sdiùenfeld,  —  Ephéméride  pour  1879  des   maxima  de  lumière 
des  étoiles  télescopiques  variables,  (  22  i-23o) . 

BuU.  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  111.  (Février  1879.)  R  .  3 
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*  Tje  Verrier,  —  Annales  de  TObscrvatoirc  de  Paris.  To 
Mémoires.  Paris,  1873.  In-4.  (231-264).  [H.  Gyldén.] 

*  Plantamour  {E.).  — Recherches  expérimentales  sur  1 
ment  simultané  d'un  pendule  et  de  ses  supports.  Genc 
(264-274)'  [Savitch.] 

*  Drejer  {J.-L.-E,).  — ^  Supplément.,.^  Supplément 
logue  général  des  nébuleuses  et  des  amas  d*étoiles  par 
Dublin,  1878.  In-4.  (274-278).  [R.  C] 

*  Sccclii[A,),  —  Die  Sterne....  Les  étoiles,  essais  d'Ai 
sidérale.  Leipzig,  1878.  Un  voL  in-8  avec  78  bois  et  9 
en  couleur.  (278-282).  [A.  Winnecke.] 

Le  volume  original  a  été  publié  en  1878,  à  Milan,  sous  le  titre  :  Le  S 
fli  Aitronomia  sidérale;  il  en  existe  une  traduction  française. 

TVinnecke  (^.).  —  Sur  une  étoile  variable,  observée  en 
Schcîner  dans  le  voisinage  de  Jupiter.  (  283-288). 

Dans  le  second  des  écrits  de  Schciner  sur  les  taches  solaires  (^De  me 
bus...^  Au(pi6taB  Vind.,  1613)  se  trouTcnt  trois  Lettres  à  IrVelscr;  la 
relative  à  des  observations  de  Jupitor  et  de  ses  satellites  faites  du  39  ma 
1612.  Le  savant  jésuite  constate  que,  à  cette  époque,  il  y  avait  en  mèm 
la  planète,  dans  le  champ  de  la  lunette,  une  étoile  plus  brillante  que  1 
qui  disparut  le  8  avril.  D'après  les  indications  de  Scheiner  et  la  posi 
pitor  il  cette  date,  Tétoile  eu  question  a  pour  position  : 

i855,o a  =  9*» 29" 21 '.2,    ^  =  -+- i5®52',i. 

Or  il  existe  précisément  dans  ce  point  du  ciel  une  étoile  qui  est  de  7*  o 
dcur  depuis  environ  dix  ans.  L'étoile  vue  par  Scheiner  serait  donc  var 

IVoTicE  nécrologique  sur  Jacob-Philippe  Wolfers.  (290-2 
Fors  ter.] 

Wolfers,  né  à  Minden  (Westphalie),  le  21  mai  i8o3,  est  mort 
28  avril  1878.  Il  a  fait  le  plus  grand  nombre  des  calculs  du  Berliiter 
1827  à  1867.  On  lui  doit  encore  deux  des  cartes  de  l'Académie  de 
nombreux  calculs  pour  les  Tables  de  Bessel. 

Notice  nécrologique  sur  E.  Quctelet.  (292-293).  [A.  Vï 

Ernest  Quetclet,  né  à  Bruxelles  le  7  août  1825,  est  mort  dans  eetU 
le  6  septembre  1878.  Il  laisse  un  grand  nombre  d*obsenrationa  d'étoile 
le  but  de  déterminer  leurs  mouvements  propres. 
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*  Hasselberg  {B).  —  Rimsische  Expeditionen —  Expéditions 
russes  pour  l'observation  du  passage  de  Vénus  en  1874*  Deuxième 
Partie,  n®  1.   Observations  photographiques   à  Hafen  Possiet. 

(294-308). 

*  Darwin  (G. -H.).  —  On   the  influence Mémoire   sur  Tin- 

Ouence  des  phénomènes  géologiques  sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre  (extrait  du  Tome  CL  Vil  des  Philosophical 
Transactions).  Londres,  1877.  ^^"4  <1«  4^  P-  (3o9-3i6).  [Hel- 

mert.] 

*  Hilgard  (J.'E.),  —  Transat/ antic  Longitudes...,  Longitudes 
transatlantiques-,  dernier  rapport  sur  les  travaux  de  187a,  avec 
un  résumé  des  déterminations  précédentes  (extrait  des  Rap- 
ports du  Coast  Surv^ey  pour  1874).  Washington,  1877^  80  p. 
(3i6-3a7).  [W.  Schur.] 

*  Undstedt  (^.).  —  Undersôkning,...  Etude  du  cercle  méridien 
de  rObservatoire  de  Lund  et  détermination  nouvelle  de  sa  lati- 
tude (^cfa  Universitatis  Lundensis,  t.  XII]).Lund,  1877.  ln-4" 

de 54 p.  et  I  pi.  (327-338).  [M.  Nyrén.] 

*  Newcomb  (*S.). —  Researches  on  the....  Recherches  sur  le  mou- 
vement de  la  Lune,  faites  à  TObservatoire  naval  de  Washington. 
Partie  I  :  Réduction  et  discussion  des  observations  de  la  Lune 
aDtérieures  à  1750.  Washington,  1878.  In-4**  de  a8o  p.  (338- 
366).  [Schocnfeld.]     . 

*  Bânselmann  (L.).  —  Kcu'l  Friedrich  Gauss,..  K.-F.  Gauss^ 
dottie  chapitres  de  sa  vîe.  Leipzig,  1878.  In-8®  de  106  pages. 
(366-372).  [A.  Winnecke.] 

Bariwig  {£.).  —  Bestimmung  der....  Mesures  des  positions  re- 
Ittives  de  quelques  étoiles  du  Petit  Renard,  faites  au  moyen  de 
VLéliomètre  de  l'Observatoire  de  l'Université  de  Strasbourg. 
(373.386). 

^  obsenrations  ont  été  faites  en  1878  à  1  aide  de  riiéliomètre  de  rObsenratoiro 

4«  Gotha,  légèrement  modifié  par  Repsold  en  tuc  des  observations  du  dernier  pas- 

"H^deVéaiu,  et  qui  se  trouve  provisoirement  à  Strasbourg;.  Les  divers  éléments 

'Wnction  ont  élé  déterminés  avec  le  plus  (prand   soin  par  des  méthodes  phy- 

R   3. 
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ttiqueSf  et  leH  obsorvatioiis  sont  asHez  nombreuses  pour  que  les  résultats  soient  t 
exacts. 

En  prenant,  avec  Schnltz,  pour  position  de  90  du  Petit  Renard  en  i8/»5,n, 

a  =  ao»'r)-ai%i5,     ^  =  -^-26».V39'',5, 

on  trouve,  pour  la  position  des  quatre  petites  étoiles  voisines  : 

h    m    s  o    f      ir 

a a  =  ao.6.i8.5o    ^  = -+-a6.2o.33,8 

* 20.6.9,57  26.34.39,8 

c.    ....  20.6.12,49  26.29.42,8 

<l 20.4.55,56  36.3o.22,2 

G.  R. 


MÉMOIRES  DE   L*ACADÉMIB  ROYALE  DES  SciENCES,  DES  LETTRES  ET  DES  BeACX 

Arts  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez.  ln-4®. 

Tome  XXXVII;  18G9. 

Plateau  (/.)•  —  Recherches  expérimentales  et  théoriques  suri*'* 
figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  sans  pesanteur. 

Huiti(*mc  série  :  Recherche  des  causes  d'où  dépendent  le  facile  développenenl 
et  la  perftistance  des  I.imes  liquides;  tension  des  surfaces  liquides;  principe  dod* 
voau  concernant  ces  surfaces  (102  pages). 

Neuvième  série  :  Causes  accessoires  qui  influent  sur  la  persistance  des  lames  li* 
quides.  Figures  laminaires  de  très-grande  durée.  Historique  concernant  les  Iino 
liquides.  Ascension  capillaire  à  de  grandes  hauteurs  dans  des  tubes  de  grandi  dii- 
mètres.  Constitution  d'un  courant  gazeux  qui  traverse  un  liquide  (56  pages). 

Dixième  série  :  Résultats  obtenus  par  les  géomètreB  et  vérifications  expérimenUl^ 
',52  pages  et  i  planche). 

Onzième  et  dernière  série  :  Limites  de  stabilité  des  figures  d'équilibre.  Théorie 
générale  de  la  stabilité  de  ces  figures.  Stabilité  des  systèmes  laminaires.  Subilitt 
dans  les  cas  où  la  pesanteur  intervient  (63  pages  et  1  planche).  Table  anal^tiqM 
des  matières  contenues  dans  les  onze  séries  (21  pages). 

Les  sept  premières  séries  de  ces  Recherches  de  l'illustre  physicien  de  Gaod  oit 
paru  dans  les  Tomes  XVI,  XXUl,  XXX,  XXXI,  XXXUl  (iéries5*et6*)etXXXVIiki 
Mémoires  de  V Académie.  La  première  série  a  un  titre  un  peu  dilTéreot  de  celoidd 
séries  suivantes  :  Mémoire  sur  les  phénomènes  que  présente  une  mns$ê  liquide  l^^ 
soustraite  à  faction  de  la  pesanteur.  Les  Recherches  de  M.  Plateau  ont  laeoDDCiio* 
la  plus  étroite  avec  une  des  plus  belles  théories  de  la  Géométrie,  celle  des  swfMO 
à  courbure  moyenne,  nulle  ou  constante,  et,  à  ce  titre,  elles  intéreatent  les  nath^ 
maticiens  aussi  bien  que  les  physiciens. 

L'auteur  a  donné  une  analyse  de  la  huitième  série  dans  lea  jimmmlet  de  C»' 
mie  et  de  Physique  de  Paris  (4*  série,  t.  XVII,  p.  960),  de  la  neavième,  de  la  dixî'*' 
et  de  la  onzième  dans  le  même  Recueil  (t.  XiX,  p.  36g).  Enfin,  il  a  «posé  !>*" 
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iciuble  de  les  trtTaux  sur  les  liquides  dans  le  grand  Ouvrage  intitulé  Statique 
expérimentale  et  théorique  des  liquides  soumis  aux  seules  forces  moléculaires  (  Paris, 
Gaathier-Villars,  1 873. 187  f). 

Catalan  (£*.).  —  Sur  les  nombres  de  Bcrnoulli  et  d'Euler,  et  sur 
quelques  intégrales  définies.  (19  p.). 

foir  une  analyse  de  ce  Mémoire  dans  l'Ouvrage  intitulé  Rapport  séculaire  sur 
la  tr»aux  mathématiques  de  V Académie  royale  de  Belgique,  par  J.-M.  De  Tilly, 
p. 38-39.  Bruxelles,  Hayec,  1873  ('). 

Giihert  (Ph.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  générale  deslignes  tracées 
sur  une  surface  quelconque.  (iii-47  PO* 

^Wriine  analyse  de  ce  Mémoire  dans  l'Ouvrage  cité  de  M.  De  Tilly,  p.  i6o-i65. 

Tome  XXX Vni;   1871. 

Bouzeau  [J,-C,).  —  Considérations  sur  l'étude  des  petits  mouve- 
ments des  étoiles.  (jo3p.)  1  pi.). 

^oi>  l'article  intitulé  les  Mathématiques  en  Belgique  en  1871,  187^,  1874»  1875, 
FvIeD'P.  Mansion  {Bullettino  di  Bibliograjla,  pubbl.  da  B.  Boncompagni,  t.  X, 
P*  1/1043),  p.  542,  ou  tirage  à  part  de  cet  article,  p.  lia. 

Steichen,  —  ELssaî  sur  quelques  questions  élémentaires  de  Méca- 
iiique  physique.  (33  p.). 

^«Vmème  article,  p.  536  du  Bullettino, 

^'^^^alan  {£,).  —  Mémoire  sur  une  transformation  géométrique 
^  sur  la  surface  des  ondes.  (  64  p. ) • 

^•ir  même  article,  p.  539-53o,  dans  le  Bullettino. 

^^^iiert  (P.).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  fonctionnels 


('}  C«t  OoTrtge  fait  lui-même  partie  de  la  publication  académique  intitulée 
^fmlémii'  royale  de  Belgique.  Centième  anniversaire  de  fondation  (1772-1871). 
^mcllct,  F.  Hayez,  i8;a;  3  forts  vol.  gr.  in-8o.  Outre  le  Rapport  de  M.  De 
*iRy  dté  dans  le  texte  et  divers  autres  Rapports  qui  n*ont  trait  ni  aux  Mathéma- 
■^liMnl  à  TAstronomie,  on  trouve  encore  dans  ces  Volumes  les  Mémoires  suivants 
H^  BOUS  eroyons  devoir  signaler,  i*'  Volume  :  Premier  siècle  de  l'Académie  royale 
''Vf"»;  par  Ad.  Quetelet  (  174  pages).  i*  Volume  :  De  V  Astronomie  dans  l'Acw 
^^»ie  royale  de  Belgique  (1772-1872);  par  Ed.  Mailly  (208  pages).  Rapport  sur  les 

t     *f»vu  de  la  classe  des  Sciences  (1772-1872)  :  Physique,  Météorologie  et  Physique  du 

I    «^(88  pages). 


sienne.  (ii-i43  p.,  i  pi.). 

Aiiiljrié  dana  l'article  ïnlilulé  lui  Matkémaliquti  en  Betgi^at 
tfP.HantioniBallrttino.rtc.,  t.  VI, p.  177-311),  p.  196-301,  au  p 
il  paît  de  cet  article. 


Tome  XL;  1873. 

Catalan    {E.).    —    Rcclicrchcs    sur    quelques    prix 
(11-127  p.). 
foir  l'OpuMiulo  /«(  Mathènuaiquei  en  Belgique  en  1871,  etc.  | 

V  498-499)- 

Tome  XQ;  1875-1876. 

Gilbert  {Ph-)-  —  Recherches  sur  le  développcmenl 
tion  r  et  sur  certaines  intégrales  déûuics  qui  c 

(60  p.). 

Voir  rOpuicule  lei  Mathétnaliqaci  m  Belgique  en  1S71,  ptc.  < 
p.  5i>o.So3). 

Tome  XLII;  1877-1878. 

Plateau  (J.)-  —  Bibliographie  analytique  des  princ 
mènes  subjuetifs  de  la  vision,  depuis  les  temps  and 
_  iîn  du  xviii"  siècle,  suivie  d'une  bibliograpllie  si 
partie  écoulée  du  siècle  actuel.  (iv-59-j<)-a6-44-35- 
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Rour  ceux  qui  datent  du  \i\*  siècle,  il  ne  se  borne  pas  à  en  donner  le  titre,  il  en 
fait  conoattre  aussi  trés-sommairement  le  contenu. 

'Catalan  {£.).  — Notes  d'Algèbre  el  d'Analyse.  (32  p.). 

Voir  BulUtin,  II.,  aS;. 

^aialan  {£.).  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  intégrales 
eulériennes.  (ao  p.). 

Voir  Bulletin^  W,,  378. 


lËMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  TAca- 
demie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  — 
Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4. 

Tome  XXXIV;  1867-1870. 

^iui  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  tension  superfieielle  des 
liquides  considérée  au  point  de  vue  de  certains  mouvements 
observés  â  leur  surface.  (67  p.). 

Premier  Mémoire,  —  Considérations  générales.  Historique  des  recherches  des 
phjaieieDS  sor  les  mouyements  provoqués  à  la  surface  d'un  liquide  lors  de  l'approche 
oa  d'an  contact  d'un  solide  ou  d'un  liquide  n'exerçant  pas  d'action  chimique. 
IKscnsaion  des  théories  émises  pour  expliquer  ces  mouvements.  Théorie  nouTelle. 

Tome  XXXV;  1870.  -  Tome  XXXVl;  1871. 

Ne  contiennent  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

Tome  XXXVU;  1873. 

rréMrd  {L,),  —  Etude  sur  les  procédés  suivis  pour  déterminer  les 
élémeBts  du  magnétisme  terrestre,  (vi-194  p>y  2  pi.). 

W^oir  une  Notice  sur  ce  travail  dans  l'Opuscule  intitulé  les  Mathématiques  en 
l^igi^ue  en  187 1,  etc.;  par  le  D'  P.  Mansion  {RuUettino  de  Boncompaçui,  t.  X, 
-  47 ''^4^)»  P*  ^40)  ou  tira(;e  à  part,  p.  109. 

x/1  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  tension  superficielle  des 
liquides  considérée  au  point  de  vue  de  certains  mouvements 
es  à  leur  surface.  (32  p.). 

MémxÀre,  —  Complément  et  suite  de  l'historique  des  recherches  an  té- 
Réfutation  de  quelques  objections.  Ex|>éricnccs  diverses.  Conclusion. 


Tome  XXXVIII;  1874. 
Ce  Tome  ne  conlient  aucun  Mémoire  de  Mathrnulique*  ou  i'i 

Tome  XXXIX;  iM- 

Terhy  (F-).  —  Areograpliie,  ou  Etude  comparatif 
tioDS  faites  sur  l'aspect  physique  de  la  planèb 
FoDtana  (if>3ti)jusqu'ànos  jours  (iSyS).  (1 19  p. 

Tome  XL;  1876. 

fan  der  Menxbrugghe  {G.).  —  L'électricité  st 
t-elle  une  iuAuence  sur  la  tension  superGciellc 
(.8  p.). 


r  In  rapports  de  l'élMlriciti  *t>t 
don  dei  liquidei.  —  Cas  de  l'èlcctriuIiaD  d'une  ballade  liquide, 
rrlatih  h  une  lame  plane  électri»e.  —  Cai  d'une  inaaM  liquidi 
Talion  de  la  hauteur  capillaire  aoui  l'indueacede  l'électricité.  —  I 
de  Utentlon  auperfleielle  le  concilie  avec  la  théorie  de  LaplMC 
Flotlcuri  capillairci  sur  un  liquide  élpcirlaé.  —  Colonne*  liqui< 
le  procédé  de  M.  Duprei  el  soiimiiet  à  l'action  électrique.  —  Cai 

Coaeluiioni.  —  1°  La  teniion  auperficielle,  toit  d'une  lame 
pleine  d'un  liquido  bon  conducteur,  n'eat  paa  modifiée  par  1' 
1*  L'électricité  atatiqup,  au  lieu  d'èlre  répandue  i  l'inlérleur  d( 
de>  corpi  bon*  conducteurs,  se  irouTe,  au  eonlnire,  entiéreneo 
plemeat  appliquée  contre  la  surface  limite  de  ce*  eorp*' 

Boussinesç  (•^•)-  ~   ^^^ï  théorique  sur  l'équOil 
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Tome  XLI;  1876-1878. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  le  problème  des  liquides 
superposés  dans  un  tube  capillaire.  (44  P*)* 

bnmODCcnoii.  —  Première-  Partie,  Solution  du  problème  d'après  la  théorie  de  la 
tmuoD  superficielle.  —  Solution  d'après  la  théorie  de  Laplace.  —  Solutions  données 
paj*  Poisson.  —  Solutions  déduites  de  la  théorie  de  Gauss.  —  Seconde  Partie, 
Eésnmé  des  principales  expériences  relatives  à  la  question.  —  Comparaison  avec  la 
théorie.  —  Description  de  quelques  faits  nouTeaux. 

Dans  la  première  Partie,  le  problème,  traité  de  quatre  manières  différentes,  est 
eelni-Kd  :  «  Déterminer  le  poids  total  soulevé  ou  déprimé  dans  un  tube  capillaire  dont 
l'extrémité  inférieure  est  plongée  dans  un  liquide  quelconque  et  qui  contient  un  ou 
plusieurs  liquides  superposés  au  premier.  »  L'auteur  tâche  de  faire  voir  la  parfaite 
identité  des  résultats  auxquels  on  arrive  dans  tous  les  cas,  pourvu  que  l'on  se  place 
dans  les  mêmes  conditions  et  que  l'on  interprète  convenablement  les  constantes. 
Duis  la  seconde,  à  propos  des  expériences  rapportées  ou  entréprises  par  lui,  il  essaye 
d'expliquer  le  désaccord  qui  semble  exister  entre  la  théorie  et  les  faits  observés 
pftr  des  causes  perturbatrices  que  l'on  ne  peut  éviter. 


»o< 


ANNUAIRE  DE  L* Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  —  Bruxelles,  Hayez.  in- 18. 

Tome  XXXIV;  1868. 
(^telet^^d.).  —  Notice  sur  J.-A.  Timmermans.  (99-113). 

Timmermans  (1801 -1864)  a  écrit  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  in- 
^el  (1860)  et  un  Traité  de  Mécanique  rationnelle  (1S67).  11  fut  longtemps  profes- 
Msrà  l'Université  de  Gand. 

Qaetete  (^rf.).  —  Notice  sur  Mathias  Schaar.  (i  i5-i3o). 

On  doit  à  Schaar  (i8i7-i867)de  belles  recherches  sur  la  théorie  des  résidus  qua- 
antiques. 

Tome  XXXV;  1869. 

^re[J.).  —  Notice  sur  J.-B.  Brasseur,  (i  21-146). 

■'•••eur  (i8o3-i858)  a  écrit  un  Programme  d'un  Cours  de  Géométrie  descriptive, 
^>1  lera  difficile  de  surpasser,  et  un  Mémoire  Sur  une  nouvelle  méthode  d'appli- 
^'^dcla  Géométrie  descriptive  à  la  recherche  des  propriétés  de  détendue  y  di(|[iic 

^  plaeé  à  cdté  des  plus  beaux  travaux  de  Géométrie  siipcrieurc  moderne. 
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Tome  XXXVl;  1870. 

Ne  contient  de  Notice  sar  aacun  mathématicien. 

Tome  XXXVn;  1871. 
Liagre  (/.)•  —  Notice  sur  G.- A.  Nerenburger.  (369-389 

Nerenburger  (1804-1869)  est  Tun  des  principaux  auteurs  de  la  trian 
la  Belgique. 

Tome  XXXVIU;  187a. 

Quetelet  [Ad.).  —  Notice  sur  sir  John  Frédéric  William  I 
(161-199). 

L'auteur  ne  ))arle  guère  que  des  travaux  de  John  Herschcl  (1793-18 
quoique  connexion  avec  les  siens  propres  sur  le  Calcul  des  probabil it 
aux  Sciences  morales. 

Tome  XXXIX;  1873. 

Houzeau  {J.-C).  —  Notice  sur  Ph.-M,-G.  Vandcrmaelc 

'47)- 

Vandermaelcn  (179a- 1869)  a  longtemps  dirige  un  important  établiss 
graphique  à  Bruxelles. 

Quetelet  [Ad,).  —  Notice  sur  Charles  Babbage.  (149-1 65 

Quetelet  ne  donne  pas  une  biographie  complote  de  Babbage  (1792-18^ 
seulement  de  ses  recherches  de  Statistique. 

Tome  XL;  1874. 
Quetelet  [Ad.).  —  Notice  sur  le  capitaine  M.-F.  Maury.  (  ^ 

Contributions  à  la  biographie  de  Maury  (1806-1873  ). 

Tome  XLl;  1875. 
Mailly  [Ed.).  —  Notice  sur  L.-A.-J.  Quetelet*  (109-297) 

Voir  BuUrttH,  2*  série,  t.  Il,  p.  a/t<>. 
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Tome  XLII;  1876. 
Se  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 

Tome  XLffl;  1877. 
Maillj  (Ed.).  —  Notice  sur  Richard  van  Becs.  (227-240). 

Van  Rees  (1797-1876)  est  auteur  de  quelques  Mémoires  importants  sur  le  magné- 


Tome  XLIV;  1878. 
Folie  (/^.).  —  Notice  sur  Michel  Glœsener.  (  277-344)* 

GIceseDer  (179I-187G),  auteur  d'appareils  électriques  très-remarquables,  a  aussi 
écrit  quelques  dissertations  théoriques  sur  l'électricité. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cii. 
Bmssb  (').  —  2'  série. 

Tome  XVII;  1878. 

Casorati  (F.).  —  Sur  les  coordonnées  des  points  et  des  droites 
dans  le  plan,  des  points  et  des  plans  dans  l'espace.  (0-20). 

Cet  article,  traduit  de  l'italien  par  un  abonné,  a  été  inspiré,  comme  nous  l'ap- 
prend l'auteur,  par  la  lecture  de  l'opinion  émise  à  la  page  61  des  ^orlesungen  ûber 
Géométrie,  de  A.  Clebsch.   Le   savant  professeur  de  l'Université  de  Pavie  se  pro- 
pose de  transformer  géométriquement   la  conception  ordinaire  des  coordonnées 
cartésiennes  en  un  système  de  coordonnées,  pour  la  droite,  qui  est  préférable  au 
système  plûckérien.  Les  professeurs  et  les  élèves  liront  l'article  de  M.  Casorati  avec 
beaucoup  d'intérêt. 

Laguerre.  —  Sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (ao-aS, 
97-'oi). 

Ces  deux  articles  renferment  quelques  notions  intéressantes  sur  quelques  points  de 
'*  théorie  des  équations.  Il  est  à  regretter  que  jusqu'à  présent  ils  n'aient  pas  été 
^^visdela  continuation  qu'on  annonçait. 


^*)  Voir  Bulletin,  II.,  .177. 


44  SECONDE  PARTIE. 

E.  G.  —  Détermination  analytique  des  foyers  dans  les  sections  co- 
niques. (  26-28  ). 

La  détermination  se  fait  à  la  foii  trèa-élégamment  et  suivant  une  méthode  toat 
à  fait  élémentaire,  en  conserrant  la  définition  ordinaire  des  foyers. 

Coucou BS  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  (1''^  session  :  juil- 
let 1877.  —  2*  session  :  octobre  1877).  Enoncés  des  composi- 
tions. (29-33). 

Brocard  {H-)'  —  Bibliographie  :  Johannis  Kepleri  astronomi 
Opéra  omnia,  publiées  par  le  D""  Frisch,  de  Stuttgart;  8  vol. 
gr.  in-8.  (34-39). 

Brisse  [Ch,).  — Solution  de  la  question  34  :  «  Sur  le  degré  d'un 
lieu  géométrique  de  l'espace.  »  (39-40). 

Moret-Blaric.  —  Solution  de  la  question  1099  :  «  Propriété  du 
quadrilatère  circonscriptible.  »  (4o-44)- 

Moreaii  {€.).  —  Solution  des  questions  1218  et  1219  :  «  Sur  cer- 
taines formes  de  nombres  entiers.  )>  (45-46)- 

Berthomicu,  —  Solution  de  la  question  1230  :  «  Enveloppe  d'imc* 
droite.  »  (46-47). 

Moret'Blanc,  — Solution  géométrique  de  la  question  1230.  (48). 

Tissoi  (-^.  ).  — Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et /es 
projections  des  Cartes  géographiques.  (49-55,  i45-i63,  35f- 
366). 

Ce  Mémoire,  fort  intéressant,  non-seulement  au  point  de  Tue  des  applietlioai, 
mais  aussi  par  les  considérations  purement  théoriques  qu'il  contient,  a  poar  objet 
principal  Tétude  de  la  déformation  dans  la  représentation  d*une  surface  sur  oie 
autre.  Voici  l'indication  sommaire  des  principaux  sujets  qui  s'y  trouvent  tnitéi: 
Préliminaires.  —  Loi  de  la  déformation.  —  Tangentes  principales.  —  EUipie  iidi* 
catrice.  — Altérations  d'angles.  —  Altérations  de  longueurs.  —  Altérations  <ie  isr- 
faces.  —  Détermination  des  axes  de  l'ellipse  indicatrice.  —  Formules  dsni  Im* 
quelles  les  directions  se  trouvent  rapportées  à  d'autres  lignes  que  les  tanft*!** 
principales.  —  Séries  de  couples  de  courbes  satisfaisant  à  certaines  conditioai*  ' 
Doubles  canevas  satisfaisant  à  certaines  conditions. — Applications. 

Laguerre,  —  Sur  la  cardioïde.  (  55-69). 

Étude  fort  complète  de  cette  courlx.*,   définie  comme  uni*  courbe  de  troi'^**^ 
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rlaMCy  ayant  ane  tangente  double  et  un  foyer  singulier  de  rcbroutsement.  foir 
les  Mémoires  «uiTants  du  même  auteur  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes 
algébriques  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences ^  janTÎer  iS65). 
—  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes  planes  {^Bulletin  de  la 
Société  Philomathique^  féTrier  1867).  —  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
{^Société  Mathématique^  noTembre  1877).  —  Sur  les  spiriques  {Bulletin  de  la 
Ttétê  Philomathifuef  noTembre  1869]. 


.  —  Théorie  des  indices ,  (  69-75  ) . 

Fin  de  la  série  des  articles  qui  ont  paru  sur  ce  sujet  dans  les  années  précé- 


Gambejr,  — Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1875  :  u  Positions  d'équi- 
libre d'un  système  pesant.   »  (75-77). 

Gwnbej,  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1875  :  Problème  sur 
des  surfaces  de  second  ordre  circonscrites  a  un  ellipsoïde.  » 
(77-83). 

Jamet  (  ^.  )•  —  Solution  de  la  question  1228  :  «  Propriété  des  sur- 
faces du  second  degré.  »(  83-86). 

[Moret^Blanc. — Solution  de  la  question  1231  :  «  Propriété  des  nor- 
males aux  coniques.  »  (86-90). 

îBartJle.  —  Solution  de  la  question  1245:  «  Propriété  de  la  para- 
bole. »  (91). 

I  vitiOGRÀPHiE  ÉTRAMGÈiiE.  —  Bullcttino  di  BibUografia  e  di  Sto- 
ria  délie  Scienze  matematiche  efisiche,  piibblicato  da  B,  Bon- 
^tnpagni.  T.  IX.  (1876)  et  tirages  à  part.  (92-96). 


0 


'^laTiows  RécBiiTES.  —  1.  Appendice  aux  exercices  de  Géomé- 
^1  trie,  par  F.  J.  C.  (1877).  —  2.  Exercices  de  Géométrie  descrip- 
tive, par  F.  J.  C.  (  1877).  —  3.  Sopra  alcune  questioni  dina- 
^Ae,  del  prof.  D.  Chelini.  Bologna,  1877.  —  4.  Le  funzioni 
''^che  fondamentali  negli  spazi  di  quante  si  vogliano  dimen- 
•*oni  e  di  curvatura  costante,  di  E.  d'Ovidio^  Roma,  1877.— 
^'  ^'Astronomie  pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en 
Amérique,  par  C.  André  et  A.  Angot^  Paris,  1877.  (96). 


CoMcovRS  cÉ»tn\L  DK   1877-  — Énoncés  des  com| 

,.0). 

(rfiess  (J.).  ^Question de licciice{i866)  :  «Troi 
plane  telle  que  la  projection  de  son  rayon  de  ce 
droite  (i\o  située  dans  son  plan  ait  une  longue 
(.,,-,,3). 

Courbe  {H.).  —  Question  de  licence  (novembn 
mination  de  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  uni 
née.  (ii3-ii5). 

iforet-Blanc.  —  Concours  d'admission  à  l'EcoI' 
{1875}:  «  Lieu  géométrique  relatifs  une  coniqut 


Laurent  (//.). — Théorie  élémentaire  des  fonct 
(11^129,  247-35»,  335-4o8,  387-557). 

les  matiprca  ■uirinUi  :  ReUlIonii  dilTériMitielIci  vntni  l#i  T 
—  Relaliont  entre  mnx,  cnx  gt  dniZ.  — Fonniila  d'sddilii» 
pour  arriier  aui  Tormulcs  d'nildltion  dei  ronction*  elliptiqirt 
Élémeotairct.  —  Sur  la  Turrac  générale  dra  roneliono  duiiblf 
tour  eipresaion  en  ropction  do  l'une  d'elles.  —  Décomposi 
deux  périodes  en  éléments  stmplet.  —  Études  de  la  fonetiu 
l'inlégrile  elliptique  de  tmiiiâme  capvce.  —  Eipretdon  d'à 
ment  péKodique  au  moyen  d'une  fonction  du  second  ordre  • 
théorème  de  M.  I.iouville.  —  Application  des  considérations 
blême  dit  de  la  multiplication.  —  Application  k  l'addition  d 
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Lucas  [Éd.).  — Tliéorème  sur  la  Géométrie  des  quinconces.  (129- 
i3o). 

Les  aoiomets  d'un  échiquier  quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'nn 
triangle  équilatéral. 

Lez  (H.).  —  Solution  de  la  question  1232  :  «  Propriété  de  la  pa- 
rabole osculatrice  à  une  conique.  »  (i3o-i32). 

Cauret,  —  Solution  de  la  question  1237  :  «  Décomposition  d'une 
somme  de  quatre  carrés  en  un  produit  de  deux  facteurs.  »  (i3a- 
i33). 

Cftambon  (/•).  —  Solution  de  la  question  1241  :  «  Enveloppe  d'un 
plan  passant  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde.  »  (i33-i35). 

Moreau  [C.  ).  —  Solution  de  la  question  1248  :  «  ^  est  égal  au 
rapport  de  deux  séries.  »  (i36-i38). 

Moreau  (C).  —  Solution  de  la  question  1249  :  <(  Développement 
en  série  de •  »  (i38-i4o). 

Moreau  [C.  ).  —  Solution  de  la  question  1230  :  «Lignes  telles  que 
la  corde  qui  sous-tend  leurs  intersections  avec  les  côtés  d'un  angle 
droit  pivotant  sur  un  point  fixe  enveloppe  un  cercle  autour  de 
ce  point.  »  (i4i-i44)- 

CoaaESPONDÂSCE.  (i44)« 

Laguerre.  —  Sur  les  normales  aux  surfaces   du  second  ordre. 
(163.178). 

Cet  article  renferme  d'intéressantes    recherches   et    les  énoncés  d'assez  nom- 
Iweoies  propriétés  géométriques  concernant  les  normales. 

Realis  [S.  ).  — Particularités  relatives  à  l'équation  du  troisième  de- 
gré. (178-18 1). 

ta  remarques,  dignes  d'attention,  de  M.  Realis  sont  fondées  sur  la  consldéra- 
^  de  la  fonction  ^(x)  =  P'  —  f\Qx.  Elles  conduisent  à  des  conséquences  rela- 
ie à  l'analyse  indéterminée  et  à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

^^^S^erre.  —  Sur  les  systèmes  de  droites  qui  sont  normales  à  une 
*»*me surface.  (i8i-i85). 

^^^Note  contient  plusieurs  propriétés  remarquables,  spécialement  en  ce  qui 
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concerne  les  lignes  (^éotlésiques.  Voir  du  même  auteur  :  «  Sur  les  formules  fouda- 
mentales  de  la  théorie  des  surfaces  •  (Nouvelies  ÀnmUes^  a*  série,  t.  XI.  p.  60). 

Gentj.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1 874  :  «  Lieu  géométrique 
relatif  aux  coniques  bitangentes  à  une  ellipse  et  h  une  hyperbole 
homofocales.  »   (186-188). 

Gambey. —  Solution  delà  question d*Ânalyse  donnée  au  Concours 
d'agrégation  en  1871  :  «  Propriété  réciproque  de  deux  courbes 
gauches.  »  (188-190). 

Realis  (*S.).  —  Solution  des  questions  833  et  748  :  «c  Propriétés 
des  racines  entières  d*une  équation  du  troisième  degré.  »  (190- 

BiBLioonAPHiE.  — *  «  Dynamique  analytique  »,  par  Emile  Mathieu  : 
Paris,  1878.  (192). 

Lez.  —  Solution  de  la  composition  de  Mathématiques  proposée  au 
Concours  d'admission  à  TEcole  Polytechnique  (1877):  «  Pro- 
blème relatif  à  l'hyperbole.  »  (193-195). 

Tourrettes  (-^.).  —  Solution  de  la  composition  de  Mathématiques 
proposée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure 
(1877)  :  «  Lieux  géométriques  relatifs  à  des  coniques  circonscrites 
à  un  triangle  rectangle.  »  (iga-aoo). 

Chambon  («/.).  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (i*"*^  session,  juillet  1877)  : 
«  Problème  relatif  aux  hyperboles  satisfaisant  à  certaines  con- 
ditions. »   (aoo-2o3). 

Aforet-Blanc,  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (a*  session,  ^^77)  •  **  Sur  les  co- 
niques circonscrites  à  un  trapèze  isoscèle.  »  (sio3-ao6). 

Robaglia,  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Concours 
d'admission  à  TEcole  spéciale  militaire  (1877,  ^^  question^: 

«  Résoudre  l'équation  x -i-^rt'x*=  i.  »  (  206-207 ). 

Soudât,  —  Solution  de  la  composition  proposée  au  Concours  d'aA^ 
mission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  (  1877,  3^  question)  :  «i'^T^" 
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lilème  de  Géométrie  sur  les  volumes  engendrés  par  des  figures 
toumaut  autour  d'une  droite.  »  (  207-209). 

Moret^ Blanc,  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1877  pour  les  Mathématiques  spéciales  :  «  Sur  les 
surfaces  du  second  degré  jouissant  d'une  propriété  déterminée,  n 
(ao9-2i3). 

Us  ABONNÉ.  —  Solutions  des  questions  proposées  au  Concours  gé- 
néral de  1877. —  Mathématiques  élémentaires  :  «  Sphères  pas- 
sant par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans.  »  —  Philosophie  : 
m  Trièdres  circonscrits  à  une  sphère.  »  —  Rhétorique  :  «  Vo- 
lumes engendrés  par  des  figures  tournant  autour  d'une  droite.  » 
—  Seconde:  «  Propriété  du  triangle  rectangle.  »  —  Troisième: 
<c  Construction  relative  au  triangle.  »  (2i3-2i8). 

Jonijiuières  [E,dé).  —  Lettre  à  M.  Gcrono  sur  un  caractère  du 
nombre  5  et  sur  une  propriété  des  réduites  d'une  certaine  classe 
de  fractions  continues.  (219-220). 

Bealis  {S.).  —  Extrait  d'une  Lettre  sur  la  question  1237.  (221). 

Gerono,  —  Remarques  sur  la  question  1237.  (221-223). 

Gentj,  —  Exercices  sur  le  tétraèdre  ;  neuf  énoncés,  se  rappor- 
tant surtout  au  tétraèdre  isoscèle  (celui  dont  les  arêtes  opposées 
sont  égales  deux  à  deux).  (223-225  ). 

Pellissier  (^.).  —  Seconde  solution  de  la  question  1232  :  «  Pro- 
priété de  la  parabole  osculatrice  à  une  conique.  »  (225-227). 

Lucas  {Ed.).  —  Solution  de  la  question  1239  :  a  Sur  une  équation 
du  troisième  degré.  »  (227-228). 

Morei^Blanc.  —  Solution  de  la  question  1240  :  «  Sur  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  »  (228-229). 

f^Qm[F.).  —  Solution  de  la  question  1243  :   «  Propriété  des 
triples  drconscrits  à  une  conique.  »  (229-230). 

Ounoyer  {E.).  —  Solution  de  la  question  1247  :  «  Propriété  de 
*Wrfaces  du  second  ordre  à  centre  unique.  >»  (  !*3o-23 1). 

**//.  des  Sciences  math,  j*  Série,  t.  III.  (IVvrifT  1S71).)  R.>4 
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Beaujey.  —  Solution  de  la  question  1252  :  r  Question  de  mi- 
nimum relative  à  une  construction  de  Géométrie  plane.  »  (a3i- 

234). 

Gambey.  —  Solution  de  la  question  1253  :  a  Résolution  d'un  sys- 
tème de  six  équations  du  second  degré.  »  (234-235  ). 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1254  :  «  Formule  d'Ana- 
lyse combina  toi  re.  »  (236-a37). 

* 

Questions  proposées  :  1255  à  1266.  (237-240). 

Jonquières[E.de). —  Étude  sur  les  décompositions  en  sommes  de 
deux  carrés  du  carré  d'un  nombre  entier,  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  forme  4''-^'  ^^  ^^  de  ce  nombre  lui-même.  For- 
mules et  application  à  la  résolution  complète  en  nombres  entiers 
des  équations  indéterminées  simultanées  j^"  =  x*-h  (a*-+- i)' 
et  j*=  3*-+- (3  4- i)*.  (241-247,  289-310). 

CoUo  remarquable  étude  est  Téritablcment  riche  en  résultats  nouveaux  et  con- 
stitue un  sérieux  pro{;rès  dans  l'Analyse  indéterminée.  Elle  mérite  d'être  lu«s  avM 
le  plus  grand  soin  et  elle  fait  le  plus  grand  honneur  à  l'auteur,  dont  le  nom  est 
déjà  célèbre  par  ses  travaux  de  Géométrie  pure. 

Catalan  {E.)»  — Sur  les  questions  1248  et  1249  :  «  Sur  certaines 
séries.  »  (252-258). 

Tliiébault  (G.).  —  Note  sur  le  système  articulé  de  M.  Pcauccllier. 

(258-261). 

Koehler,  — Solution  d'une  question  proposée  par  M.Realis  :  «  Sur 
Téq nation  du  troisième  degré.  »  (261-262). 

Moret' Blanc.  —   Démonstration   d'un   théorème    proposé  par 
M.  Desbovcs  :  «  Propriété  du  quadrilatère.  »  (263-264)- 

Desvulf[E,).  —  Démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  h 
théorie  des  ligures  homographiques  dans  l'espace.  (  265-267  )*  * 

Ce  théorème  est  celui  des  quatre  points  conratpondanta  commont;  M.Dewalf 
donne  une  démonstration  élémentaire  et  en  reproduit  un  énoneé  plus  complet 
celui  qu'on  donne  d'ordinaire  ;  ce  nouvel  énoneé  est  dû  à  M.  Schoute,  de 


Bergson  [H,).  — Solution  de  la  question  proposée  au  ConcooK^ 
général  de  1877  pour  la  classe  de  Mathématiques  élémenuirer 
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u  Sur  les  sphères  passant  par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans 
donnés.  »  (268-276). 

AG&éGÂTIOH    DES    SciEMCES   MATHÉMATIQUES  {l^Jj)'  ËUOncés  deS 

composilfons.  (  276-277  ) .  —  Sujets  des  leçons  et  autres  épreuves . 
{^78-280). 

ComKESPOifDÀifcE.  — M.  G.  Chambon  :  «  Conique  des  neuf  points.  » 

—  MM.^F.  Sautreau  et  Dunoyer  :  «  Théorème  de  Pascal.»  (281- 
aSa). 

PvBLicATioif s  RÉCENTES.  —  1.  Traité  de  Géométrie  analytique,  par 
A.  Boset^  Bruxelles,  1878.  — 2.  Sulla  cinematica  di  un  corpo 
solido,  del  prof.  G.  Bardelli;  Milauo,  1878.  —  3.  Greek  Geo- 
metry,  from  Thaïes  to  Euclid,  by  G.  Johnston  ;  Dublin,  1877. — 
4.  Grundlagen  der  Ikonognosie,  von  Franz  Tilser  ;  Prag,  1878. 

—  5.  Théorie  mathématique  des  opérations  financières  (2*^  édi- 
tion ),  par  H.  Charlon;  Paris,  1878. — 6.  Théorie  des  intérêts 
composés  et  des  annuités  ^  par  Fédor  Thoman,  traduit  de  l'an- 
glais^ Paris,  1878.  (282-286). 

QoKSTioifs  PROPOSÉES.  —  1267  à  1274(287-288). 

Gentjr.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  d'admis- 
sion à  l'Ecole  Normale  en  1872  :  «Surface  du  second  degré 
coupée  par  une  série  de  plans  passant  tous  par  l'un  de  ses  points.  » 
(3io-3i6). 

Tourrettes  {^.)-  —  Solution  du  problème  de  Mathématiques  élé- 
mentaires donné  au  Concours  d'agrégation  de  1871  :  a  Sur  un 
Sangle  dont  on  donne  la  bissectrice  et  la  somme  des  deux  côtés 
adjacents.  »  (3i6-3i9). 

TiMUTettes  {^•).  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élé- 
inentaire  donnée  au  Concours  d'agrégation  de  1872  :  «  Centre 
^ gmvité  d'un  système  de  circonférences.  »  (  3 1 9-3 20  ) . 

-^-  W.  —  Démonstrations  directes  de  quelques  propriétés  connues 
'^•lives  à  la  courbe  enveloppe  d'un  segment  de  droite  de  lon- 
^''^^  constante  qui  se  meut  dans  un  angle.  (321-323). 

'^^RAPBiE  ÉTRAMGJSBE.  —  BuUcttîno  dî  BibHogralla  c  di  Storia 


iMoret'iSlanc.  —  N>lution  de  ia  question  ISSû  :  «  1*, 
à  l'ellipse.  >•  (3a8-33i). 

RealU  {S.).  —  Solution  de  la  question  1238  :  «  Sui 
troisième  degré.  »  (33i-33a). 

Morel[A.).  — Solution  de  la  question  lâSS  :  •< 
triangle.»  (33a-333). 

iWorel  (-'/-]-  —  Solution  de  la  question  1260  :  «  P 
circonférence.  »  (333-335). 

Questions  proposées.  —  1275  à  1278.  (335-336). 

Laguene.  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  degré 
points  doubles  d'înlle\ion,  el  en  particulier  sur  la 
(337-35 1). 

Ëtodc  contenant  des  rnultats  digni»  d'intérêt,  f'oir  ilu  même 
«n);iilarilés  des  courbo  de  quilrième  cliuo  ■  (  /oumal  de  Slatkt 

i.  r,  p.  36j). 

f^idal  (  f^.) .  —  Résolution  des  équations  numérique: 
degré.  (367-370}. 

Dostor  (G.).  —  Inscription  dans  le  cercle  des  quatn 
guliers  de  trente  côtés.  (370-374  )■ 

Jonijuières  (  JC.  rfc) .  —  Détermination  de  certains  c; 
l'équation  x'àin^^y*  n'admet  pas  de  solutîot 
(■«tiers.  (374-380). 

Realis  [S.].  —  Scolïes  nour  un  théorème  de  Fermai 
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tèmc  des  trois  équations  x  =  i**,  r  -f- 1  =  2  v*,  a  j:*  -4-  i  =  3  w*. 
(381-383). 

M.  Gerono  déduit  la  solution  unique,  déjà  donnée  par  M.  Éd.  Lucas,  d'un  théo- 
rème de  M.  de  Jonquiéres,  donné  plus  haut  dans  le  même  Recueil,  page  3o8.  (  Voir 
ci-desaus)« 

iQuESTioifs  PROPOSÉES.  —  1279  à  1282  (383-384). 

AMciEJf  ÉLÈVE  de  Mathëmatîqucs  spéciales.  —  Solution  de  la 
composition  mathématique  pour  l'admission  à  TEcolc  Poly- 
technique, et  remarques  sur  cette  question.  (4o8-4i3). 

La  question  est  celle-ci  :  «  On  donne  deux  axes  rectangulaires  qui  se  coupent 
•n  O,  et  une  droite  N  qui  rencontre  ces  axes  en  a  et  ^:  ou  demande  le  lieu  du  pôle 
de  If  par  rapport  aux  coniques  qui  coupent  cette  droite  à  angle  droit,  et  dont  les 
■xea sont  dirigés  suivant  On  et  O^.*  L'élégance  de  la  solution,  purement  géométrique, 
BOUS  donne  à  penser  que  r«  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales  •  pourrait  bien 
être  l'un  des  géomètres  actuels  les  plus  connus  et  les  plus  apprécies. 

Gambery.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1876  :  «  Equation  géné- 
rale de  certaines  surfaces  de  révolution  du  second  ordre.  »  (414* 

418). 

'  Jonquières  [E.  de).  —  Décomposition  du  caiTé  d*un  nombre  N  et 
de  ce  nombre  lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  forme 
X-*-  ty^-i  t  étant  un  nombre  rationnel  positif  ou  négatif  \  réso- 
lution en  nombres  entiersdu  système  des  équations  indéterminées 

j  =  x* -^  t{x -^  ol)\  f  =  z^ -h  t{z  -{-^y .  (419-424,433-446). 

,ZMcas{Éd.).  —  Sur  l'équation  indéterminée  X'  H-  Y'  =  AZ'.  (4^5- 

4^6)- 


1^ 


\ 


M.  Lucas  démontre  que,  pour  qu'il  y  ait  des  solutions  entières,  il  faut  et  il  suflit 
que  A  appartienne  âla  forme  jrr(x -h ^), préalablement  débarrassée  de  ses  facteurs 
cabiqoes. 

Hilaire.  —  Lettre  sur  le  problème  donné  en  Mathématiques  élé- 
mentaires an  Concours  général  de  1877.  (426-4^8). 

PuBLicATions  RÉCENTES.  — '1 .  Tcoria  générale  dei  logaritmi^  per 
P.  Caminati^  Novara,  1878.  — 2.  Démonstration  de  deux  théo- 
rèmes analogues,  eu  Géométrie  de  Tespace,  à  celui  de  Pascal  en 
Géométrie  plane,  par  P.  Sautreaux;    1878.  —  3.    Théorèmes 


triangle.  »  (43o-43a). 

QuEiTioRs  PEOPosÊEs.  —  1385  à  1387.  (433). 

Lucas  {Ed.).   —  Sur   le   syslème  des  équations 
j:*— Ay  =  u*,  j:*-j- A_j'*  =  i'*.  (446-453). 

Article  plein  d'intérêt, qui  l'ajoute  utilement  aux  autre*  tnnu 
bUT  l'aDilirHi  indélermiDée. 

Realis  [S.).  —  Note  sur  quelques  équations  indéterr 
sième  degré.  (454-457)- 

ffaillecourt  (j^-).  —  Foyers  des  surfaces  du  secoDt 
46i)- 

Concoens  d'adhissio»  a  l'École  Polttechkiqdb  (iSj 
des  composïtiom.  (461-463). 

MarcJtaad  {D.).  —  Letln:  sur  une  question  de  M. 
noDibrea  carrés  et  triangulaires.  (463-464)- 

M^l{A.-J.-J.). —  Solution  de  la  question  1194  :  «  — 

n'est  un  carré  que  si  n  =  i,  3  0u  48.  »  (464-4(>7)- 

Realis  (•$-).  —  Solution  de  la  question  1251  :  «  Pr( 
pression  Axj'(3x'-(-_j'*}.  »  (468). 

Michel.  —  Solution  de  la  question  1261  :  «  En 
droite.  »  (469-471). 
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lacazeiie  (>^.)-  —  Solution  de  la  question  1271  :  «  Géométrie  do 
la  droite  et  du  plan  :  lieu  géométrique.  »  (473-47^)- 

^auquemhergue  (£*.)•  —  Solution  de  la  question  1273  :  <c  Dans  un 
triangle,  p  étant  le  demi -péri  mètre  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
cm  a  ^*  >  27/-*.  »  (475-476). 

^îricu  {JT,  de),  —  Solution  de  la  question  1374  :  a  Sur  l'équation 
indéterminée  a4x*H-  1  ^^j*-  »  (476"477)* 

{M.-W.).  —  Solution  de  la  question  1276  :  «  Propriété  du 
triangle.  »  (477)- 

(ff.)-  — Solution  de  la  question  1276.  (478-479)- 

iBvnoiis  PROPOSÉES.  —  1288  à  1294. 

(>if.).  —  Réflexions  sur  la  cinématique  du  plan.  (481- 
7)- 

Application  de  la  méthode  des  équipollences  à  quelques  questions  relatives  à  la 

itique  du  plan.  Voici  les  principales  divisions  de  cet  article  :  Préliminaires. 

t Mouvement  d'un  point;  vitesses.  —  Accélérations.  —  Accélérations  centrales. — 

propriétés  des  accélérations. — Accélérations  des  divers  ordres.  —  Mouvement 

figure  dans  un  plan.  —  Problème.  (  Foir  Bellavitis,  «  Exposition  de  la  mé-> 

des  équipollences  •;  traduction  française). 

{Éd.).  —  Sur  l'analyse  indéterminée  du  troisième  degré  et 
la  question  802.  (5o7-5i4)* 

eonsidérations  très-Intéressantes  que  produit  M.  Luca^  sur  les  équations  indc- 
néea  du  troisième  degré  le  conduisent  à  la  solution  de  )a  question  802,  posée 
hien  des  années  par  M.  Sylvester,  et  que  personne  n'avait  encore  abordée. 


Euières  {E.  de).  —  Au  sujet  du  cas  d'impossibilité  d'une  solu- 
Q  en  nombres  entiers  de  l'équation  x^dt.a=j^.  (5i4-5i5). 

ponnAiicB.  —  M.  Landri  :  «  Coordonnées  trilinéaires.  »  — 

.  Goldenberg  :  «  Sur  la  question  1255.  »  —  Anonyme  :  «  Solu- 

d'un  problème  de  Mathématiques  élémentaires  du  Concours 

Ségrégation  de  1871  »  [voir  même  Recueil,  p.  3 16).  —  M.  Ca- 

:  «  Conique  de  neuf  points^  propriété  du  nombre  10.  »  — 

°]ll  Lacazelte  :  ^  Sur  la  question  1276.  »  (5i6-5i9). 

'kticATions  RÉCEJNTBS.  —  1 .  Rîccrchc  siille  equazioni  algebrico- 


a:'  =  s'4-(.-!-»-i)':  (Sai-SaS). 

Terrier  {P.).  —  Solution  de  la  question  1386  :  « 
trique.  »  (533). 

Firieu  [J.  de).  —  Solution  de  la  question  1200  :  « 
tivc  aux  rayons  des  cercles  incrits  et  exinscnts.  » 

C.  II.,  abonné.  —  Solution  de  la  qut:9tion  1392  :  «  Ir 
certaines  équations  indétcroiim'es.  »  (524-5!ij]. 

QcESTio:«s  PROPOSEES  :  120o  à  1306.  (Safi-SaS). 

Mannheim  {A.). —  Construire  les  axes  d'une  ellipse 
deux  diamètres  conjugués.  (529-535). 

Celte  Note,  fort  inléressanlc,  ■  pour  point  da  dépiH  Es  |;jii«n 
par  le  rouliinciit  d'une  circonrèrence  ■  l'int^eur  d'une  autre 
rayon  doublo.  M.  Mannhpim  annonce,  n  eelte  occaiion,  qu'il  k  | 
unOurni|;c>iiucte  litre  île  Gëoméirir  cinémaliqut.yoW»  une  promi 
ne  manquera  pai  do  prendre  acte. 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  un  tliéorème  de  M.  Lionvillc 
décomposition  des  nombres  en  bicarrés.  (536-33^ 

Moret-Jilanc.  —  Solution  de  la  question  1263  :  n  H' 
faisant  à  certaines  conditions.  »  (557-56o). 

Fauquembergue  {E.).  —  Solution  de  la  question 
géométrique,  n  (56o-56a). 
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HOOVELLE  œRRESPONDÂNCE  MATHËMATIQUE,  rédigée  par  E.  Catalan. 
êrec  la  collaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Nbcbbrg  et  Éd. 

LccAsC). 

Tome  IV;  1878. 

'  Lucas  (  Ed.  ) .  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  numériques  simplement 
périodiques  (suite ^  voir  t.  III,  p.  369,  4oi).  (1-8,  33-4o,  ôS-ji, 
97-103,  i29-i34)  225-2a8). 

Suite  de  l'important  Mémoire  analysé  partiellement  dans  le  Tome  précédent  du 
Bulletin.  —  VU.  Relations  des  /onctions  U,,  "S^avec  la  théorie  de  la  divisibilité,  impo- 
sons a  =  «^,  j8  =  ^;  divisons  a" — /8"  par  a  —  /3,  que  n  toit  pair  ou  impair;  a" — /3" 
par  ce  -4-  ^  si  n  est  pair,  «"-4-  ^  par  a  -H  ^  sf  n  est  impair.  Nous  trouverons  des  for^ 
■Milea  remarquables  pour  les  quotients  U^  :  U^,  U^^  :  V^,  V^  :  V^.  On  en  déduit  que 
D^  est  divisible  par  U,  si  m  est  divisible  par  /i,  etc.,  puisque  U„  ou  V^  ne  peuvent 

)   "^  (  — : —  )    **"  déduit 

V,  =  P*-H  multiple  de  Q.  Ensuite  Vj  — J"U  =  4Q".  Do  ces  deux  relations  on  peut 
eonelureque  U«»  V,  sont  premiers  entre  eux.  —  VIU.  Formules  concernant  l^€uUUtion. 
des  fonctions  U,>  V^.  Ces  formules  correspondent  à  celles  de  la  théorie  des  lignes 
triBODométriques.  La  plus  simple,  écrite  sous  la  forme 

2H=±-  =  Hffv.-^v„. 

■raltipliée  par  le  rapport  (U„^,_„  U^^,.  ...,  U^^.,)  :(U,.„  U,_„  ...,U,), donne 
proposition  :  «  Le  produit  de  n  termes  consécutifs  de  la  série  U,  est  divisible 
le  produit  des  n  premiers  termes  •.  Ce  paragraphe  se  termine  par  quelques 
formules  importantes,  faciles  à  établir,  qui  sont  la  base  de  la  théorie  des  fonctions 
mmmériques  doublement  périodiques,  —  IX.  De  la  somme  des  carrés  des  fonctions  U^, 
T^.  L'auteur  trouve,  comme  cas  particulier  de  formules  très-générales,  la  valeur  de 

A  =  i  k=zo 

et  des  sommes  analogues  pour  les  V,.  —  X.  Digression  sur  la  théorie  des  formes. 
Notions  historiques.  Démonstration  du  théorème  d'Euler  :  un  nombre  premier  ne 
peut  se  mettre  que  d'une  seule  manière  sous  la  forme  x'h-  Aj',  k  étant  un  nombre 
positif  donné.  —  XI.  Des  formes  Unéaircs  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U^  et  de 
▼a*  (^)  Tables  des  formes  linéaires  4  ^  -^^  des  diviseurs  impairs  dex*d:  Aj^*,  pour 


(*)  Voir  Bulletin,  i'*  série,  t.  VllI,  p.  217,  t.  X,  p.  i46;  a*  série,  t.  I,  p.  269,  t.  Il, 
p.  III.  La  Nouvelle  Correspondance  mathématique  parait  mensuellement  par  livrai- 
ion  de  deux  feuilles.  Prix  d'abonnement  pour  la  Belgique,  10  francs  par  an;  pour 
l'Union  postale,  la  francs. 

Bmll.  des  Sciences  math,  a*  Série,  t.  111.  (Mars  1879.)  K.^ 


u„,=».u,— Q*._,u„  v^,=*,y,—Q*^,y 


Si  i:,=  I,  I).  =  o,  U„,=  *. On  cénénliM   M»  r«iullal 

en  V^  Q  en  Q',  comine  plu»  haut.  —  XIV.  j4airei  formulei  lie 
fonctions  numériques,  Expretsioni  de  U,^,  T,^  en  fooclioa  eatij 
toguci  aux  formules  de  Moivre  donnant  caiijc  en  fondioi: 
XV,  Fornuiles  dt  dapUcalion.  Lea  formule! 

V„=4U;  +  iQ",     V„  =  v;-iQ", 

conduisent  BU  Ihëoréme  :  •  Lesdiriseunde  V„  lont  deadirUeur* 
tiques  4X'-i-iQ"Y,  X"  — aQ"ï' ..La  leconde,  pour  Q  =  af*.  « 
tu  théorème  :  ■  Lorsque  le  produit  Q  =  aA  eit  le  double  d'un  ( 
coroposable  en  un  produiL  de  deux  facteurs  entiers.  >  Ainsi,  p 
3"-t-i  =  5xia73e76]gX516go36Bi.  On  tire  d«  théoréine*  lei 
mière  formule.  _  XVI.  Sur  lei  formuUi  Je  déconpoiilion  dei , 
Généralisation  du  théorème  précodent.  ~  XVII,  Formules  de  tri, 
Des  relations  dri  fonctions  U„  V,  avec  les  radicaux  continus.  E 


ïiWetQnécatif,  on  trouve  a  =  lira  v'-Q-^-Pv'—Q^- P^—Q- 
de  duplication  et  de  triplicatlon  donnent  des  résultat*  leniblible 
pemenls  de  U£,  Vn'  '"  fonction  linéaire  des  termes  dont  les  argu, 
liplet  de  n.  Formule*  aemblables  k  cellea  qui  donnent  coi'i,  *ii 
■inua  et  cosinus  des  multiples  de  i.  —  XX.  Autres  formules  de  . 
U^  V„.  Soient 

Le*  quantités  a,  ^,  a+^,  a  — ;âTériSent  l'équation  4  &!>('*'■  = 
indique  une  dérivée  par  rapport  k  i,  dana  laquelle  on  a  Tait  c  = 
h  ^  Q',  on  tronre  le  développement  de  V,^  V^  anitant  lea  puiaai 
la  formule  de  Maelauriu. 
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a  —  t 

b—  I  -i-ii! 


la  probibilité  pour  celui-ei  de  gagner  U  partie  e%Xq  =  ^  V  —r ^—^^  On  aura, 

o 

pirnite,  gi />  =  y  —  i, />  =  ^(i  —  a)-^  — y  =  )3*  Q    .     '"["^''  Oii  déduit  delà  le 

a 
tliMrénie  soiTant  :  «  La  probabilité  que  A  gagnera  en  a-^h  —  i  coups  est  égale  à  la 
probabilité  que  B  fera  h  points  en  un  nombre  de  coups  égal  ou  supérieur  k  a-^b, 

FanAubel  [H.).  —  Note  concernant  les  centres  des  carrés  con- 
struits sur  les  côtés  d'un  polygone  quelconque.  (4o-44)- 

Brocard  [H.),  —  Notes  sur  divers  articles  de  la  Nouvelle  Cor- 
respondance. (45-5o,  1 35-1 4a). 

Mansion  (P).  — Extraits  analytiques.  (5i-52). 

Hotiee,  d'après  M.  Siacci,  sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe. 

Catalan  (-£*•)•  —  Quelques  quadrateurs.  (53-58). 

Kenaeignements  curieux  sur  quelques  quadratures  du  cercle,  la  plupart  assez  ré- 
castes.  Voici  deux  des  valeurs  de  n  trouvées  par  les  auteurs  de  ces  quadratures. 
i»ï  =  3,i5;  !»•  îr  =  aC>"+-cos54")=3,i7557. . . . 

Mansion  {P-)-  —  Sur  le  théorème  de  Fermât.  (72-78). 

Exposé  de  la  deuxième  démonstration  du  théorème  de  Fermât,  due  à  Euler,  en 
r^ardant  cette  proposition  comme  identique  au  principe  fondamental  de  la  théorie 
dca  fractions  périodiques.  Notice  sur  le  théorème  :  la  démonstration  que  Poinsot 
iiCit  attribuée  appartient  en  réalité  à  M.  Catalan. 

I^Paige  [C),  —  Sur  une  transformation  de  déterminants  (79- 
8a). 

De  Longchanips  (  G.  ).  —  Sur  les  fonctions  U„,  V„  de  M.  É.  Lucas. 

(83-84). 

f^otalan{E,).  —  Théorèmes  de  MM.  Smith  et  Mansion.  (io3- 
112). 

'^'Qonstration  simplifiée  du  théorème  de  M.  Smith,  publié  par  ce  savant  dans 
^^foceedings  de  la  Société  Mathématique  de  Londres,  en  1876  (t.  VII,  p.  io8- 
'^A  et  d'un  théorème  que  M.  Mansion  en  a  déduit. 

^^{f  [Ed.).  —  Note  sur  la  question  173.  (112-114). 
^^Grg[J,  ).  —  Quelques  propriétés  du  triangle,  [x^i-i^b). 


AIennes.ion[P.).  — Sur  le  théorème  de  Sturm .  (i5 

Soient  X  ^  o  une  équation  n'ajint  que  dei  racinei  aiinpln, 

fonctianada  Sturm.  Od  tmuïe  ♦,.,X^-i-X,^,,,=  F^X,^„  t^, 

tiom  da  degré  q  —  i ,  ;.  [I  réiulte  de  là,  en  général,  que  X^ 

avoir  plu*  de  q  racines  communes. 

Mtauion  (P.).  —  Propriété  fondamentale  des  éqn 
difTérentiellcs.  ((54-1^3)- 

Une  équation  linéaire  d'ordra  n  en  ^,  x  >e  ramène  k  nue  lut 
d'ordre  n  —  i,  en  posant  j'  =  i/t<£i,  i  étant  une  solution  pan 
en  r  se  transforme  en  une  autre  équation  en  u,  linéaire  et  d'ori 


Brocard  {If-)-  —  Notes  élémentaires  sur  le  pro 
(161-169,  193-aoo,  aaS-aSa). 

Eiposé  de  II  solution  de  Lagrange;  applinalion  de  sa  mé(h 
algébrique  des  équations  indéterminées  jr'  +  r'=  1,  4;' — j''  =  - 
phiquei. 

Lucas  [Ed,).  • —  Sur  un  principe  fondamental  de  ( 
Trigonométrie.  {85-86,  169-176,  aoo-3o4). 

1.  Lemmr.  —  Les  puiasancps  d'un  point  pir  rapport  k  cinq  Ci 
par  rapport  ii  six  iptèrpn  de  l'espnce,  sont  liées  entre  elles  par  u 
homogène,  dsnt  laquelle  Is  somme  des  coefBcients  est  nulle.  1 
menlal.  —  ippe.ion»  pm'iiaHcr  muiiiel/e  de  deui  cercles  on  de 
les  rayons  sont  r^,  r,  et  la  distance  des  centres  d,^  l'eiprei 
diaii=rU  +  r!,—  ^a^r^r,.  Cela  posé,  le  déterminant  £±  a,, > 
cerclea  dans  un  plan,  ou  le  déterminsnt  2:ta,,...BH  di 
l'espace  est  identiquement  nut.   3.  Cette  relation  reste  vraie  i 
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Le  Paige  (C).  — Sur  un  théorème  de  M.  Mansion.  (176-178). 

Proth  {F,).  —  Propriété  des  nombres  de  la  forme  Ax  -H  i.  (179- 
181). 

De  Polignac  (  C  ) .  —  Théorème  d'Arithmétique.  (  1 8 1  - 1 83 ) . 

Postula  [H.)  et  Catalan  (-£.).  —  Sur  un  problème  d'Arithmétique. 
(204-209). 

Le  double  de  la  tomme  des  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  n  est  égal  à 
'  f  (  ")>  comme  on  le  voit,  en  remarquant,  avec  M.  Catalan,  que  ces  nombres  peuvent 
être  associés,  deux  à  deux,  de  manière  à  avoir  une  somme  égale  à  n. 

Réalis  (*S.).  —  Note  sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (209-aio). 

Tout  nombre  est  la  somme  de  quarante-sept  nombres  bicarrés,  dont  six  au  moins 
sont  égmux. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  un  théorème  de  M,  Catalan.  (  232-236). 
il  Proth  (iP.  ).  —  Sur  la  série  des  nombres  premiers.  (236-240). 

Soient  écrites  la  série  naturelle  des  nombres  premiers,  puis  leurs  différences 
p««mières  prises  positivement;  puis  les  différences  de  celles-ci,  et  ainsi  de  suite 
,1      indéfiniment.  Le  tableau  triangulaire  des  différences  jouit  de  propriétés  curieuses  : 
la  première  colonne  oblique,  par  exemple,  est  10 10 10  indéfiniment. 

Mennesson  (P.).  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points.  (241-242). 

Brocard  {H.  ),  Catalan  (E.  )^  Mansion  (P.  )•  —  Sur  une  prétendue 
incorrection  de  langage.  (242-247^  36o-362). 

M.  Catalan  trouve  l'expression  «  la  parabole^*  =  3/» jr  »  incorrecte  et  est  d'avis 
<Ii'on  ne  doit  pas  l'employer;  M.  Brocard,  qu'on  peut  l'employer,  à  cause  de  sa 
^Teté,  quoiqu'elle  soit  incorrecte;  M.  Mansion,  qu'elle  est  seule  correcte  et  doit 
^  employée,  parce  que,  en  Géométrie  analytique,  on  considère  aussi  bien  les 
poisti  imaginaires  que  les  points  réels. 

"onsion  (P.).  —  Sur  la   transformation    harmonique  linéaire. 
(257-261,  3i3-3i8). 

1a  transformation  harmonique  linéaire,  définie  par  les  relations 


^^■enle transformation  linéaire  réversible.  (Ce  théorème  se  trouve  déjà,  croyons- 
^^^  ^niTOR  Stacdt,  Géométrie  der  Lage.)  [P.  M.] 


ir  la  Ggure  donoée,  puii  répéUnt  U  i 
I.  Tous  le*  points  d'inleraection  obtei 
à  un  mèoie  plan,  II  suffira  d'en  coDSIraïre  Iroi*  pour délerminci 
déternimer  une  ronique  dans  ce  plan.  !■  Pour  projeter  nu  poip 
la  figareauriiii  plan  délerniiaë  par  Iroi*  pointa  D,  E,  F,  on  décrir 
ou  dans  un  plan  où  le  triangle  DEF  a  cid  reporte,  trois  drconfén 
tifement  pour  centre  cet  trois  pointa  et  pour  rayons  les  distant 
point  unique  (centre  radical],  intersection  de*  trois  cordes  con 
jedion  de  O  sur  DEF.  3.  On  peut  reporter  par  autant  de  point 
la  fljpire  dans  l'oapace  un  plan  P  représente  dans  l'épure,  poan 
lions  de  la  Seure  par  trois  plans  quelconques  soient  des  ligne*  /, 
trouver  les  points  de  reocontre  arec  une  droite.  Pour  cala,  on  coni 
dans  l'espace  trois  plans  auxiliaires  {principe  1);  on  reportera 
deui  plans  de  projection  d'une  épure  (principe  !];  on  cherchera 
section  du  plan  P,  itoc  ces  trois  plans  auilliaires,  sur  l'epnre;  | 
rencontre  de  ces  droites  avec  les  Itijnaa  /,  m,  n.  On  reparlera  les  f 
■ur  la  figure.  Applications  :  Mener  une  génératrice  d'un  cOne  oi 
deoiième  degré,  dont  une  portion  quelconque  est  donnée.  Tr 
et  les  aies  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hjperboloïde  de  réToIntion. 

De  Longchamps  {G-)-  —  Théorèmes  sur  les  non 
niques  à  centre.  (379-281]. 

Lucas  [Ed.).  —  Remarques  sur  la  question  280.  (; 

Cesaro  (E.).  —  Quelques  propriétés  de  la  courbe  r 

u  =  R^.{a83-284). 

BouniakovsAy  {F".).  —  ^'ouvcau  cas  de  divîsibiliu 
de  la  forme  a'"-+-  1.  (a84-a85). 
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s,  dans  la  ioinme  S',  étant  fait  égal  succeasiTement  à  toua  lea  nombres  pre- 
nim.  Cette  formule  comprend  comme  cas  particuliers  celles  qui  ont  été  données 
p»r  A.  de  Polignac  et  Tchebychef  lui-même,  relatÎTcment  à  la  répartition  des 
oonbrvs  premiers.  M.  Catalan  établit,  d'une  manière  simple,  aussi  bien  ces  for- 
■nlei  particulières  que  la  formule  générale  (T  ). 

Genocchi.  —  Sur  une  formule  de  Libri.  (3 19-323). 

Exposition  simplifiée  d'une  méthode  de  résolution  de  l'équation   indéterminée 
^f— *x=  c. 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  la  décomposition  des  nombres  en  bicarrés. 
(3a3-325). 

[       Tout  nombre  entier  est  la  tomme  de  quarante-cinq  bicarrés. 

I 

Mealis  (5.).  —  Note  sur  quelques  équations  indéterminées.  (325- 
328,  346-352,  369-371). 

Neuberg  (7.). —  Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques.  (343-346). 

t  i dtx.  d& 

Soit  Ay  =  vi  —  A' sin'y.  Posons  -r-  =  Aa,  —  =—  A)8,  on  trouve 

/^      ^\     /^      ^\       cos(«^^)  (dct      d^\ 
\dt*        dt*  )'\dt        dt  J'^sïn{cczp^)  \dt  ^dtj' 

dont  l'intégrale  est  Aae=p  A/8  =C  sinfa?:  y9).  Si  M|(jr,,  rt)i  M, (x,,^,)  sont  deux 
pointa  d'une  ellipse  aV*"*-^*-*"*  =  <»*^*,  telle  queA*a*  =  a* —  ^",  posonsj:|  =a|Cosflt, 
r,=(,sin0e,  X,  =  ûcos)3,  j^,  =  ^  cosj8.  La  relation  Aa — A)8=:Csin(ae  —  fi)  de- 
viendra —  ■  =  const.,  MiHi,  M,  H,  étant  les  hauteurs  du  triangle  OM|M,. 
M,  H|       MjHj 

L'éqaalion ^  =  **  *  pour  intégrale  A«-f-  Ay3  =  Cain(a  —  fi),  qui  conduit 

Aa        A/3 

^mèrne  h  -f-  =  const.  On  déduit  de  là  ce  beau  théorème  :  «  Déterminona 

Mf  H|       M||]j 

nmoe  ellipse  une  suite  de  points  M,,  M„M„  ...,  tels  que,  dans  les  triangles  0  M,  M,, 
OViM,,  ...,  les  inverses  des  hauteurs  partant  des  points  M  aient  une  somme  con- 
stante. Si  le  point  M,  coïncide  avec  M,,  le  polygone  M^M, ...  M^  se  ferme  quel  que 
*oit  le  point  M|  de  l'ellipse.  • 

Catalan  [E.  ).  —  Décomposition  d*un  cube  en  quatre  cubes.  (352- 
354,371-373). 

^^Jubel  (H.).  —  Deux  propriétés  générales  des  courbes  du 
^isième  degré.  (355-356). 

^ûft  [M.y  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  nuls.  (373-376). 

^onttration  rigoureuse  du  théorème:  «Pour  qu'un  détcrminantsoitnu1,il  faut 


Bibliographie.  —  {i6-a4,  ii5-ii;,  386-39o). 

Correspondance,  —  (a^"^?)  58,  83-S6,  ii8-iao, 
ai3,  286-292,  3i^33o,  357-359,390-397). 

Solutions  des  questions  proposées.  —  { 27-3 1 ,  5g-t 
i34>  i55-iS7,  185-190,  213-222,  247-254,  293 
362-365,  397-401). 

Questions  proposées.  —  (Sa,  63-64,  95-96,  ia5 
190-192,  aa2-334,  a54-a56,  3oo-3o4,  333-336, 

40!.).' 

Extraits  analytiques.  —  (5i-5a,  i48-i5i,  i84-i8î 

Rectifications  et  errata.  —  (64)  96,  128,  a24,  : 
40a). 


COMPTES  BENDUS  bbbdohadmbes  des  séances  de  l'Acadéi 
Tome  LXXXVUI;  1879, 

N"  1  i  *  jairitr. 
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N**  2;   15  jaBTier. 

Fillarceau  (i^).  — Sur  l'établissement  des  arches  de  pont  réali- 
sant le  maximum  de  stabilité.  (4^)* 

Cailletet,  —  Recherches  sur  la  compressibilité  des  gaz.  (6i). 

BmUaud[B.). — Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites  à 
l'Observatoire  de  Toulouse  en  1877  et  1878,  avec  le  grand  téles- 
copeFoucault.  (77). 

ThoUon  (-^.  ).  —  Nouveau  prisme  composé  pour  spectroscope  à 
vision  directe*  de  très-grand  pouvoir  dispersif.  (80). 

Laurent  {L.  ).  —  Sur  le  spectroscope  de  M.  Thollon.  (82). 

Benou  {£,).  —  Siu:*la  détermination  des  variations  de  niveau  d'une 
surface  liquide.  (  84  )• 


N*>  3-,  20  janvier. 

Tisserand  [F.),  — Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (97). 

Ou»  ce  cas,  ainsi  que  Le  Verrier  Ta  montré,  le  développement  de  la  fonction 
P^rbatrice  peut  être  pénible,  mais  reste  possible.  M.  Tisserand  donne  la  forme 
Puérile  du  déTeloppement,  qui  peut  être  très-utile  pour  certaines  petites  planètes; 
^r  y  parvenir,  il  met  à  profit  une  partie  des  résultats  obtenus  par  Jacobi  dans 
*ii  Mémoire  intitulé  De  évolue ione  expressionis  î(/-f-2/' cosp -h^  cosp')~" 
i^naldeCrelle,  t.  15). 

Bectjuerel  {H.).  —  Siu*  les  propriétés  magnétiques  temporaires 
développées  par  influence  dans  divers  échantillons  de  nickel  et 
<lc cobalt,  comparées  à  celles  du  fer.  (i  1 1)* 

guerre.  —  Sur  les  équations  diilérentielles  linéaires  du  troisième 

ordre.  (116). 

Si  dans  une  telle  équation  on  change  d*abord  la  variable  indépendante  x  en  fai- 
'^t'=:/(x),  puis  l'inconnue  j^  en  faisant^  =  V (5 ]«,  on  obtient  une  équation 
^  même  forme  en  z.  ».  M.  Laguerre  détermine  des  invartiuits  des  coefficients  de 
'^^Ution  primitive,  se  reproduisant  après  les  transformations  indiquées,  à  un  fac- 

M.  des  SeieRces  math.,  2«  Série,  t.  111.  (Mai  1879.)  R  .6 


pliotograpliiques  spéciatix.  (i  19}. 

Hugues. — Recherches  sur  les  ciTets  d'induction  à  ti 
cuils  téléphoniques  au  moyen  du  microphone  et  < 

(■»»)■ 

Héraud  [j4.). — Nouvel   élément  voltaïque  à  coui 

(ia4). 

^"  i;  27  jmier. 

Tisserand  {F.).  —  Sur  le  développement  de  la  fonct: 
trico  dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites, 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  {iS^}. 

Saint- fonant  (de).  —  Sur  une  formule  donnant  aj 
mcntlu  moment  de  torsion.  {i4^)- 

Lochjer.  —  Recherches  sur  les  rapports  de  l'anal 
avec  le  spectre  du  Soleil.  (i4S). 

Cruls.  —  Sur  les  diamètres  du  Soleil  et  de  Mercure  d< 
sage  du  6  mai  1878.  (lâ^]. 

Bjerknes.  —  Hydro-électricité  et  hjdromagnétisme  ;  i 
lytiques.  (i65). 

Picard  (K.).  —Sur  un  développement  eu  série.  {16; 
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du  paninèlre  X,  sera  déTeloppable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
rstières,  positives  et  négatives  de 


R(;)(cos9  +  /sin9),    où    R(;) 


=/? 


X, 


en  supposant  que  la  fonction  R(JI)  varie  toujours  dans  le  même  sens  quand  À 
Tirie  de  À^  â  i,. 

Thollon. —  Déplacement  de  raies  spectrales  dû  au  mouvement  de 
rotation  du  Soleil.  (169). 

FioUe  (/.  ).  —  Sur  la  radiation  du  platine  incandescent.  (171). 

Crookes  (  Tf^.).  — Sur  Tillumination  des  lignes  de  pression  molé- 
culaire, et  sur  la  trajectoire  des  molécules.  (174)- 

Du  Moncel  (77i.).  — Observations  relatives  à  la  Communication 
précédente  (176). 

Meaux  [H,  de).  —  Sur  les  pliénotnènes  électrodynamiques,  et  en 
particulier  sur  Tinduction.  (177). 

Gosver.    —    Sur   un    nouveau  téléphone  Bell,  parlant  à  haute 

voix.  (179). 

^N*'  5-,  5  féfricr. 

Tuserand  (/^.  ).  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  Tinclinaison 
Qiutuelle  des  orbites  est  considérable.  (201). 

Suite  et  fin  de  l'importante  Communication  du  30  janvier. 

*^Gournerie  (de).  —  Sur  Tinvention  des  diverses  dispositions  de 
l'kéliomètre.  (ai5). 

*^S^rre.  —  Sur  quelques  invariants  des  équations  dillérentîelles 
linéaires.  (224). 

analogies  entre  ces  invariants  et  les  covariants  de  la  forme  al(;cbrique  corres- 
pondante. 

*^^ef  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d*un  corps  qui  se  déplace  et  se 
déforme  en  restant  homothétique  à  lui-même.  (227). 

'^'Wre  (/).).  —  Intégration,  sous   forme  finie,  de  trois  espèces 

R.6. 


laquelle  Ici  V  repréientcnt  pour  j:  = 
une  fonction  quelconque  de  n,  et  où 
dépendants  de  n, 

Malarce  [de).  —  Extension  du  système  métriqi 
mesures  ;  développement  de  systèmes  monétairt 
concordants  dans  les  divers  Etats  du  monde  civ 

Ogier.  —  Liquéfaction  de  l'hydrogène  silitiié.  (a3 


N»  6;  !•  Hmer. 

Farkas  {F.}.  —  Note  sur  la  détermination  des  rac: 
des  équations  algébriques.  (s^S). 

Combescure  {£■)■  —  Remarques  sur  les  équation 
du  troisième  ordi-e.  (a^S). 
Une  telle  équation,  au  mofeu  d'une  «olution  particulière  d 
rentielle  du  ie«and  ordre  et  de  deai  quadratures,  peut  être 
biDâme. 

Boussinesq.  —  Sur  une  manière  simple  de  présent 
potentiel  et  sur  la  difTérentiation  des  intégrales 
la  fonction  sous  le  signe  y  devient  infinie.  (277] 

Bjerhnes. —  Hydro-électricité  et  hydromagnétisme: 
rimentaux.  (280). 

Croohes  (  W.).  —  I)e  la  lumière  verte  et  phosphor 
moléculaire.  (a83). 
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royal,  M.  G.-B.  Aîry)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
«juatrième  trimestre  de  l'année  1878.  (3i3). 

Phillips.  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  d'élasticité  des 
dilTérents  corps  et  de  leur  limite  d'élasticité.  (3i5). 

Gruejr,  —  Sur  la  toupie  de  Foucault  transformée  en  pendule  gyro- 
scopique.  (328). 

Sahel.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  points  doubles  d'un 
lieu  défini  par  des  conditions  algébriques.  (329). 

Bomsinesq.  —  Application  des  potentiels  directs  de  Lamé  au  calcul 
deTéquilibre  d'élasticité  d'un  solide  isotrope  et  homogène  indé- 
fini, sollicité  dans  une  étendue  finie  par  des  forces  extérieures 
quelconques.  (334)- 

-^magat.  —  Recherches  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées.  (336). 

Korteweg,  —  Note  à  propos  du  phénomène  observé  par  M.  Du- 

tcr.(338). 

"ucretet,  —  Perfectionnements  apportés  à  la  lampe,  électrique 
d'Harrison.  (35o). 

N^  8^  24  février. 

^^Moncel  {Tli,).  —  Sur  les  courants  induits  résultant  du  mouve- 
ment d'une  bobine  à  travers  un  système  électromagnétique.  (353). 

^€C(juerel  (-£*.).  —  Observations  à  propos  d'un  Ouvrage  de  M.  G. 
Planté,  intitulé  «  Recherches  surTélectricité  ».  (SSg). 

^^Uaud  (B.).  —  Observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
faites  à  l'Observatoire  de  Toulouse  en  1878.  (373). 

^^nger.  —  Photographie  directe  des  protubérances  solaires,  sans 
l'emploi  du  spectroscopc.  (374). 

^^Ussinesq,  —  Lois  géométriques  des  déformations  que  pi*oduit 
Une  force  appliquée  en  un  point  d'un  solide  indéfini,  et  calcul 


Decquerei  \£..j-  —  UDScrvauons  reiaiives  a  la  VjOD 
M.  Gros.  (38i). 

N<*  9;  3  «rs- 

Stephan.  —  Découverte  d'une  pKlîte  plauèle  k  !'< 

Marseille.  (4>2)- 
Ferrari  (D.). — Lettre  relative  à  la  planète  intra^mei 
Gasparis  (de).  —  Formules  relatives  a  ta  théorie  (1< 

planétaires.  (4i3). 
Halphen. — Sur  la  muhiplivatiou  des  fonctions  elli 
Sur  une  classe  do  polynAmos  à  deux  varUblas  qui  >'intradaii 

(le  U  multiplication  de  l'ardu  me  al,  etauxquctise  ratlacbs  nm 

liello  du  premier  ordre 

Jr_3r(r  +  ,)-f,t 


Pellet  (  .4.).  —  Résolution  d'une  classe  de  congrue 
Sur  la  coDgraence 

A(--f-Bii--HC9  0    (tnod./i), 
où  le  module  premier  p  ne  divine  aucun  dei  nombre*  A,  B,  C. 
Goiijr-  —  Du  pouvoir  éiaissif  des  llamoies  colorées 


N"  10;  1«  un. 
Prix  dei  Sciences  matbdmatiqaes,  proposés  pour  1871 
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(jiiSD  PRIX  des  Sciences  mathématiques  (  1880).  —  Perfectionner 
en  quelque  point  important  la  théorie  des  équations  dilléren- 
tielles  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante. 

Prix  Porcelet.  —  Décerné  à  l'auteur  de  TOuvrage  le  plus  utile 
aux  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Pux  MowTYOïf .  —  Mécanique. 

Piix  Plumet.  —  Décerné  à  Tauteur  du  travail  le  plus  important 
sur  le  perfectionnement  des  machines  à  vapeur  ou  de  toute 
autre  invention  qui  aura  le  plus  contribué  au  progrès  de  la  navi- 
gation à  vapeur. 

ha  Dalmont.  —  Décerné  aux  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées 
qui  auront  présenté  à  l'Académie  le  meilleur  travail  ressortissant 
âlane  de  ses  sections. 

ftix  FooRifEYRON  (1879).  —  Constructîon  d'une  machine  motrice 
propre  au  service  de  la  traction  sur  les  tramways. 

ftiix  BoRniN  (1880).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876  (*  ). 

ftiix  LALÀifDE.  —  Astronomie. 

*^x  Damoiseau  (1879).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876. 

I^Hix  Valz.  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'observation  astronomique  la 
plus  intéressante  qui  aura  été  faite  dans  le  courant  de  l'année 

1879. 

N^  H,  n  Bars. 

^^^n.  —  Sur  un  brûleur  et  un  chalumeau  électriques.  (54i  ). 

*^^harme.  —  Note  sur  la  correspondance  entre  les  figures  acous- 
tiques de  Chladni  et  les  réseaux  liquides  produits  sur  les  plaques 
circulaires  vibrantes .  (553). 

^^ggia.  — Observations  delà  planète  (î»),  découverte  à  l'Observa- 
^ire  de  Marseille.  (556). 

(*)  Voir  Bultetin,  t.  XII,  11*  Partie,  p.  33. 


Ta  SECONDE  PARTIE. 

Henry  (Paul  et  Prasper),  —  Sur  un  noQTeau  télescope  cali- 
dioptriqne.  (556). 

Escarj.  —  Démonstration  de  la  conTergence  d'une  série  double  , 
rencontrée  par  Lamé  dans  ses  recherches  de  Physique  mathé-  t 
matique.  (538).  \ 

Halphen.  — Sur  l'int^iration  d'une  équation  difierentielie.  (SGa).   \ 

S«he  des  redierclics  {Comiftes  rcmdms,  U  LXXXTIII»  p.  ^\^\  conceromt  l'éq» 
tioB 

L'aateor  donne  rinté^nle  (^ncrale  de  eette  équation»  intégrale  qai  est  alfé> 
brique  :  il  examine  diTers  cas  où,  en  Terta  de  certaines  Talenrs  données  à  la  csa*    j 
stante  arbitraire,  le  degré  de  l'éqoation  qvi  lie  x  et  rt  degré  qui  est  générslcMMÉ 
égal  à  13,  s'abaisse  à  4  et  à  6. 

Farhas  [J.)-  — Sur  la  détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques.  (565). 

Liais  (E.).  — Sur  un  système  de  signaux  de  feu  permettant  la 
détermination  des  diûërences  de  longitude  entre  les  diverses 
stations  non  reliées  électriquement,  d'une  triangulation  de  paral- 
lèle ou  de  méridien.  (568). 

Cruls  (£.)  et  La  Caille  (/.)•  —  Sur  la  distribution  de  la  chaleur 
à  la  surface  du  Soleil.  Résultats  de  la  première  série  des  obser- 
vations faites  à  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (5^0 ]. 

Geoffroy  (^O-  —  Détermination  de  la  valeur  approchée  d'un 
coefficient  relatif  à  la  viscosité  de  l'eau.  (573  ). 

Ader.  —  Nouvelles  expériences  sur  les  téléphones  sans  dia- 
phragme. (SyS). 

Du  Moncel  {Th.).  —  Observations  relatives  à  la  Communication 
de  M.  Ader.  (078). 

Resio  {€.). —  Note  sur  un  téléphone  hydro-électrique.  (578). 


N*>  12;  24  Ban. 
TempeL  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorsen.  (^f- 
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Gasparis  {de).  — Formules  relatives  aux  perturbations  des  pla- 
nètes. (637). 

Pdiet  (ji).  —  Sur  les  équations  résolvantes.  (638). 

Le  degré  de  l'équation  résoWante  d'une  équation  à  coefficients  entiers  est  un 
BulUpIe  des  degrés  des  dirers  facteurs  irréductibles  en  lesquels  se  décompose  le 
prenier  membre  de  l'équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Desboves.  —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

«X* -f- 6 Y* -+- rfX* Y*  4-/X»  Y»  H- g'XT»  =  cZ*. 

(638). 

Jder,  —  Vibrations  moléculaires  dans  les  métaux  magnétiques 
pendant  le  passage  des  courants  ondulatoires  dans  ces  métaux. 

(641). 

N«  13 î  Si  Bars. 

Coggia.  —  Observations  de  la  planète  (jw)  découverte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille  le  a8  février  1879.  (698). 

Balphen.  —  Sur  deux  équations  aux  dérivées  partielles  relatives  h 
la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques. 

(698). 

^otissinesq.  —  Du  potentiel  cylindrique  ou  logarithmique  à  trois 
Variables,  et  de  son  emploi  dans  la  théorie  de  l'équilibre  d'élas- 
ticité. (701). 

^^^^mmarion  {€.).  —  Anomalie  présentée  par  les  observations  ma- 
gnétiques de  Paris.  (704)- 

iilari  [E.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  de 
l*éiincelle  électrique  produite  dans  les  gaz.  (708). 

^^ct/uerel  {H.).  —  Pouvoir  rotatoire  magnétique  des  gaz  à  la  tem- 
pérature et  à  la  pression  ordinaires.  (709). 

*^^W  (i?.).  —  Sur  le  pouvoir  rotatoire  magnétique  des  vapeurs. 

(712). 

» 

^^y  {E.),  —  Pression  exercée  par  les  dépôts  galvaniques.  (714)- 


fz    _p(p-^l){p-l-'i'i---(p-*-''—l)^   ^ 

a  étant  dd  enlîer  qaclconqoa  noD  iweatir,  ^  an  Dombra  qn 
négatif,  mais  non  entier,  et  u,  le  terme  général  d'aoe  eéri*  ri 
dila  quckooquB. 

Boussinest}  (/■)■  —  Des  déplacemenls  qne  prodc 
d'un  sol  élastique,  une  pression  nonnate  exercé 
sa  surface.  {74i)- 

Croohes  { fV.),  —  Foyer  de  la  chaleur  produite  pa 
culaires.  (743). 

Marié-Davy.  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Fia 
déclinaison  de  l'aiguille  aimantée.  (74^)' 

Houzeau  {■^■)-  — Sur  le  gravi volumètre.  (747)- 

N"  18;  14  inil. 

Aoust.  ■ —  De  la  courbe  lieu  des  positions  des  cen 
d'une  courbe  gauche  après  son  développemen 
droite.  (768). 
L'auleur  luppoM  que  le  déTeloppcoient  est  efloctué  de  nui 
l'uigle  dièdre  de  deux  plans  oscalalears  coDséculirs. 

Dejean  de  Fonroque,  —  Sur  diverses  expérieno 
pendule  oscillant  avec  de  grandes  amplitudes.  ( 

Cornu.  —  Observations  relatives  à  la  Communicati 
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ÏÊVOfiUL  DE  L'OFFICIER  DU  GÉNIE  ('). 

•y  Série.  Tome  XXV;  1876. 

U  Mémorial  de  V Officier  du  Génie  s'est  transforme,  peu  à  peu,  en  un  recueil 
leeboique,  dans  lequel  les  recherches  scientifiques  tiennent  aujourd'hui  une  plus 
iu|0  place  que  par  le  passé.  De  très-nombreuses  figures,  intercalées  dans  le  texte, 
joutent  à  l'intérêt  de  cette  publication. 

le  tome  XXV  renferme  divers  travaux  qui  se  rattachent  plus  spécialement  à  l'art 
^Tingénieur  militaire;  mais,  pour  rester  fidèle  à  la  règle  que  nous  avons  adoptée 
hu  Dotre  précédente  analyse,  nous  mentionnerons  ici  au  moins  le  titre  de  ces 


Grillon,  —  Élude  sur  le  casernement  a  Télranger.  (1-210, 
i36  figures). 

tsngin^A.).  —  Etude  de  divers  dispositifs  optiques  destinés  à 
projeter  la  lumière  électrique  sur  les  objets  éloignés,  (ai  1-289, 
19 figures,  I  planche). 

Curie.  —  Note  sur  la  forme  à  adopter  pour  une  lentille,  afin 
^*elle  fasse  converger  rigoureusement  en  un  point  donné  les 
fayons  lumineux  issus  d*un  autre  point  également  donné.  (  290- 
3a8,  17  figures). 

La  détermination  analytique  conduit  facilement  à  l'équation  J  + /i^' =c,  eu 
^^rdoonées  bipolaires.  Cette  propriété  renferme  le  principe  d'un  premier  dispo- 
"î^f  permettant  de  tracer  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  singularités  de  cette  courbe,  et  décrit  un  système 
attenté  donnant  un  tracé  continu  ;  puis  il  examine  les  cas  particuliers  pour  lesquels 
"ft  lolotion  est  simplement  une  conique.  Mais,  dans  le  cas  général,  il  aurait  été  inté- 
'Hsant  de  rappeler  que  la  condition  de  la  question  peut  servir  de  définition  géomé« 
^qne  aux  ovales  de  Descartes,  ainsi  désignées  depuis  que  leur  inventeur  a  re- 
^nna  les  curieuses  propriétés  de  ces  courbes,  entre  autres  celle  de  réfracter,  vers 
*Q  foyer  donné  Y\  les  rayons  lumineux  issus  d*un  point  donné  F.  Le  point  F'  doit 
^iisiiite  être  considéré  comme  source  de  lumière  par  rapport  à  la  seconde  face 
''^ceMaire  à  la  constitution  de  la  lentille  dans  Tappareil  optique;  mais  il  est  évi- 
^^t  que  la  méridienne  de  cette  seconde  face  est  également  une  ovale  de  Des- 
«aiHes. 

U  question  se  réduit  donc  k  l'étude  analytique  de  ces  courbes,  et  nous  n'avons 
»>«ité  aussi  longuement  sur  cette  indication  que  pour  rappeler  cette  désignation 
^  cette  remarquable  propriété  des  ovales  de  Descartes,  qui  n^ont  pas  été  signalées 
^Qi  la  Note  du  Mémorial,  bien  qu'elles  soient  classiques  et  données  dans  de 

C)  ^oit Bulletin,  l.  XI,  p.  aji. 


diDi  non  Traité  de  la  lamiire.  Deicartea,  il  ettTml,  ne  les  ■  pu 
m«nt,  et,  dinsla  mite,  d'iutras  géomètrei  learoDttronTid'înléi 
J.  Heruhel  lei  ■  appelées  lignei  aplaaéliquti  (uni  abemlio 
luage  en  Optiqae.  Quetelelleur  ■  découvert  de  liognlUrea  et  ci 
Voir  auMi,  i  ca  lujct,  le  livra  ds  H,  P.  Serret  :  De$  Métk 
p.  78-80. 

De  la  Noë.  —  Mémoire  sur  un  procédé  de  Ggurë 
l'hypothèse  de  la  lumière  ohlique.  {3a9-365,  i5 

L'emploi  d'une  métbode  géométrique  suieeptible  de  d^ni 
relief  du  terrain  remonte  b  peiae  aui  première!  années  da  n 
port  de  la  Commitaton  de  iSoi  eonitata,  en  eSet,  qu'k  celte 
Génie,  k  pea  prés  seul,  employait  pour  cet  objet  la  méthode  J 
tdfer,  tandis  que  celle  dite  det  demi-peripectirrt  consenatt  e 
et qae celle i/«tf^nef(£c/>^  ^on^ ^enle était  inÎTie  par  lapin 

Il  était  naturel  que,  de  cei  trois  métbodes,  la  première  l'em] 
où  l'esprit  scientilique  venait  de  >e  réveiller  avec  tant  d'éclat;  E 
tion  ausai  radicale,  dans  l'art  des  levers,  ne  pouvait  s'exécuter 
tance.  La  Commissioii  de  1801  maiatiat  U  méthode  des  lige 
1>enle  :  malgré  celte  décision.  le  service  du  Génie  conserva  ses  ] 
sirement,  les  Écoles  Polytechnique,  de  Sainl-Cyr,  d'ËUt-majoi 
nieura  géographes,  s«  rendant  h  l'évidence,  entrèrent  dans  la  t< 

L'évidence  avait  conduit  h  l'emploi  des  courbes  boriiontalea, 
sioni  de  la  Commission  de  18011  m*ia  On  ne  pouvait  rompre 
passé,  et,  pour  se  rapprocher  des  méthodes  le  plus  généralem' 
ploja  concurremment  les  hachures,  c'est-ii-dira  les  lignes  de  pli 

Cotte  méthode  parut  simple  et  commode  à  la  Commissioa  de 
mais  dès  lors  il  o'j  avait  plua  de  place  sur  les  Csrtes  pour  des  1 

Telle  est  l'origine  du  sjstème  suivant  leqnel  a  été  rédigée  la  ' 
Dépdt  de  Is  Guerre,  système  malheureux,  dont  on  eût  reconnu 
vénicnts,  si  l'on  avait  écouté  les  avertissement  de  H.  le  colonel 

Pour  remédier  k  ces  inconvénients,  l'auteur  du  présent  Hé 
méthode,  k  la  fois  simple  et  précise,  de  teinter  les  Caries,  en  s 
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complète,  en  Géométrie,  en  Mécanique  et  dans  les  Sciences 
ippHquées.  (369-389,  24  figures). 

Od  m  rappelle  le  succès  de  la  brillante  et  féconde  décourerte  de  ces  assemblages, 
fri  permettent  de  tracer  rigoureusement  la  droite  et  un  grand  nombre  de  courbes 
il||ébriques.  Le  célèbre  parallélogramme  de  Watt  n'était  qu'une  solution  approxima- 
tifs do  tracé  de  la  ligne  droite  :  il  remplaçait  le  segment  de  droite  par  un  arc,  très- 
iBoBfé  et  trés-aplati,  de  la  courbe  à  longue  inflexion  décrite  par  un  point  du  plan 
àiijBtème  articulé.  La  solution  rigoureuse  avait  été  regardée,  et  même  démontrée, 
BiBme  impossible;  cependant  elle  a  été  réalisée,  et  d'une  manière  extrêmement 
riaple,  an  moyen  d'une  combinaison  de  deux  tiges  égales,  réunies  à  un  losange 
Btinlé,  auquel  sa  propriété  fondamentale,  de  déterminer  deux  segments  en  ligne 
Mtedont  le  produit  soit  constant,  a  fait  donner  le  nom  &* inverseur, 
Aijoard*hui,  ce  remarquable  dispositif  est  universellement  répandu.  Les  études 
fe  MM.  SylTcster,  Hart,  Kempe,  Liguine,  ont  contribué  à  son  perfectionnement. 
Noos  ne  saurions  les  reproduire  ici,  et  nous  nous  bornerons  à  rappeler  que  la  dé- 
MTertede  M.  le  colonel  Peaucellier  a  été  honorée,  en  18741  du  prix  de  Mécanique 
delà  fondation  Montyon,  que  lui  a  justement  décerné  l'Académie  des  Sciences.  Le 
li|»port  relatif  à  ce  prix  se  trouve  dans  le  même  numéro  du  Mémorial  (p.  366- 


dHgnon  (G.).  —  Note  siur  quelques  travaux  récents  relatifs  à  la 
théorie  des  voûtes.  (394-398). 

Gtlte  Note,  ainsi  qu'un  Rapport  académique  inséré  dans  le  même  Tome,  expose 
biéeeata  progrès  que  les  recherches  de  MM.  A.  Durand-Claye  et  Peaucellier  ont 
Ul  laira  à  la  théorie  des  voûtes.  Les  travaux  de  M.  le  colonel  Peaucellier,  dans 
Mte  dernière  voie,  méritent  une  attention  toute  spéciale.  Le  Mémoire  qui  les  ren-* 
kmê  a  été  déjà  aignalé  à  nos  lecteurs,  à  propos  du  t.  XXIV  du  Mémorial.  (Voir 
Ubfûf,  t.  XI,  p.  334.) 

l'emploi  du  polygone  funiculaire,  la  détermination  graphique  des  limites  des 
9maém  qui  correspondent  au  glissement  de  la  voûte  sur  un  joint,  dans  un  sens 
I  dans  l'autre,  la  construction  d'une  courbe  auxiliaire  dont  la  sous-normalé 
iiaH  la  poussée  amenant  la  réaction  mutuelle  à  toucher  l'intrados  ou  l'extrados, 
proeédé  suivi  pour  déplacer  la  réaction  mutuelle  et  la  faire  rentrer  à  distance 
mmiable  dans  l'intérieur  du  bandeau,  constituent  autant  d'applications  élégantes 
■  prineipes  de  la  Géométrie  et  dit  la  Statique. 

igué.  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  les  applications,  à  la  défense 
les  places,  de  l'eau  employée  comme  moyen  de  transmission  de 
ravail.  (399-507,  28  figures). 

Principe,  description,  disposition  et  emploi  de  l'organe  mécanique  inventé  par 
r  Armstrong,  et  auquel  a  été  très-justement  donné  le  nom  d* accumulateur . 
Le  Mémoire  en  question  fait  connaître  les  applications  diverses  de  ce  nouvel 
V(ine. 

engin  [A.-N,).  —  Mémoire  sur  l'organisation  des  chantiers  des 
forts,  à  Toul.  (5o8-584,  a4  figures). 


Tome  I  (avril  i877^vril  1878). 
Rédhion  de  la  Société  astionokique  de  Londres,  1 

(-4)- 

Brett  {J.  ).  —  Dessin  de  Copernic.  {4)- 

Huggins  C^-)-  —  Pholograpbie  du  spectre  des  eu 

Lc>  es«ui«  comnieiieés  en  i863  n'ont  donné  de  boni  réiultiti 
L'appareil  amplojé  consiste  eu  un  léteacope  A  miroir  métaliiqui 
glûii  de  diamètre,  et  en  on  apeclroacope  i  pente,  lentille)  de  qi 
tpath  d'Islande.  La  plaque  «it  préparée  avee  du  colladion  *ee 
■en  bellci  étoilna,  la  durée  d'eipotilion  varie  de  un  quartd1ieur< 
DTec  las  étoiles  moins  brillantes,  elle  peut  s'életer  ï  nne  ou  dea 

Lu  Note  do  M.  [luf;Qins  cit  accompagnée  d'una  reproduction  i 
de  B  d«  In  Lirre. 

Gill{D.).  — Notes  sur  la  déteriniaation  de  la  parai 
(7-3). 

L'nuteur  débute  par  uns  claaùfiRation  de*  mëlbod»  qoi  peui 
lultat  cherché  : 

I*  Héttaodea  théorîquet  ddduileide  la  eonaidéralion  dumoun 
de  Mars  et  de  Véoui  si  de  l'inéijalilé  parallaetlque  de  la  Lune. 


(■)  Le  Journal  de  M.  Cbriitie  eat,  pour  eenx  qui  désirent  être  i 
Taui  des  aitrODome*  anglais,  anconiplément  indiapanuble  aiu  V 
deroièrei  lont  nn  procèa-verbal  olBeiel,  où  toute  dlwuision  eat  *o 
■les  aélDcea  de  la  Société  astronomique  et  donnent  in  exreiuo  laa 
Inea;  YOiiervaloiy  se  fait  l'éebo  des  diacusclons  qui  se  prodniaeni 
dlecusaloos  parfois  fort  tmporlantea  et  toujours  très-intéreiaanlaa  i 
t/otieti  étant  analysées  dans  le  BidUtia,  nous  noua  bomcTDDaâDU 
niére  sommaire  ces  discussions. 
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2°  MéUiodes  pratiques,  comme  la  mesure  directe  de  la  parallaxe  de  Mars  ou  d'une 
pdite  planète. 
3*  Méthodes  physiques  résultant  de  la  mesure  de  la  constante  de  l'aberration  et 
«ieliTitcsse  de  la  lumière  par  des  expériences  de  laboratoire. 

U  considération  du  mouvement  du  périhélie  de  Mars  de  1673  à  l'époque  actuelle 
a  donné  à  Le  Verrier  :r  =  8,866. 
Lei  changements  de  latitude  de  Vénus  pendant  le  dernier  siècle  ont  également 
donné  à  Le  Verrier  w  =  8,853. 
Enfin,  d'un  siècle  d'observations  de  cette  dernière  plan  été,  le  célèbre  directeur  de 
rObsenratoire  de  Paris  a  déduit  tt  =8", 809. 
La  parallaxe  solaire  est  donc  connue  à  o'^^oi  près  et  toute  méthode  qui  ne  pourra 
eoBdoire  à  la  même  exactitude,  dans  laquelle  il  y  aura  des  erreurs  systématiques, 
«(  (foi,  appliquée  par  deux  calculateurs  différents,  ne  conduira  pas  au  même  résultat 
nnérique  doit,  par  suite,  être  repoussée.  La  méthode  de  l'inégalité  parallactique 
de  la  Lune  est  dans  ce  dernier  cas. 

Darwin  [G. -H.).  —  L'hypothèse  de  la  nébuleuse  cosmique  et 
lobliquité  des  axes  de  rotation  des  planètes  sur  le  plan  de  leurs 
orbites.  (13-17). 

Krmingham  («/•).  —  Sur  la  variabilité  des  étoiles.  (17-18). 

L'auteur  l'attribue  &  un  anneau  de  matière  nébuleuse  tournant  autour  de  l'étoile. 

Tupman  (G.-L.).  —  Note  sur  la  comète  I,  1877.  (18-19). 

Tiipman{G.'L.).  —  Note  sur  le  bolide  du  17  mars  1877.(19-20). 

Pritchard  (C).  — Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  II  de  1877.  (20-ai). 

^Éditeur.  —  Notes  sur  la  comète  d'Encke,  les  taches  solaires  cl 
les  protubérances,  Tétoile  temporaire  de  1866,  le  catalogue 
d'étoiles  rouges  du  P.  Secchi.  (21-27). 

Mexoeàivdà  astronomique  pour  mai  1877.  (28-29). 

^(irth[^.).  — Éphéméride  pour  les  observations  physiques  de 
Inpiter  et  de  la  Lune  en  mai  1877.  (3o-32). 

ttanorr  de  la  Société  astronomique  de  Londres  le  1 1  mai  1877. 
(33-38). 

Diicassion  sur  la  stabilité  de  l'héliomètre  de  lord  Lindsay. 

^  (/).).  — Notes  sur  la  détermination  delà  parallaxe  solaire. 
Partie  n.  (38-44). 

Ruminant   le  degré  d'exactitude  de  la  constante  d'aberration  de  Struve  et  les 


5.). 

Lecky  [R.-J.).  —  Bolide  du  6  avril  1877  en  Angl 
L'Editeur.  —  Notes  sur  la  dcviation  de  la  vertical 

longitude  d'Ogden  (Utah),  la  construction  des 

(53-58). 

MEMOitiNDA  astronomique  pour  juin  1877.  (59-61) 

Marth  {■^■).  —  Ephémérides  pour  les  obscrvatioi 
Mars,  Jupiter  et  la  Lune  en  juin  1877.  (62-64). 

SandeBaJihuyzen  [E.-F.  v.  â.). —  Éphéoiéride 
de  1877.  (64).  [Winnecke.] 

RÉunion  de  la  Société  ASTnonoifiQVE  de  Londres, 

(tiD-70). 

Pritchard  (C).  —  Note  sur  le  mouvement  du  pér 

(71-73). 

Pritchard  (  C  ).  —  Aberration  planétaire  ou  oomi 
Gill  (D.).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  ps 
ParUeUI.  (74-8a). 

Ce  Iroiaièmo  Chipitre  Mt  eonucrë  ï  l'eiamen  da  la  mélhodc 
M.  Gill  montre  que  In  tarme  et  les  dimeaiioni  de  U  Terra  (on 
npproiimatlon  telle  et  que  lei  méthodes  pour  1«  dôtenniDitiei 
longituil»  sont  ibue  exactei  pour  que  la  ■ituation  réciproqui 
teura  soit  liiée  avec  une  rigueur  amplement  luffiunte  pour  le 
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Memo&a^da  astronomique  pour  juillet  1877.  (P^'P^)- 

Denning  [TF'.-F.).  —  Points  radiants  pour  juillet.  (94)- 

Marth  (^-).  —  Éphéniérides  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil,  de  Mars  et  de  Jupiter  en  juillet  1877.  (95-96). 

\  Société  Royale  Astronomique. —  IVIodification  dans  le  mode  d'élec- 
tion du  Conseil.  (97-100). 

Gill[D,).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  IV.  (101-106). 

M.  GUI  expose  les  principes  de  la  mélhode  de  Halley  relative  aux  passages  de 
.  Véouel montre  les  difficultés  que  Ton  rencontre  danssa  réalisation  soit  par  l'obser- 
ration  directe,  soit  par  l'observation  photographique. 

Denning  [Jf.^F.),  —  Note  sur  la  variation  diurne  du  nombre  des 
étoiles  filantes.  (106-107). 

Kmtt  (G.).  —  Mesure  du  diamètre  du  cercle  de  diffraction  des 
étoiles.  (107-109). 

L'auteur  propose  d'observer  des  étoiles  doubles  et  de  réduire  le  diamètre  de  l'ob- 
JKlif  jusqu'à  ce  que  le  premier  anneau  brillant  passe  par  le  compagnon;  il  a  fait 
<pielque8  essais  de  la  méthode. 

fntchard  {€.).  —  Compte  rendu  annuel  des  travaux  de  l'Obser- 
vatoire de  l'Université  d'Oxford.  (109-1 13). 

Notice  nécrologique  sur  G.  Santini.  [E.  Dunkin].  (ii3-i  i4)* 

Christie  (  TV.-H.^M,).  —  Note  sur  l'activité  solaire.  (114-119). 

Cest  un  résumé  des  travaux  de  M.  Janssen  et  des  spectroscopistes  italiens. 

I'Ïditeur.  —  Notes  sur  les  spectres  des  trois  premières  comètes  de 
1877  et  les  relations  entre  les  taches  solaires  et  les  variations  di; 
la  déclinaison  magnétique.  (119-122). 

^OEAiiDA  astronomique  pour  août  1877.  (i  23- 124). 

*^cnning  (  W.-F.).  —  Points  radiants  pour  août.  (i25). 

^ûtA  {A,).  —  Éphémérides  .pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune,  de  Mars,  de  Jupiter  et  de  Saturne  en  août,  (i  26- 

ia8). 

Bull  des  Sciences  math.,  a«  Série,  t.  III.  (Juin  1879.)  ï.  7 


d'un  spcclroscope  fomié  de  pluaieura  prismes  ou  d'an  réieau. 
spectre,  on  coiistati;  que  Iph  lignes  «ont  déplacée*  ;  le  dêpUcen 
le  lens  que  doit  produire  la  rotation  du  Soleil,  maiiia  gnodeu 

Erch  (  Tf'etUworth).  —  Dosci-iption  de  l'Observa  ta 
lui  h  SlRiiingloii  Bray.  (lî^-iS;). 

L'Ohierva luire  rcnfcrinc  un  équntoriil  de  7;  poucei,  faitantr 
pour  M.  Dawflj. 

Notice  nécrologique  surL.  Heiss.  [Dunkia].  {i37- 

'  AnNALEsderObsurvatoiredcMoscou.  Vol.IlI;ia-4 

Brelt  (/.)-  —  Lcllrc  sur  la  Société  Royale  Asln 
.4J). 

Uunt{G.].  — Rcinai-qucs  sur  la  mesure  du  diam 
anneau  de  dillraction  des  étoiles.  (i45-i46). 
M.  Dawcs  a  aulr^rois  meiuré  ce  diumètre  par  Ira  procédé*  1: 
Gill  {D.).  —  Visite  à  l'Observatoire  do  Hallcy  t 

(147-148). 

'  L'F^DiTEiiR .  —  Notes  sur  les  observations  angl 
l'exactitude  des  déterminations  télégraphiques  < 
passage  de  Vénus  en  i88a,  la  nouvelle  inétbode 
du  professeur  Laugicy,  Hypérion,  la  possibilit 
de  passages  saus  erreurs  persounellcs.  (i4S-i54 
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Todd(D.-P.),  —  !Note  sur  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 

(161.164). 

Denning  [TF^.-F,), —  Note  sur  les  observations  des  étoiles  Glantes 
d'août  1877.  (i64-i66). 

*Airy'  (G.'B.).  —  Observations  du  passage  de  Vénus  en  1874  par 
les  expéditions  anglaises.  [Cbristie].  (166-173). 

*  AnskLEs  de  l'Observatoire  de  Moscou.  —  Observations  photomé- 
triques,  par  M.  W.  Ceraski.  (173-174). 

jUl  (D,).  —  Lettre  écrite  de  TÂscension.  (175-176). 

}ûr€  [J.'E.j, — 'Variabilité de  l'étoile  R(^)  de  l'Hydre.  ('76-177). 

lassell {Tf\) ,  —  Note  sur  l'offre  de  son  lélescope  pour  l'Observa- 
toire de  Melbourne.  (  1 78- 1 79  ) . 

*  Hall  [A,],  —  Notes  sur  les  satellites  de  Mars.  (181-182). 

ÉaiPSB  DE  LuME  du  23  août  1877.  —  Résumé  de  diverses  observa- 
tions sur  le  spectre  de  la  partie  éclipsée.  (182-184)- 

*  Draper  {H.).  —  Découverte  de  l'oxygène  dans  le  Soleil  [Ame- 
rican Journal,  Âugust  1877).  (184-18:")). 

Memorakda  astronomique  pour  octobre  1877.  (186-187). 

^hming  (F.'TF.),  —  Points  radiants  en  octobre.  (188). 

wfA  [A.).  —  Éphémérides  pour  l'observation  pbysique  des  pla- 
nètes en  octobre  1877.  (189-192). 

Darwin  [G.-H,),  —  Densité  interne  des  planètes.  (193-197). 

^lummer  {J.-J.). —  Note  sur  les  phénomènes  physiques  de  l'éclipsé 
deLuuedu  23  août  1877.  (197-199). 

'^îriwood  (/?.).  —  Relation  entre  les  moyens  mouvements  des 
l^aire  satellites  intérieurs  de  Saturne.  (199). 

Relation  très-simple,  mais  empirique. 

^oncE  nécrologique  sur  Le  Verrier.  [E.  Dunkin].  (199-206). 

R.7. 


Ifewcomb  {S.).  — Période  des  satellites  de  Mars  etn 
nète.  (3i3-ai4)> 


tion  du  Miellite  eil 
Mi*M  de  Utn~ 


Cramton  (T.).  —  Nouvelle  méthcHie  de  distances  li 
ai5). 

Drejer{J.-L.'E.).  —  Remarques  sur  )a  distributî 
d'après  I  es  zones  de  Bonn .  (316). 

Caproa[J.-R.).  —  Note  sur  1  éclipse  de  Lune  du 
(aif>-ai8). 

*  HaU{ji.).  —  Rotation  deSatiime.  (aiS-aig). 

Li  dorée  de  la  routioo  Mt  de  lo^if-iS'.S. 

*  ^o^e/(ff.-C.).  —  Eiretdc  la  rotation  des  étoiles  3 

(Monthly  Notices  A.C  mars  1877}.  (230-aai). 

*  Stone.  —  Observations  faites  au  Cap  en  1874-  (>3 

'  Mouchez. —  L'auréole  autour  de  Vénus  (  Coni/>/ 
séances  de  tjicadémie  des  Sciences,  t.  LXXXV, 

*  Beslhuber  et  Strasser.  —  Catalogue  de  ^So  étoi] 
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Marà[A.),  —  Ephémérides  pour  Tobservatioa  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  en  noveaibre  1877.  (228-230). 

RÉoiioif  DE  LA  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  novembre 

1877.  (^3 1-237). 

DiiCiusioD  entre  MM.  Adams,  Airy  et  Nelson  sur  la  théorie  de  la  Lune. 

M?«o/i  (£*.).  — Note  sur  les  observations  physiques  de  la  Lune. 

'    1238-242). 

Ltutear  fait  un  appel  pressant  aux  astronomes  et  à  tous  ceux  qui  ont  des  lunettes 
deSà  10  pouces  d'ourerture,  afin  d'étudier  d'une  manière  précise  la  surface  de 
ootre  satellite  et  de  décider  la  question  des  changements  possibles  de  cette  sur- 

Denning  [F.'TF',),  —  Note  sur  les  étoiles  filantes  d'octobre  du 
groupe  des  Orionides .  (  243-244  )  • 

GiU[D.),  — Lettre  écrite  de  l'Ascension.  (244-245). 
Flammarion  {€.),  —  L'étoile  triple  0  de  Persée.  (245-246). 

Le  catalogue  de  Smyth  renfermerait  une  erreur  relativement  k\a  position  de  la 
troisième  étoile  du  groupe. 

Capron  [J.-R.  ).  —  Remarques  sur  les  lignes  brillantes  découvertes 
dans  le  spectre  solaire  par  M.  Draper.  (247-248). 

Bamebj  {T.),  —  Remarques  sur  Saturne  et  ses  satellites.  (248- 

aïo). 

N.  Barneby  a  m,  le  aa  octobre  1877,  Fombre  de  Titan  passer  sur  la  planète. 

Plummer  (/.-7.).  — Note  sur  la  distribution  des  étoiles.  (25i-253). 
^wiÀi/i  (£".).  —  Mouvement  propre  de  35 11  Groombrîdge.  (253). 

Us  mouvements  propres  sont  : 

Ascension  droite -^  o*,o5o. 

"  Déclinaison -+-0*',  o/|. 

^ppolzer,  Plantamour  et  R,  Wolf,  —  Jonction  télégraphique 
des  triangles  géodésiques  autrichiens  et  suisses.   (254-255). 

^chmidt  {J.-F.'J.),  —  Note  sur  la  comète  II  de  1877  (Win- 
^ecke).  [Astronomische  Nacliriclitenjn^^\i&).  (256). 

"*Ki«oaAiiDA  astronomique  pour  décembre  1877.  (257-258). 


Réunion  dk  la  Société  Astrohomiqi^e  de  Londres 
1877.  (264-272). 

.4dams  [J.-C.  ).  —  Note  sur  le  mouvement  des  d( 

(272-273). 

Gill{D.).  — jN'otcs  sur  la  détermiuaiïon  de  la  p 
Partie  VI.  (ayS-aSo). 

Cctic  dernière  Noie  dùbuta  par  une  cliacussion  de  I*  mëtlioi 
point  de  vue  Ihënriquc  et  auBii  lu  point  de  vue  de  i>  racililéd 
mînatioa  des  erreurs  d'obHerrïtions  pur  leur  répétitioD,  le  ] 
corrects;  mail  les  riiductioni  reposent  toutes  sur  U  dél«nDin. 
instrumanUlee  (valeur  de  l'échelle  des  distances),  et  l'on  peut 
dnns  cRlte  dé  terminât  ion  des  erreurs  sjaLëmBtjquei  que  tes 
n'climi Dent  pas.  M.  Cili  pense  donc  quel*  méthode  héljométrii; 
l'ilc-mème  tous  les  caravtéres  do  rigueur  néccssairo. 

L'auteur  donne  donc,  parmi  toutes  les  méthodes  proposées 
méthode  dus  difr.'rcnces  de  déclinaison  de  Hlars,  et  surtout  à 
M.  Oalle,  des  dilTorences  de  position  des  petit»  planète*  par 
voisines  prises  pour  points  de  repère.  La  mi-snrc  hélioinétriq' 
planète  aua  étoiles  lui  semble  une  opération  d'une  eiactitude. 
il  est  tncile  de  faire  disparaître  toutes  tes  erreurs  lystématiqu 

Kirhwood  [D.). —  Les  satellites  de  Mars  et  l'Iiypo 
leusc-  cosmitjue.  (280-282). 

La  rotation  du  satollile  intérieur  de  Mars,  eniiroa  trois  Tois 
de  1:1  planclc,  n'est  pas  une  objection  à  la  théorie  cosmique  de 

Tupman  [G.-L.).  —  Le  bolide  du  aiî  novembre  1 
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Capron(J.'It,).  — Observation  du  passage  de  l'ombre  de  Titan 
sar  Saturne  le  9  décembre  1877.  (288-289). 

Teimant  (J.-F.),  —  Note  sur  le  passage  de  Vénus.  (290-291). 

Corder  [H,  ).  —  Remarques  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre  et 
décembre  1877.  (291-292). 

*  Tempel,  — Nébuleuses  découvertes  à  Arcelri  [Astron,  Nach,^ 
n"2i38et2139).  (292-294). 

*  Tisserand,  —  Masse  de  l'anneau  de  Saturne.  (  Comptes  rendus, 
t.LXXXV),  11M6.  (294-295). 

*  Hrj  [G»'B,).  —  Observations  deGreenwîch  pour  1875.  (296). 

*  Undsaj  [lord),  — Publications  de  l'Observatoire  de  Dun-Echt. 
;    T.  IL  (,97). 

[IbifORAMDA  astronomique  pour  janvier  1878.  (298-300). 

Ikmdng  {JV.-F,),  — Points  radiants  pour  janvier.  (3oi). 

?Jfart/i(^.).  —  Epbémérides  pour  l'observation  physique  de  la 

'   Loue  et  des  planètes  en  janvier  1 878.  (  3o2  ). 

f. 

;  llcBioif  DE  LA  SociÉTÉ  ASTRONOMIQUE  de  Loudres  le  1 1  janvier  1 878. 

(3o3-3i4). 

Sdiuster  (^.).  —  Note  sur  la  présence  de  l'oxygène  dans  le  Soleil . 
(3i5.3i6). 

M.  Schiister  a  déterminé  les  longueurs  d'onde  des  lignes  du  spectre  de  l'oxygène  ; 
le  Tableau  suivant  résume  le  ré&ultat  de  ses  expériences  et  les  longueurs  d*onde  des 
)t{Qes  correspondantes  du  Soleil  : 

Oxygène.  Soleil. 

a 6i56,86  6166,70 

^ 5/|35,55  5431^00 

y 5339i4i  5339,^0 

0" 4367,62  4367,58. 

^coïncidence  est  très-grande  ;  mais  les  lignes  dcToxygène,  à  basse  température, 
Paraissent  un  peu  moins  réfrangiblcs  que  celles  du  Soleil. 

T 

^Pfnan  [G.-L,).  —  Notes  sur  le  bolide  du  23  novembre  1877, 
^ ^pres  les  observations  faites  en  Angleterre.  Partie  1.  {SiG-'ià-j), 


3a7). 


imparant  leirëaulutsde  Mt  déterminatloni phota 
l'épiée  iTec  les  gnndaiira  iadiquëei  [mt  Argelani 


Graver  {€.).  —  Observalioa  de  l'ombre  de  Tïtau 
9  décembre  1877.  (Saj-SaS). 

*  F'ogel.  —  Note  sur  la  photométrie  desdiverscs  p 
et  l'absorption  de  l'attnospbère  solaire  (Mi 
K.  jikad.  d.  ffissensch.  Berlin,  1877,  marcb.). 

'  Acadéhib  de  ViensE.  —  Prix  pour  la  découver 

(33.). 

*  Stone.  —  Catalogue  des  étoiles  observées  au  Cap 
(33 1 -33a). 

*  Le  Kerrier.  —  Tables  d'Uranus  et  de  Neptune. 

'  Flatntnarion.  —  Les  mouvements  propres  et  1 
étoiles  (Comptes  rendus,  t.  LXXXV,  n"  10, 18, 

Ellerjr  {H.-L.].  —  Observation  d'un  satellite  de  M 
1877.  (335). 

Memodanda  astronomique  pour  février  et  mars  18; 

Denning  {  fF.-F.  ).  —  Points  radiants  pour  févriei 
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Tupman  (C^L.).  —  Le  bolide  du  23  novembre  1877.  Partie  II. 
(35i-355). 

Les  éléments  de  l'orbite  parabolique  sont 

1  =  0,    a  =  i54%    y  =  0,471, 
mouTement  direct. 

*  Flammarion  (  C  ) . —  Les  terres  du  ciel .  i  vol .  în-8**.  Paris,  1 877. 
(355-358). 

*  Chamhers  (G.-/^.  ).  —  Handhook  of  descriptive  Astronomy. 

Third  édition.  Oxford,  1877.  (358-36o). 

Neison  (£*.).  —  Réflexion  spéculaire  de  la  surface  de  Vénus.  (36o- 
366). 

M.  Neison  pense  que  les  effets  attribués  à  une  réflexion  spéculaire  sur  Vénus 
sont  dus  à  la  présence  autour  de  la  planète  d'une  atmosphère  épaisse  et  dense.  Ces 
idées  sont  contredites  par  M.  Christie  dans  une  Note  qui  suit  la  Lettre  de  M.  Neison. 

Denning  (  W.-F,).  —  Remarques  sur  Texactitude  de  ses  détermi- 
nations de  points  radiants.  (366-368). 

Baclhouse  [T.-TV.). —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre. 
(369-370). 

Drejrer  [J,'L."E.), —  La  forme  spirale  des  nébuleuses.  (870-371). 

M.  Tempel  avait  émis  l'idée  que  la  forme  spirale  donnée  par  lord  Ross  à  plu- 
ûeun  nébuleuses  était  due  à  une  illusion  d'optique  provenant  d'une  sorte  de  pulsa- 
tion de  la  lumière.  M.  Dreyer  pense  que  cette  forme  est  bien  réelle. 


♦     Tf 


Birmingham  (./.).  —  The  red  stars,...  Observations  et  Cata- 
logues d'étoiles  rouges.  I  vol.  Londres,  1877.  (372-373). 

*  Kirkwood  (/>.).  —  On  the....  Sur  Tâge  relatif  du  Soleil  et  de 
quelques  étoiles  fixes  [Amer.  Philos.  Soc).  (373-374). 

^lain  [R.).  —  Radcliffe....  Observations  faites  à  TObscrvatoire 
^'Oxford  en  1875.  (375). 

*  EMOBARDA  astronomique  pour  mars  et  avril  1878.  (376). 

^^^ing[W.'F.).  —  Points  radiants  pour  mars.  (377). 

^^th  (^.).  —  Ephéraérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
*^"  et  des  planètes  en  mars  et  avril  1878.  (378). 


Drcuj.  toya-jyoj. 

*  Lohrmann(W.-G.)- — Mondcharte....  Carte 
a5  p1ai)ij1ies,  avec  un  texte  explicatif  par  J.- 
Leipzig,  1878.  [E.  Nt'ison].  (396-399). 

Snwyer  (E.-F.  ).  —  Nombres  relatifs  des  étoiles  : 
versus  grandeurs.  (399-400). 

Voici  la  résultat  moyen  àes  calculs  raili  aur  ce  «ijct  par  MM. 
et  Sawjrer  : 


MojenDC 3,o  io,6  17,4  34.9 

Chrislie  [W.-H.-M.].  —  Instructions  pour  le  pass 
du  6  mai  1878.  (4oo-4oa). 

Notice  nécrologique  sur  le  P.  Secclù.  (4o3-4"3). 

Te.mpel  (^■)-  — Sur  la  forme  spirale  des  nébuleu 

Réponae  aux  rritiq opaque  M.  Drryer  avait  faites  do  aon  tran 

j4lhop  (  W.-J.).  —  Remarques  sur  1  de  la  Petite  C 

L'étoile  CEI  tiaiblca  l'œil  nu;  oLserntlon  confirmée  par  M.  C 

*  Holden.  —  Mouvement  propre  de  la  nébuleuse 
{American  Journal,  décembre  1877).  [E.  D.].  {4 

*  Godward.  —   Corrections  to....   Correction  di 
{:ÛTi:&  {Monthlj  Notices,  \aut\eT  1878).  [E.  D.]. 
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*  Lochyer  i  N.).  — Discouer'y.,..  Découverte  des  métaux  rares  dans 
le  Soleil  (Comptes rendus,  t.  LXXXV,  n°5).  (409-41^)* 

*  Hennessey .  —  Tlie  Ingonometrical,,.,  Rapport  sur  les  progrès 
de  la  triaugulation  de  l'Inde  en  187J-1876.  (4i  i-4i3).  [D.  G.]. 

*  Hall.  —  The  south,,..  La  tache  polaire  sud  de  Mars  [uéstron. 
A'ac/i.,n«»  2174  et  2178).  (4i4). 

Memoramda  astronomique  pour  avril  et  mai  1878.  (4i3)* 

Denning  {TV,-F.),  —  Points  radiants  pour  avril.  (4'7)- 

Marlh  (^/.).  —  Epbémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  en  avril  et  mai  1878.  (4 18). 

Tome  II;  (avril  1878-raai  1879). 

KtuHioN  DE  LA  SociÉTÉ  AsTRONOMiQUE  deLondfcs  le  1 2  avril  1878. 

(.-i3). 

Int«ro9sante  discussion  entre  le  capitaine  Abncy  et  M.  de  La  Rue  sur  les  photo- 
graphies de  la  partie  ultra-rouge  du  spectre  solaire  et  les  procédés  qui  permettent 

<ie  l'obtenir. 

Gould  [B,'A.),  —  La  Photographie  céleste.  (13-19). 

I  M.  Gould,  faisant  l'historique  des  progrès  de  la  Photographie  astronomique,  rap- 

"'  pelle  d'abord  les  essais  faits  on  i85o,  sons  la  direction  de  W.-C.  Rond,  avec  le  grand 

^quatorial  de  Cambridge  ;  on  obtint  des  images  de  la  Lune  ainsi  que  de  Vega  et  de 
^stor.  L'image  de  cette  dernière,  qui  est  double,  parut  allongée.  En  i854»  on  pho- 
tographia l'éclipsé  de  Soleil  du  36  mai;  enfin,  en  1867,  M.  Whipple  obtint  à  Cam- 
>>ridge  des  images  d*Alcor  et  de  Mizar,  de  la  Grande  Ourso,  assez  parfaites  pour  per- 
°i^tre  des  mesures  de  la  position  du  compagnon  de  la  dernière. 

^  essais  de  Draper  à  New- York  et  de  M.  de  La  Rue  à  Londres  sont  connus  do 
»oal  le  monde. 

*^pQis  i8G4y  M.  Rnthcrfurd,  en  employant  un  objectif  achromatique  pour  les 
'^T'^ns  chimiques,  obtient  de  magnifiques  photographies  des  principaux  amas  d'étoiles, 
i         "^^taminent  des  Pléiades  et  do  Prapscpe. 

^  partir  de  1873,  des  travaux  analogues  ont  été  faits  à  Cordoba,  et  Ton  a  obtenu 

**  photographies  de  l'amas  X  du  Navire  (i85  étoiles)  et  de  17  d'Argo  (180  étoiles), 
^*i  nue  des  vues  nombreuses  des  planètes  Jupiter,  Mars  et  Saturne. 

^^'iing(TP\-F.),  —  Noie  sur  le  nombre  pour  100  des  étoiles 
"*^nics  des  diverses  grandeurs.  (20-21). 


1 
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92  SECONDE  PARTIE. 

Nous  reproduisons  dans  son  entier  le  Tableau  de  M.  Denning  : 

Nombre  pour  loo  des  étoiles  des  diverses  grandeurs. 

Ordre  de  frandaar  * 

Époque  Claue  I.  Clft»MlI.        CltsellI.      C1«m«  IV. 

de«  Sapérleare*  j 

OlMerTatears.         obterratloos.     à  la  première.  i**  rrandeur.   a*  srandear.  3*fmde«r.«i 

Schmidt 1843-1868  3,8  i4,6  18,0  31, 3 

Denza 1869  3  4  ^>\  '3,3  3?yO 

Zezioli 1867-1870                »  11,5  »  3o,8  37,1 

Sawyer 1868-1877  3,8  10,7  17,0  33,4 

Corder 1871-1878                »  8,3  »  18, 4  29,6 

Tupraan 1869-1871  3,6  11,3  i5,5  34,7 

Denning  . . . .  1876-1877  3,9  7,3  19,0  34,7 

Konkoly 1871-1876  4»^  >4»^  ^iy3  34*9 

Schiaparelli..           1S73  3,i  13,7  33,0  35,i 

Heiss i833-:875  3,1  19,3  35,7  ^^»^ 

Weiss 1867-1R74  1,9  11,5  24»^  33,3 

Lucas 1869-1877  3,5  31,1  36,8  38,0 

Tan^^er 1871                    »  9,3  ■  9.3  16, 3 

Moyenne..       1833-1878  3,8  11,9  30, a  36,3 

Dre^'er  i^J.-L.-E,).  —  Réponse  à  M.  Tcmpel  sur  la  forme 
des  nébuleuses.  (âa-aS). 

Corder  {H,).  —  Note  sur  la  couleur  des  étoiles  filantes.  ( 

Lweing  et  Dewar,  —  On  the, . . .  Sur  le  renversement  des  lî 
vapeurs  métalliques  [Proceedings  of  the  R.  Society^  t.  ] 

(25-27). 

Christie.  —  Notes  sur  le  futur  passage  de  Mercure  le  6  m 

(27-28). 

Memoranda  astronomique  pour  mai  et  juin  1878.  (  ap-So). 

Denning  [TV, -F,),  — Points  radiants  pour  mai.  (3i). 

Marth  (-r^.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique 
nètes  en  mai  1878.  (Sa). 

RÉuinoN  DE  LA  Société  Astronomique  de  Londres  le  lo  m 

(33-45). 

Discussion  entre  MM.  Airy,  Rutherriird,  Dunkin,  Proctor,  Ranyanl,  1 
Christie  sur  les  anneaux  brillants  vus  autour  de  Mercure  pendant  son  ] 
6  mai. 
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Aity  (G.-i?.).  —  TJie  interior.,..  L'intérieur  de  la  Terre;  extrait 
d'ane  adresse  à  l'Association  du  Cumberland  pour  ravanccment 
des  Sciences.  (45-52). 

Abbadie  (A,  d'  ).  —  Note  sur  les  cbangemculs  de  direction  du  fil 
aplomb.  (52-54). 

lâamé  des  obsertationB  faites  de  1867  ii  1872  à  Abbadia  avec  le  Naditane. 

Johnson  [S,-J.) .  —  Noie  bistorique  sur  les  principales  occultations 

de  Mars.  (54-55). 

XoTiCE  nécrologique  sur  le  Rév.  Main.  [C.  Pritcbard].  (55-56). 

*  Capron  (/?.)•  —  Photographed Pbotograpbies  de  cent  trente- 
six  spectres  de  métaux  ou  de  gaz  reproduits  par  Tautotypie.  i  vol. 
liOudres,  1877.(56-59). 

Pritchard  [C.)  et  Mathison  (/?.).  —  Observations  du  passage  de  Mer- 
cure le  6  mai.  (59-60). 

Surnham  (5.-^.).  —  Note  sur  le  compagnon  de  S  de  TEcrevisse. 

(60^1). 

Les  mouvements  du  compagnon  et  de  l'étoile  principale  s'effectuent  suiTant  des 
lignes  droites  parallèles. 

* Idveing et  Dewar.  —  On  the.,,.  Sur  le  ren\ ersement  des  lignes 
spectrales  des  vapeurs  métalliques.  IP  Note  [Proceedings  of  the 
/î.  Society).  [M.-L.  H.].  (62-64). 

Rosse  (lord).  —  Polarization  of....  Polarisation  de  la  lumière  de 
la  Lune  et  de  Vénus  [Proceedings  oj  the  Royal  Society) .  (65-66) . 

Pritchard  (C). — j1  stronomical Observations  astronomiques 

faitesàrObscrvatoîrede  TUniversité  d'Oxford.  N*»  1.  1  vol.  m-8*'. 
Oxford,  1877.  (66-67). 

*  Perrari.  —  Éruption  solaire  du  7  novembre  1877  [Spettrosc. 
^^liani^   iSyy,  novembre).  (67-68). 

^Dreyer  [J.-L.'E.). — Supplément  to....  Supplément  au  Catalogue 
S^néral  des  nébuleuses  de  Herscbel.  (69). 

•'Ikhouakda  astronomique  pour  juin  et  juillet  1878.  (70). 


iRntes  da  l'ox^gèDe  diDi  te  ipcclre  aolaire. 
Knott  (G.).  —  Notes  sur  l'étoile  variable  U  du  Cj 
L>  période  eit  de  4^  jours. 

£>enm>;g^(rr.-/'.). —Le  bolide  du  7  juin   1878 
(90-93). 

*  j4irj[G-~V-). —  RapportsurlesiravauxdcGree 

1878. (93-96). 

*  Newcotnb.  —  Tbe  mean Le  moyen  mouvcm 

(Amer.  Journal of  Science,  1877,  novembre).  [E. 

*  Fogel{H.-C.).  —  Der  Sternhau/eri...  L'am^  I 

I  vol.  in-4"-  Leipzig,  1878.  (100-101). 

Mehohandà  astronomique  pour  juillet-août  1878.  (1 

Denning  (  JV.-F.).  —  Notes  sur  les  météoreB  de  jui 

Marth  (A.).  —  Epltémérides  pour  l'observattoa pb 
nètes  en  juillet-août  1878.  {io4)- 

Ledger  (E.).  —  L'^ritbmétîcjue  élémealairc  et 
éclipse  totale  de  Soleil.  (io5-iio). 

Doberck  {^■)-  — Les  étoiles  doubles.  (110-116). 

L'auteur  indique  rapidemeot  l'histoire  de  l'oburTation  de*  H 
cute  Im  métbodes  propoi^iparHeracbal,  Sararj,  Tbleleet  lui- 
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Kirlwooil  {l^')'  —  Remarques  sur  la  date  acTolitliiquf^du  1 5»- 1 3  no- 
\euibre.  (i  18-121). 

La  nnit  du  13-1 3  novembre  donne  un  nombre  de  chutes  de  pierres  ou  de  bolides 
détonants  presque  double  de  la  moyenne.  Le  point  radiant  de  ces  météores  n'est 
\>as  le  Lion,  et  ils  ne  font  pas  partie  du  {groupe  des  étoiles  filantes  du  i/|  no- 
vembre. 

Sawyer  (E.-F.).  —  L'étoile  variable  R  du  Bouclier.  (121-122). 

I     A\ry[G,'B.).  —  Note  sur  la  distorsion  des  images  du  photoliélio- 

graphe.  (122-123). 

Boss  [Lewis), — Diulley  observ^atoiy..,.  Rapport  sur  la  situa- 
tion et  1  état  actuel  de  l'Observatoire  de  Dudley.  (i  24-1 25). 

The  Transit.,,.  Le   passage   de  Mercure  du  6  niai  1878^  obser- 
vations diverses.  (  1 26-1 27). 

*  Cornu  [A.).  —  Actions  magnétiques  et  électriques  de  Tatino- 
splièrc  solaire  (Comptes  rendus,^  t.  LXXXVI,  n®  8).  (128-129). 

*  Sione  (O.).  —  Cincinnati  Observations Observations  faites  à 

(Cincinnati  en  1877,  (i3o). 

Denning[TF.'F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'août.  (i3i-i32). 
^IttioRAKDA  astronomique  pour  août  et  septembre  1878.  (1 33- 134). 

^lanli  [A.),  — Éphémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  août  et  septembre  1878.  (i34-t36). 

^«^'  [R.'S.).  —  Parallaxe  de  la  6i«  du  Cygne.  (137-139). 

^observations  faites  à  Dunsinli  de  juillet  1877  à  juin  1878  ont  donné  à  l'auteur 

J^oberch  [TV.).  —Les  étoiles  doubles.  Partie II.  (i4o-i44). 

^  auteur  examine  les  méthodes  de  calcul  de  Y.  Villarceau  et  de  Klinkerfucs. 

^'^ton-Pigott  [G.'JV,),  —  Note  sur  la  détermination  de  la  col- 
'i^ation  diurne   d*un   instrument  réversible  au  moyen  d'une 
^Uelle  divisée  placée  à  distance.  (i44"*4^)- 

^    ^hill[J,).  — Note  sur  la  mesure  de  la  distance  des  étoiles 
^^'Ubles.  (i40-i5i). 


passé  cl  leur  prt'scnl.  i  vol.  I»ndres,  1 878.  [J.  Bn 

Piitckett  (  C- TF.\.  —  Le  passage  de  Mercure  le  6  1 
lâo). 
Observation  du  pai»i|>ede  Mercure  à  Glai^w  (HÎHOuri);  fhi 

Capron  (J.-H,).  —  Kole  sur  l'éclipsé  de  Lune  du 

Swift  (i.  ).  —  Noie  sur  la  découverte  supposée  c 
M.  Watsou.  (161-162). 

L' ÉCLIPSE  TOTALB  DE  Soleil  du  29  juillet  1878.  (16a 
Réaumé  d«  obicrvaliona  phyilquea  faitM  eu  Amérique. 

Hotetscheh.  —  Élétueuts  de  la  comète  découverte 
M.Swift.  (i63). 

Denning  {W.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  se 
i65). 

Memohinda  astronomique  pour  septembre  et  octobr 

Marth  {j4.).  —  Ephémérides  pour  l'oLservaûon  pi 
uètes  eu  septembre- octobre  1878.  (167-168). 

Doberch  {fF.).  —  Les  étoiles  doubles.  Partie  UL  | 
ÉlémenU  de  I  3i3i,  y  de  la  Couronne  boréale,  f  de  laBillnot 
p  d'Éridan,  S1768,  %  ila  Bouvier. 
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/««(««(F.-C.). —L'éclipsc  de  Soleil  du  29  juillet  1878.  (187- 

Defcrîption  de  la  couronne,  observée  à  Denvcr. 

Tmp€l{TF.),  —  Note  sur  la  réapparition  de  lacomète  II  de  1873. 

Christie.  —  Notes  sur  la  découverte  de  Vulcain,  Téclipsede  Soleil 
du  29  juillet  et  Téclipse  de  Luue  du  1  a  août.  (193-197). 

*  FogeL  —  Note  surTétoile  nouvelle  du  Cygne.  (198-199). 

*  Wolf(R.).  — Les  taches  du  Soleil  et  les  variations  magnétiques. 
(Astron,  Mittheilungen,  n**  46).  (199-201). 

n 

Jstrand.  —  Carte  céleste.  (201-202). 
Notice  nécrologique  surE.  Quetelet.  (202).  [E.  D.]. 
Denrdng  (TV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'octobre.  (ao3-2o5). 
Memoranda  astronomiques  pour  octobre-novembre  1878.  (206). 

Marth  [A.).  — Épliémérides  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil  et  des  planètes  en  octobre-novembre  1878.  (  207-208). 

Doberck  (?^.).  —  Les  étoiles  doubles.  Partie  IV.  (209-217). 

Klémeots  de  r  d'Ophiiichus,  X  d'Ophiuchus,  41  <lu  Bouvier,  rj  de  Cussiopéc,  /a*  du 
^vier,  36  d'Andromède,  9  de  la  Couronne  boréale,  a  des  Gémeaux. 

^Sfrjipe  (O.).  —  Observations  de  Poulkova^  t.  IX,  1878.  Obser- 
^'^lions  d'étoiles  doubles.  Partie  IL  (217-223).  [A.-W.  Down- 

^^in  [W.-T.).  —  L'étoile  variable  T  de  la  Couronne  et  l'Astro- 
*^omie  populaire  de  M.  Newcomb.  (223-225). 


tiyth  (/.).  —  Note  sur  l'éclat  relatif  de  Vénus  et  de  Mercure. 
(aa5-226). 

^conjonction  des  deux  planètes  le  qS  septembre  1878  a  donné  à  l'auteur  Toc- 
^'oa  cIq  mesurer  leur  éclat  relatif.  L'éclat  de  Vénus  est  environ  deux  fois  et  demie 
••"«de  Mercure. 

^»*U.  des  Sciences  math.^  a*  Série,  t,  III.  (Juillet  1879.)  R  .8 


*  Draper  (J.-C).  —  Discovery  of....  Découvert! 

du  spectre  solaire  qui  répondent  aux  lignes  de  l'i 
Journ.,  1878,  octobre).  (332-334)- 

Notes  sur  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  99  juillet  tl 

*  Gould.  —  Tlie  climate —  Le  climat  de  Cordobi 

taches  solaires,  (^mer.  yourn.,  1878,  jtùn).  ( 

*  Barclay.  —  Leytonastrononiical....  Observatioi 

de  Leyton  ;  vol.  IV,  1878.  (aSS-aSg). 

Giedhilt  [J.).  —  Position  des  étoiles  doubles  à 
vembre.  (n'ig-n^^). 

Denning  {Jf.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  1 
a43). 

MEM0itUiD4  astrononuques  pour  novembre-déco  ni 

Marthi^^.).  —  Épliéméridcs  pourl'observaUon] 
nètes  pendant  )c  mois  de  novembre  1878.  (24S 

RiuHion  DE  LA  Société  Astronomique  de  Londrei 
1878.  (a47-a6a). 

Remarque*  de  M.  Airy  aur  11  ddcouTerte  faite  par  H.  Gill  qi 
d'équation  penonnelle  entre  l'obserTatioD  méridienne  d'étoi 


l 
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U  conronne  a  été  de  dimensions  très-réduites  et  la  totalité  de  sa  lumière  était  de 
la  lamière  solaire  réfléchie  par  des  particules  solides  ou  liquides  enveloppant  le 
Soleil  comme  un  anneau  de  météores;  dans  les  éclipses  précédentes,  on  avait  con- 
itatè  l'existence  d'une  lumière  propre  à  la  couronne.  Les  observations  américaines 
oot  encore  démontré  que  la  polarisation  de  la  couronne  décroît  rapidement  lorsque 
r<Hi  s'éloigne  du  Soleil. 

*  Bazlej  (jr.-6\).  —  The  stars,.,.  Les  étoiles  dans   leur  course. 

1  vol.  Londres,  1878.  (266-268). 

Gledhill  (/.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  décembre.  (269- 

270). 

I 

:   Denning  [W.-F.).  —  Noies  sur  les  météores  de  décembre,  (ayo- 

Corder  [H,).  —  Observations  des  étoiles  filantes  d'octobre  1878. 

(272-273). 

*  Soret.  —  Recherches  sur  l'absorption  des  rayons  ultra-violets 

pardiverses  substances.  (^rc/iiVe^rfe  Ge/ièç'e,  août  1878).  (273- 
274).  [M..L.  H.]. 

*  Boss  [L,], —  The  transit,,,.  Le  passage  de  Mercure.  (274-275). 

Dtns  une  Communication  à  l'Institut  d'Albany,  M.  Boss  a  démontré  que  les  ob- 
Krntions  du  dernier  passage  de  Mercure  étaient  favorables  à  rezistence  d'une 
^ète  intra-mercurielle. 

Marth  (-^.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  décembre  1878.  (277-278). 

BiciKOM  DE  LA  SociÉTÉ  AsTRONOMiQUE  de  Loudrcs  le  i3  décembre 

1878,(279-295). 

J^ratt  [H,).  —  Note  sur  le  nouveau  cratère  signalé  par  M.  Klein 
3U  nord  de  Huygens.  (  296-300  ). 

^  prétendu  nouveau  cratère  est  une  dépression  très-faible  dont  le   fond  est  un 
1^  obscur  ;  il  est  difficile  à  voir.  D'anciens  dessins  et  des  photographies  faites  par 
*-  ^utherfurd  en    1878  montrent  l'existence  d'une  tache  sombre  dans  ce  même 
point. 

^^^ose  {F,'C,),  —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  météo* 
^cjues.  (3oo-3o2). 

^-^  couronne  solaire  serait  due  à  des  anneaux  météoriques  éclairés. 

R.8. 


1 5  juillet  1878.  {307-309). 

Pritchett  (  C.-W.) .  —  Note  sur  la  transparence  de  I' 
du  grandes  altitudes.  (3o9-3ia). 

Tebhutt  {J.  ).  —  Remarques  sur  les  ëdipses  du  dcu: 
de  Jupiter.  (3ii). 

•  Clarhe  (colonel).  —  Tlie  figure —  La  figure  de  la 

Mag..  août  1878).  (3ia-3i4). 

'  Lochyer  et  Scfiustei:  —  77ie  solar —  L'éclïpse  te 
du  6  avril  i8;5.(P/u7.  Tiam.,  1878).  (3i4-3i6) 

Johnson  [R.-C-).  —  INote  sur  son  Observatoire  c 
(3i6). 

*  Gyldén.  —  Détermination  de  la  parallaxe  moyeui 
de  diverses  grandeurs,  (A'ierte//a/i»'M<:/tri/i</er.//jii 
(3i7-3i8). 

Stokes.  —  An  accurate....  Méthode  exacte  pour  déte 
port  de  dispersion  des  objectifs  [Proc.  Boy.  Soc, 

Newton  {H. -A.).  —  Tlie  origin....  L'origine  des  cou 
Journ.,  1878,  septembre).  (3i9-32'j). 

Marlh  {A.). —  Positions  du  satellite  de  Pîeptimc  en 
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Dbcassion  entre  MM.  NeUon,  de  La  Rue,  Christie,  Noble  et  Gill  snr  les  changc- 
nenu  foupçonnéa  par  le  D'  Klein  dans  les  régions  de  la  Lune  voisine  de  Uuygens. 

Discussion  entre  MM.  Plummer,  Christie,  Ranyard  et  Nubie  sur  les  phénomènes 
physiques  des  occultations  d'étoiles. 

Sawyer  (E.'F.).  —  Les  étoiles  filantes  du  a3  au  3o  novembre 
1878.  (339). 

*  Abney  [TV.  de  Tf'.).  —  Photographie..,.  Le  procédé  de  Témul- 
sioD  en  Photographie.  (34o-344)-  [J-  Brettj. 

Gledhill[J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  février.  (  344*34^)  • 

Deming  [TF.'F.). — Notes  sur  les  météores  de  février.  (345-346). 

Struve[0.).  — Remarques  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
àPoulkova.  (347-349). 

M.  Struve,  répondant  à  quelques  critiques  de  M.Downing,  explique  qu'il  n'a  pas 
mployé  à  ses  mesures  le  micromètre  à  double  image  de  M.  Airy,  parce  que,  à 
l'époque  où  cet  instrument  a  acquis  une  perfection  suffisante,  ses  mesures  étaient 
àtlk  entreprises,  et  qu'il  ne  lui  parait  pas  prouvé  qu'il  soit  plus  exact  que  le  mi- 
cromètre à  fils. 

Bin[W.'R,).  —  Note  sur  le  cratère  du  D*"  Klein  voisin  deHuygcns. 

(349.351). 

Schusler  [^ .) . —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  météoriques. 
(351-352). 

locljrer  [J.'N,).  —  Quels  sont  les  éléments  des  corps  composés  ? 

^      (353-355). 

■    ^<wi/i  (-^.).  —  Épliémérides  des  deux  satellites  extérieurs  d'Ura- 
ûusen  février  et  mars  1879.  (355). 

"^^OîAUDA  astronomiques  pour  février  et  mars  1879.  (356). 

'^^^«lON  DE  LA  Société  Astronomique  de  Londres  le  i4  février  1879. 
(3J7-363). 

^oberch[TF.).  —  L'inventeur  de  la  lunette.  (364-37o). 

/" inventeur  de  la  lunette  est  Jean  Lapprey,  de  Middelbour(;,  qui  obtint  un  privi- 
'^«  des  ÉUto  de  Hollande  en  1608. 

^*^^U [H .'C ,) .  —  Note  sur  les  observations  astronomiques  faites 


M.  RuMcll  e*t  aecompi^ëe  d'un  detsin  do  lignei  Toltinet 
heure*  du  jour,  qui  montre  tré>-l>icii  quelle*  *ont  celle*  de  c< 
origine  atmosphérique. 

'  Flammarion  (C).  —  Catalogue  d'vloîlcs  doublt 
1878. {376-380). 

GtedhiU{J,  ).  —  Étoiles  douLles  h  observer  euma 

Denning  {W.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  m 

Downing  [A. -TV.). —  Remarques  sur  les  mesures  < 
par  M.  O.  Slruve.  (383-385). 

Répon*o  «ui  objections  que  M.  O.  Strure  irait  failes  i  l'ei 
k  double  Image  pour  la  mesure  de*  étoile*  double*.  M.  Don 
riorité  de  re  dernier  aur  In  micromètre  à  Bli,  en  inroquant  li 
chcrehea  de  M.  Barclay  à  Lcyton. 

*  Newcomb{S.). — Researcheson....  Recherches  si 

de  la  Lune,  i  vol.  Washington,  1878.  (386-388 

■  Holden{A.-P.).  —  The  Sun-spot....  Le  cycl 
laircs.  [AletropoUtan  scientific Association).  (3 

*  Pickering.  —  Rapport  sur  les  travaux  del'Obsci 

vard  Collège  en  1878.(391-393}. 

Alarûi  [A.].  —  Ephéméride  des  satellites  d'Uraiii 
1879.  (393). 

Memorahda  astronomiques  pour  mars-avril  1879.  { 
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tnEOt  dtns  le  Celestial  cycle  de  ramiral  Smyth;  la  mémoire  de  l'amiral  Smyth  est 
défeodne  par  tous  les  orateurs. 

Trouvelot  {E.-L,).  — Note  sur  quelques  taches  observées  sur  Ju- 
piter le  25  septembre  1878.  (410-412)- 

^Schmidl  (J.-F.'J,).  —  Carte  de  la  Lune.   (4i3-4i5).  [J.  Bir- 
mingham]. 

Gledhill[J.).  — Étoiles  doubles  à  observer  en  avril.  (4i5-4i6)- 
Ikming  (JV.^F.),  — Notes  surles  météores  d'avril.  (4i6-4i8). 
EUery  (  R.-L.-J.).  —  Spectre  de  m  d'Argo. 

*  Sclimidt  [J.'F.-J,),  —  Observations  d'étoiles  variables.  (Astron. 
Nadir,,  no-  2213  à  2227).  (419-420). 

*  Lœwy  {M.).  —  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  de  la  flexion 
des  instruments   méridiens.    {Comptes  rendus,  t.  LXXXVII, 

n»  24).  (421). 

*  GaiUot.  —  Note  sur  un  changement  annuel  de  la  latitude  de 
rObservatoire  de  Paris.  (  Comptes  rendus^  t.  LXXXVII,  n*  19.  ) 

Tacchini,  —  Visibilité  de  la  couronne  solaire  en  plein  jour.  (4^3- 

4î4). 

Marth  [A.).  —  Éphéméride  des  deux  satellites  extérieurs  d'Uranus 
poar  avril-mai  1879.  (4^*5). 

^IsHOBAKiDA  astrouomiqucs  pour  mai  1879.  (4^6).  G.  R. 


^IfPTES  RENDUS  heboouadaires  des  séances  de  l'Acadéuie  des  Sciences. 

Tome  LXXXYIII;  1879,  i"  semestre. 

N<>  16-,  21  ifril. 

^*iaud.  —  Observations  des  phénomènes  des  satellites  de  Jupi- 
^^,  faites  à  l'Observatoire  de  Toulouse  en  1878.  (8o3). 


'i')='^nr.i'yi. 


/[p,(x)]  ûUnt  eo  quo  doiunl  /(«)  quand  on  y  remplace  u 
sùi'ie  cal converj^iito,  «Ile  diiDiiit  une  toiiclicm  F(f  ]  qui  puatèdi 

F[î(-r)]-F(x). 


Jainin  (•/.}.  —  Sur  la  lumière  électrique.  (839). 

Goiirncrie  [de  la).  —  Sur  dos  critiques  relatives  ù  t 
entreprises  pour  déterminer  la  direction  de  la  pn 
arelies  obliques.  (832). 

Borchardt  {€.).  —  Sur  le  choix  de»  modules  daoi 
byperellipliques.  {834)- 

Dans  les  intégrale»  eltiptiquei,  lo  module  peut  Mm  déDnl  lou 
rérentei  qui  l'accorilent  pourtant  ontièrement,  l'une  algébrique 
coniidùratîoD  des  valeura  pour  letquellei  l'éTaDouit  le  radical 
rinléQralo,  l'autre  tranMondante,  qui  donne  la  racine  carrée  di 
de  quotient  do  deux  roncliona  9  à  ar^ment  léro. 

C'est  la  première  de  cea  déilDilioiia  que  Richelot  a  étendue  au: 
elliptiques}  main  les  modules  qu'il  introduit  n'ont  aucune  anal 
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Tempel.  —  Observation  de  la  comète  périodique  II,  1867  (Tem- 
pel) ,  faite    par    M.    Tempel    à   l'Observatoire  de   Florence. 

(849)- 

Gjldén  (//.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le 

problème  des  deux  corps.  (85o). 

Eo posant  t=.f{u)  dans  les  équations 

on  obtient  deux  équations  diflerentiolles  où  la  variable  u  remplace  le  temps  t  ;  on 
peot  ensuite  établir  entre  «  et  r  telle  relation  que  Ton  voudra  ;  M.  Gyldén  exa- 

mine  le  cas  où  Ton  pose  /'{u)  =  fir,  fir*,  ^r*,  fi  étant  une  constante;  dans  les 
dox  premiers  cas,  u  représente  l'anomalie  vraie  ou  l'anomalie  excentrique;  mais  la 
troisième  supposition  est  particulièrement  intéressante,  parce  qu'elle  permet  d'ex- 
priner  les  coordonnées  du  mobile  en  fonctions  elliptiques  de  la  variable  u,  liée 
^Ue-mème  au  temps  t  par  une  équation  simple. 

Picard  (E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  non   uniformes. 

(832). 

t'aoteiir  donne  le  moyen  de  trouver  un  développement,  valable  pour  tous  les 
points  du  plan,  d'une  fonction  d'une  variable  complexe  n'admettant  que  trois 
Nntssin(;uliers;  sa  méthode  s'applique,  par  exemple,  aux  fonctions  qui  naissent  do 
Hotégration  de  l'équation  différentielle  linéaire  à  laquelle  satisfait  la  série  hypergéo- 

•D^trique.  Il  y  montre  d'abord  comment  la  substitution  z  =  e)  permet  d'obtenir, 
ponr une  fonction  n'ayant  à  Tintériour  d'un  cercle  dont  l'origine  est  le  centre  qu'un 
i^uipoint  singulier  situé  à  l'orif^ine,  un  développement  valable  pour  tous  les  points 
du  cercle;  puis,  en  s'aidant  des  recherches  de  M.  Fuchs  sur  l'équation  différentielle 

linéaire  qui  relie  les  quantités  K  et  K'  au  carré  z  du  module  de  la  fonction  ellip- 

K' 
^ne  et  sur  la  fonction  z  de  q  définie  par  l'éçalité  q  =.  e        K  ,    fonction    holo- 
morphe  dans  le  cercle  de  rayon  égal  à  i  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  il  parvient 
*  U  solution  du  problème  qu'il  s'est  posé. 

^ictet  (/?.).  —  Démonstration  théorique  et  expérimentale  de  la 
définition  suivante  de  la  température  :  a  La  température  est 
i*eprésentée  par  la  longueur  de  l'oscillation  calorifique  des  mo- 
lécules d'un  corps  ».  (855). 

^^^rhouze.  —  Sirène  à  régulateur  électromagnétique.  (858). 

"^^dré  [Ch,),  —  Sur  un  mode  d'enregistrement  continu  de  la 
direction  du  vent.  (.858). 


la  duplicalion.  (88a). 

Les  formulei  de  la  iranirarmitinn  de  Luiil^n  établiaient  uno 
ordre  entre  dM  foDCtiona  doublement  périodique!  au  module  — 
module  k.  En  composant  lei  Tormules  de  Ijnden  aTee  celte*  d< 
imaginaire  élémentaire,  lea  ronclioaa  donblement  périodiquei 
changent  en    d'autrei  au  module    *'.  On  parrlent  donc,  par  ce 

module  )  = p  ;  J'eipreailon -^  ayant  la  propriété  que,  ■ 

de  aultc,  elle  ramène  le  module  firimitif  Jf,  il  eit  clair  que  II  U 
aidérée,  appliquée  deui  foli,  produit  la  duplication.  M.  Borcban 
logue  de  celte  propriété  dans  lei  Tonctiona  hyperelliptiquet;  I 
laquelle  il  parrienl  jouit  de  celle  propriété  que  lea  modulei  pi 
lei  modulei  tranarorméa  i,,  i,,  i„  modnlei  dêHnia  par  l'auteor 
38  iTril,  aont  lléa  eatn  eui  par  lea  équationa 


qui,  appliquées  deui  Toti  de  lulte,  font  retomber  >ur  le  tnoilule 

Mannîieîm  {A.).  —  Dé Icrmî nation  géométrique  des 
surface  de  l'onde.  (902). 

Jordan  {€.).  —  Sur  l'équivaleiice  des  formes  algéb 
Deux  farniei  k  n  Tarlablu  de  degré  m,  à  coeIScieat*  réala  v 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  107 

Gasparis  [A,  de).  —  Sur  le  calcul  des  perturbations.  (go8). 

Siacci  (F.).  —  Sur  un  théorème  de  Dynamique.  (909). 

Lorsqu'on  point  pmrcourt  une  courbe  plane,  si  l'on  décompose  la  force  en  deux, 
l'une  passant  par  un  point  fixe  quelconque,  l'autre  suivant  la  tangente,  la  première 
est  proportion nelle  au  rayon  vecteur,  au  cube  inverse  de  la  distance/»  du  point 
fiieà  la  tangente  et  à  une  fonction  arbitraire;  la  seconde  est  proportionnelle  au 
earré  inverse  de  la  distance  p  et  à  une  autre  fonction  arbitraire,  qui  est  la  dérivée 
psr  rapport  à  l'arc  de  la  première  fonction  multipliée  par  le  rayon  de  courbure. 

N»  19-,  12  m. 

Chevreul  {E.).  —  De  la  vision  des  couleurs  et  particulièrement  de 
Tinlluence  exercée  sur  la  vision  d'objets  colorés  qui  se  meuvent 
circulairement  quand  on  les  observe  comparativement  avec  des 
corps  en  repos  identiques  aux  premiers.  (9^9)* 

Mouchez.  —  Cartes  de  la  côte  de  Tunisie  et  de  Tripoli.  (pSo). 

Goumerie  {de  la),  —  Sur  l'histoire  de  la  théorie  de  la  poussée  au 
vide  dans  les  arches  biaises.  (pSa). 

Borchardt.  —  Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonc- 
tions hyperelliptiqucs  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  pro- 
duisent la  duplication.  (955). 

La  transformation  hyperelliptique  imaginaire  et  du  second  ordre  exposée  dans 
U  téance  précédente  n'est  pas  la  seule  qui  jouisse  du  caractère  particulier  qui 
ttt  considéré  par  l'auteur  :  il  existe  une  grande  variété  de  ces  transformations  et 
pvmi  elles  se  trouvent  un  certain  nombre  de  transformations  réelles;  parmi  ces 
ornières,  TH.  Borchardt  étudie  spécialement  celle  qui  lie  entre  eux  les  résultats 
<^Gôpel  et  de  M.  Rosenhaln. 

Callandreau  (O.).  —  Sur  les  moyens  employés  par  M.  Gyldén 
pour  régler  la  convergence  des  développements  trigonométriques 
i^préseutant  les  perturbations.  (960). 

Gyldén,  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le  pro- 
blème des  deux  corps.  (963). 

Suite  de  la  Communication  du  28  avril.  L'auteur  montre  comment  les  expressions 
V^"^  a  trouvées  pour  les  coordonnées  d'un  mobile  attiré  vers  un  centre  fixe,  sui- 
^t  U  loi  de  Newton,  s'appliquent  encore  lorsque  l'excentricité  est  plus  grande 
^ue  l'anité  et  même  lorsque  la  force  est  répulsive. 

^ndré  {D,).  —  Développements  de  séc  x  et  de  tangx.  (965  ). 

Hè^Ie  pour  former  directement  les  coefficients. 


io8  SECONDE  PARTIE. 

Mouton.  —  Sur  deux  applications  de  la  méthode  de  IVEM.  Fizcau 
et  Foucault.  (967). 


JOURNAL  fUr  die  reine  und  angewandte  Matuematik,  herausg^eben  vui 

C.-\V.  BORCIIARDT  ('). 

Tome  LXXXIV;  1878. 

Frohenius.  —  Sur  les  substitutions  linéaires  et  les  formes  biJi- 
néaires.  (i-()3). 

Dans  les  recherches  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques  en  elles-mêmes 
un  s'est  borné  jusqu'à  présent  à  considérer  le  cas  (^encrai,  et  Ton  n'a  épuisé  que  pour 
les  formes  ternaires  les  exceptions  que  subissent  les  résultats  dans  certains  ca»  5pe^ 
ciaux  (Rachmann,  t.  LXXVI,  p.  33i  ;  Hermito,  t.  LXXVIII.p.  335  du  même  Recueil]^ 
c'est  pourquoi  M.  Frobenius  a  cherché  à  combler  cotte  lacune,  qui  se  trente  anf.  ^ 
bien  dans  la  démonstration  dos  formules  qu'ont  données  MM.  Cayley  (t.  XXXE^ 
p.    119)  et  Hermite  (t.   XLVII,  p.  309)  pour  les    coefDcicnts  de  la    subslituti^:>] 
que  dans  les  réflexions  faites  par  M.  Rosancs  (t.  LXXX,  p.  ô'i)  sur  le  caractère    d 
la  transformation.  En  remplaçant  les  formes  quadratiques   par  des  formes  sjnm^s 
triques   bilinéaires,   l'auteur  fut  porté  à  étendre  ses  recherches    h  des  formeti  al 
ternées.  La  question  relative  à  l'cxistonce  de  représentations  rationnelles  analoçii^i 
pour  la  transformation  de  toute  forme  bilincaire  à  variables  cogrcdientes  en  elle- 
môme  est  encore  à  examiner  do  plus  près.  Si  la  forme  est  générale,  c'est-à-dire    fW 
toutes   les  racines  d'une    certaine  équation   sont  toutes   diCférentcs  les  unes  3.ei 
autres,  elle  se  prête  à  une  telle  représentation.   8i(rnalée  par  M.  Christoffel. 

Quand  on  ne  soumet  préalablement  à  une  substitution  linéaire  qu'une  sc'rie  des 
variables  d'une  forme  bilinéaire,  les  coefficients  de  la  forme  primitive  entrent  daai 
les  expressions  pour  les  coefficients  de  la  forme  transformée  tout  de  même  que  1m 
coefficients  des  substitutions.  Donc,  la  forme  étant  regardée  comme  un  opénode 
et  la  substitution  comme  une  opération  qu'on   lui  fait  subir,  dans  le  résultat,  li 
différence  qui  est  entre  l'opérande  et  l'opérateur  se  trouve  être  oblitérée,  de  It 
même  manière  que  pour  la  multiplication  celle  qui  est  entre  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur,  ou  pour  le  calcul  des  quaternions  celle  qui  est  entre  un  syslénede 
deux  droites  dans  l'espace  et  l'opération  de  l'ai  Ion  (vement  et  de  la  rotation  qui  bit 
passer  un  système  de  cette  espèce  dans  un  autre.  Ces  réflexions  ont  décidé  M.  Fro* 
benius  à  traiter  la  composition  des  substitutions  linéaires  au  lieu  de  la  transfonn- 
tion  des  formes  bi linéaires. 

S  1.  Multiplication.  —  S  ^*  Division.  —  §  3.  Fonctions  rationnelles.  —  $  4.  Difl«- 
rontiation.  —  $  5.  Formes  décomposables.  —  §  6.  Équivalence.  —  J  7.  Similitadf' 
—  §  8.  Transformation  des  formes  bilinéaires  en  elles-mèmea.  —  $  9.  TraosforBS- 
tion  des  formes  bilinéaires  à  variables  cogrédicntes  en  elles-mêmes. —  $  lO.Tran^ 


(*)  Voir  Bulletin^  a'  série,  t.  ll|  p.  asi. 
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formation  des  formes  symétriques  et  des  formes  alternées  en  ollet-mèmes.  —  S  ^  ^  • 
Étude  des  cas  limites.  —  $  12.  Formes  orthogonales.  —  $  13.  Formes  semblables 
orthogonales.  ~  §  14.  Nombres  complexes. 

HernUte  [Ch.).  — Sur  la  formule  de  Madaurin.   Extrait  d'une 
Lettre  à  M.  Borchardt.  (64-69). 

La  fonction  génératrice  des  sommes 

S(x)^=i"-ha"-h3"-+    ... -t-(x— i)*, 
SAToir 


e   —  I 


1 .2 


se  change,  lorsque  Ton  remplace  îl  par  Hl  et  que  Ton  sépare  les  termes  réels  des 
imaginaires,  en  deux  égalités  d'où  Ton  tire  immédiatement  les  propriétés,  décou- 
vertes par  M.  Malmsten,  des  polynômes  S(x)„.  La  facilité  avec  laquelle  ces  consé- 
qeences  découlent  de  la  forme  trigonométrique  des  fonctions  génératrices  con- 
dnit  à  employer  ces  mêmes  fonctions  pour  établir  la  formule  de  Maclaurin  pour 


r 


Hermite  {Ch.),  —  Sur  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Borchardt.  (70-79). 

•  Je  me  suis  proposé  de  trouver  un  polynôme  entier  F(x)  do  degré  n  —  1,  satis- 
tûttot  aux  conditions  suivantes, 

F(«)=/(a).     P(«) -/'(<«).     •...     F^-'k«)=/— H«). 
F(A)  =  /(A),    ¥'{b)  =  r(b\     ...,     FtM)(*)=/(p-«)(^>, 


^/(jr)ett  une  fonction  donnée.  En  supposant  a-f-/9-t-...-t-il  =  /t,  la  question  est, 
(onme  on  voit,  déterminée,  et  conduira  à  une  généralisation  de  la  formule  de  La- 
pioge  sur  laquelle  je  présenterai  quelques  remarques.  » 

Schendel  [Léopold),  — Contribution  a  la  théorie  des  fonctions. 

(80^4  )• 

^Aadjr,  —  Tables  pour  les  terminaisons  des  nombres  carrés. 

(8M8). 

Jordan  [Camille).  —  Mémoire  sur  les  équations  diflférentielles 
linéaires  à  intégrale  algébrique.  (89-215). 

htroduetion,  —  M.  Fuchs  s'est  proposé  (ce  Journ.,  t.  LXXXI  )  de  déterminer  les. 

"''^«it  types  d'équations  linéaires  du  second  ordre  — -  -4-/(«)  -7-  H-/.  («)"  ^=0 

dont  l'intégrale  générale  est  algébrique.  A  cet  effet,  après  avoir  transformé  IVqua- 


^-+'".(=>  : 


■*/.(■)" 


une  équation  difliircntielle  linéaire  lyiDtponrcoelllcleDMdetf 
dei.ElleauD  nonlm  infini  d«  fonction!  inlêgralei,  chtcune  d' 
par  Ici  Talenn  que  prennent  la  Tonction  et  Ml  m  —  i  premii 
Tilour  iDiliale  de  i.  Cei  intégrales  «ont  loutea  dea  fonction*  I 

Suppoionique  la  variable  décrire  un  contour  fermé  trbib 
lieudra  au  poiut  de  départ,  le*  fonctions  u„  u,, . . .  pourront 
ou,pIu*géncnilemeDl,  auront  été  trantforméaeD  oi,u,-f-^,v,-4- 

«„  |3 K„fl,,..,  étant  des  conttinle*  dont  ledelerminau 

des  *alMtiUitiou« 

correepondanle*  aux  divers  rontoun  Termes  que  l'on  peut  IrM 
mera  le  groupe  de  l'équation  diffârentislle  propiAée. 

Silesditerses  Intégrales  u„  »„...  satisfont  i  des  équatio 
pour  coeSlcieDls  dei  fonctiani  monodromes  de  i,  une  I 
r, u, -t-e,n,'t-.. .  n'aura  qu'un  nombre  Snl  de  valeur*  dlstin 
groupe  de  l'équalion  ne  contiendra  qu'un  pombre  fini  de  snlM 
identité  entre  le*  deui  questions  euiianle*  ; 

!<■  Ënnntérer  les  diters  Ifpes  d'équations  dlférentielles  liné 
toutes  lei  îat^^les  soient  algébriques. 

1"  Construire  les  divers  groupes  d'ordr*  Bni  que  contient  l 

Dans  le  Chapitre  I  du  présent  Mëniairc,  nous  résolvons  ce  si 
le*  équations  iln  second  ordre,  par  une  mélhoda  nouvelle  etd 
d'accord  avec  M.  Klein,  qu'en  debor*  des  groupe*  excluMvemen 
totioas  de  la  rorme  |  x.jrax,  if  \  ou  de  snb*titDtion*  de  et 
avec  un*  *ubstitulion    |  j,J'  cr,  lix  \  ,il  n'Bii*te  que  troi*  type 
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aufuel  toutes  tes  stthsiitutions  sont  permutables^  et  G  aura  pour  ordre  ïf^  f  étmtu 
l'ordre  de  F  et  X  un  entier  inférieur  à  une  limite  fixee^  laquelle  mm  défêimlftm  de  p. 


Cette  propoftition,  qui  ae  diffère  que  par  l'éaoaeé  de  celle  qu'avait  trouvée  M.  Fuchs 
poar  le  cas  où  ^y  =:  3,  peut  encore  §•  formuler  comme  il  suit  : 

TiÉOlÉn  I.  —  Si  mne  équation  différentielle  linéaire 

d^u  d'  •« 

a  toutes  tes  intégrales  algébriques^  ces  intégrales  s'exprimeront  linéairement  par  les 
racines  d'équations  binômes  dont  les  secoruU  membres  sont  des  fonctions  monodromes 
detet  des  racines  d'une  équation  auxiliaire  X  =  o.  Le  degré  de  cette  équation  auxi' 
Urne  sera  inférieur  à  une  limite  fixe, 

Dtns  le  Chapitre  III,  uous  traitons  le  cas  où  //  =3  3.    Ces  résultats,   appliqués 
MX  équations  différentielles,  donnent  le  théorème  suivant  : 

TiÉOEÊHE  II.  —  Si  l'équation  linéaire  du  troisième  ordre 

€Pu       ^    d*u       ^    du 

*  US  intégrales  algébriques,  Véquation  auxiliaire  \  =  o  du  théorème  I  aura  pour 
^^  I,  3,  3,  4>  ^  of  9*  l^f^NS  ce  dernier  caSf  ce  sera  une  équation  hessienne» 

\  Stem.  —  Général îsalion  d'une  formule  de  Jacobi.  (2i6-*2i8). 

Soient,  n  étant  entier, 
s  =i«-+-a«H-3"-t-  ...-+-x*,(/i,  v)  =  -i \  ^  .. •'; 

M  aura 

a-'S,=  («,i)S,,.,-l-(ifia)S^_3-+.(/f,5)S^j-l-.... 

Uehler.  —  >Sur  rappllcatiou  d'une  variété  à  quatre  dimensions  à 
la  déduction  de  systèmes  de  surfaces  orthogonales.  (  aip-aSo). 

Eo  liant  convenablement  une  transformation  qui  se  fait  au  moyen  de  rayons 
vecteurs  réciproques  partant  d'un  centre  réel  à  une  autre  prenant  son  oric^ine  dans 
no  centre  imaginaire,  on  parvient  à  une  substitution  qui,  tout  en  faisant  corres- 
pondre des  éléments  réels  d'une  figure  géométrique  de  l'espace  à  des  éléments  ima- 
fbtires  d'une  autre,  peut  néanmoins  présenter  des  avantages  sensibles  dans  quel- 
les applications.  Ainsi  elle  peut  nous  fournir  le  moyen  de  passer  d'un  système 
orthogonal  composé  d'un  faisceau  de  surfaces  sphériques  concentriques  (imaginaires) 
^  de  deux  faisceaux  de  surfaces  coniques  à  un  système  de  surfaces  (réelles)  de  ro- 
^Uon  et  de  leurs  plans  méridiens,  les  plans  méridiens  correspondant  au  faisceau 
^  surfaces  sphériques,  les  cercles  parallèles  aux  lignes  de  courbure  droites,   les 
^Qrbes  méridiennes  aux  lignes  de  courbure  sphériques.  Le  Mémoire  de  M.  Wan- 
C'oHn,  au  Tome  LXXXII  de  ce  Journal,  m'a  fait  reprendre  la  substitution  mentionnée 
<IoQt  j*ai  fait  usage  il  y  a  longtemps  pour  rendre  plus  accessibles  quelques  calculs 
<|Q*on  peut  encore  effectuer  par  d'autres  procédés,  et,  en  l'étendant  à  un  nombre 
^oeleooque  de  variables,  j'ai  obtenu  quelques  résultats  remorquablos.  En  particulier. 


Cantor  (G.).  —  Une  contribution  à  la  théorie  des' 
258). 

Lg>  recherche*  qu'oTit  tailea  Riemaan  et  HelmholLi,  «t  mprit 
mèlres,  lur  le»  hypotfaèMia  qui  lervent  de  fondemcnl  à  la  Géomé 
|H>int  de  ilépirt  do  1*  dëlinitlon  d'une  Tiriété  conlinue  k  s  d!mei 
le  critère  euentiel  dapi  la  dêpendince  où  «oot  ■«  ëlêmenU  i 
dêpendantei  récll».  continue*,  de  lelle  aortgqus  tout  élément  ' 
lient  à  un  lytléine  admissible  des  x,,  z,, .  ■  ■ ,  x,,  et  vice  -vertm,  q 

iDissibla  de*  -c,,  x, x,  ippartient  k  an  certain  élément  de  Im  i 

Il  réaulte  du  raisounemeul  de  ces  recherches  qu'on  t  admi*  taci 
que  la  correipaDdance  fondamentile  des  éléments  de  la  rarïMé 
valeurs  z,,x„. . .,  z,  Boit  conlioue,  c'eil-k-dira  telle  qu'à  lont«  x. 
petite  du  systètne  de*  Yaleur*  x,.  x,, . . ,. x,  corresponde  une  n 
petite  de  1  elémenl  correspondant,  et  vice  veria.  H.  Cantor  n'a  | 
trancher  In  question  ai  celte  supponition  peut  Mre  considérée  e> 
bien  si  elle  doit  Atre  complétée  par  de*  supposition*  iddîtionne 
pour  que  U  Tormation  en  vue  de  la  notion  d'une  Tarlélé  conltni 
puisse  être  re(;ardée  cammc  k  l'abri  de  taule  contradiction  et  so 
mais  il  se  borne  seulement  k  montrer  que  lorsqu'on  7  renonce 
qu'on  ne  restreini  en  aucune  manière  la  correspondance  entr 
coordonnées,  alors  te  caractère  désigné  par  ces  anteur*  comme  « 
sista  dans  la  dépendance  mutuelle  des  éléments  et  des  coordoni 
à  fait  illusoire,  car,  comme  le  montre  la  recherche,  il  est  potd 
les  éléments  d'une  lariété  continue  k  n  dimension*  ao  majen  i 
réelle  et  conllnuc  (.  Donc  une  surface  cootiniie  oe  se  rafuae  paa 
reipondance  uniforme  et  complète  avec  une  ligne  continue;  la  g 
pour  de*  corps  continus  et  pour  des  fleure*  quelconques  k  ■  dir 

Oodt  (  ÏV.).  —  Sur  la  généralisatiou  steioérienne  <i 
Malfatli.  (a59-a63). 
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Ijimpe{E.).  — Sur  la  généralisation  tVunc  formule  de  Jacobi. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Stern.  (270-27?.). 

Grassmann  [ffermann-Gunther],  —  Application  de  la  science  de 
l'étendue  à  la  théorie  générale  des  polaires  et  au  développement 
des  relations  algébriques.  (273-283). 

Ce  Mémoire  est  le  dernier  travail  de  l'éminent  savant,  qui  décéda  avant  l'impres- 
iion  le  26  septembre  1877. 

N.  Reye  a  développé  ses  idées  très- ft^oon des  sur  la  théorie  des  formes  algébriques 
ctla|pnéralisation  de  la  théorie  des  polaires  dans  une  suite  de  Mémoires  publiés  au 
■ème  Journal.  Les  méthodes  qu'il  a  employées  se  simplifient  beaucoup  par  les  priu- 
(ipes  de  la  Théorie  de  Vétetidtie  {jéusdehnungslehre,  titre  de  l'Ouvrage  principal  et 
trëH)riginal  de  l'auteur,  paru  pour  la  première  fois  en  i8'|/|,  pour  la  seconde  fois  en 
1863),  et  dès  lors  on  voit  de  nouvelles  voies  s'ouvrir  dans  ce  domaine  si  diflicilement 
•oeeuible  et  pourtant  si  fécond. 

Kànigsberger.  —  Sur  des  relations  algébriques  entre  des  inté- 
grales d'équations  difTérentielles  distinctes.  (284-293). 

Undemann.  —  Extrait  d'une  Lettre  a  M.  Hermite,  concernant 
l'application  des  intégrales  abéliennes  à  la  Géométrie  des  courbes 
planes.  (294-297). 

Bermite,  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Lindemann.  (298-299). 

Undemann.  —  Extrait  d'une  seconde  Lettre  à  M.  Hermite,  con- 
cernant l'application  des  intégrales  abéliennes  à  la  Géométrie  des 
courbes  planes.  (3oo-3o4) . 

Wherg[H,),  —  Sur  la  loi  fondamentale  de  TÉlectrodynamique. 

(3o5-33i). 
t 

I  S  t.  Introduction. —  $  2.  Application  des  théorèmes  (i)  et  (2). —  $  3.  Application 

^a  théorème  (3).  —  $  4.  Application  du  théorème  (/|).  I.a  loi  élémentaire  pondé- 
foniotrice  et  électromotrice.  —  $  5.  Détermination  des  fonctions  contenues  dansU. 
U  loi  fondamentale  électrodynamique. 

^oici  le  résultat  de  la  recherche.  Des  suppositions  principales  établies  au  $  1  il 
t'entoit  que,  quand  on  n'a  pas  égard  à  une  force  éventuelle  élcctro motrice  du  bout 
d'an  courant,  l'action  pondéromotrice  et  électromotrice  de  deux  éléments  de  cou- 
'lut  doit  nécessairement  s'effectuer  d'après  la  loi  fondamentale  de  Weber;  de  plus, 
9^  dans  un  courant  électrique  les  deux  électricités  coulent  avec  des  vitesses  égalcA 
^Opposées;  enfin,  à  l'aide  des  hypothèses  accessoires  faites  dans  le  dernier  para- 
^phe,  il  résulte  que  la  loi  fondamentale  de  Weber  est  la  seule  possible. 

^^^ber  {H.).  —  Sur  la  surface  kummérieune  du  quatrième  ordre 
^  seize  points  nodaux  et  sa  corrélation  avec  les  fonctions  0  de 
^cux  variables.  (332-334)' 

Bull,  des  Sciences  math,  a*^  Série,  t.  III.  (Juillet  1879. )  ^'9 


nlori  }ei  dii  nulm  |>cuvenl  èlre  trouvés  par  une  eonitruclloo  liât 

Mertftns  i  FA.  —  Tliéorênics  sur  certains  détermina 
plicatioii  à  la  démonstration  des  théoi-èines  dcPasi- 
clion.  (355-35()). 


ANNALKS  DR  l'Obsbrvatoire  koval  db  Buvkelles;  nonvelle 
mie.  In-J°.  Bruxelles. 

Tomu  I;  1678. 


I.ra  itanalri  de  rObitrvaloire  de  Braiellei  ont  commenté  k  p« 
leur  riiiblicoliou  a  ilepuia  été  caiilintit-c  lani  Intorruplion  par  l< 
Mur  de  robwmtoire,  A.  (jucte)i>l.  Leipmnirri  Volumes  éUicnl 
de  l'ensemble  d«  tnirnux  de  rObiertalalre  et  renrcnnaivnl  Hei 
à  l'AiIronomie  et  k  I»  Méli-orolc<i;je.  I.a  série  actuelle  sera  diTisée 
Astronomie  et  Mcléaroli>|;ii',  el  se  composera  de  deux  publiralioas  | 
pendanles.  M.  Houieau  a  pr-iiso  avec  raiiuu  que  celle  diTision  éli 
sairc  à  Is  suile  du  dcveluppemeul  pris  par  l'une  et  l'aulre  des  sel 
l'objet  des  éludes  de  l'élibliisemenl  qu'il  vient  d'être  appelé  ■  di 

Le  premier  Volume  di-s  Aimalei  aitroHomiquei  rcnrcnnc  deu»  im 
de  H.  Iluuieia.  ayant  pour  titres  :  Vraiiontètrie  générale;  Béfierli 
derAitrouomie. 

Le  mot  Urimontélrie  s'appliqur,  depuis  Ar[[R)ander,  aux  descrj] 
compreiinenl  eirliisivement  les  étoiles  visibles  il  l'œil  nu.  la 
est  crile  de  Bayer  (i(îa3);  puis  sont  vennes  colle  d'Àr^laDder  (tSj 
el  enfln  de  Behniiaon  (i)*j.{)>  qui  a  élendu  au  ciel  austral  le* In 
dfceiseur.  Ces  divers  travaux  avalent  l'îuconvéuleDl  de  n'avoir  pas 
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tard  qo'il  let  a  identifiées  aux  Catalogues  anciens.  Les  déterminations  sont  donc 
originsles  et  contemporaines,  deux  choses  importantes  pour  un  travail  de  cette  es- 

Dus  son  Catalogue  des  Cooo  étoiles  enriron  qui  sont  TÎsibles  à  TcDiJ  nu  et  dans 
PAdtsqui  l'accompagne,  l'auteur  a  suivi  la  division  ordinaire  de  ces  étoiles  en  six 
ordres  ou  grandeurs;  mais  sur  les  Cartes  chaque  grandeur  a  été,  par  une  notation 
typographique  particulière,  divisée  en  deux>  Dans  ces  dernières  on  remarquera  sur- 
toat  le  procédé  ingénieux  suivi  pour  représenter  la  voie  lactée  et  les  nébuleuses; 
redit  da  ciel  y  est  figuré  par  des  courbes  d'égale  intensité  lumineuse,  absolument 
comme  on  figure  le  relief  du  terrain  par  des  courbes  de  niveau  dans  les  CartCH 
lopographiqucs,  et  les  plaques  lumineuses  dans  lesquelles  Herschel  avait  cru  pou- 
voir diriser  la  voie  lactée  deviennent  ainsi  remarquablement  apparentes. 

Hoos  ne  pouvons  suivre  ici  M.  Houzcau  dans  les  détails  qu'il  donne  sur  sa  mé- 
tiiode  d'estimation  des  grandeurs  des  étoiles  et  sur  la  manière  dont  les  courbes 
d'égale  intensité  lumineuse  ont  été  tracées,  mais  nous  pouvons  affirmer  que  les 
précaotions  prises  et  la  méthode  suivie  ne  laissent  aucun  doute  sur  Texactitude  de 
ces  déterminations. 

Comme  conséquence  naturelle  de  ce  travail,  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
de  Kruxelles  a  cherché  la  position  du  pôle  de  la  voie  lactéo  supposée  former  un 
Rrcle  passant  par  les  points  les  plus  lumineux  ;  la  position  de  ce  point  est  : 

Ascension  droite ^''49'"f  i    *   a      .  i      «« 

^.  ,.     .  r  ,         1  Equinoxe  de  i88o,o. 

Déclinaison -+- 27*30  o       ) 

Cette  détermination  diffère  peu  de  celle  qui  a  été  faite  par  W.  Struve,  à  la  suite 

^tH  études  d'Astronomie  stellaire. 

Les  travaux  des  deux  Herschel,  de  W.  Struve  et  d'Ar(}clander  ont  rois  en  évi- 
dence, surtout  pour  les  étoiles  tèlescopiqucs,  une  loi  de  concentration  vers  la  voie 
betée:  cette  même  loi  existe-t-olle  pour  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu?  M.  II ou- 
Kttia  montre  qu'elle  subsiste  et  qu^'à  partir  de  la  trace  médiane  de  la  voie  lactée  la 
densité  des  couches  stellaircs  parallèles  au  plan  de  ce  grand  cercle  va  en  décrois- 
>Uit d'une  manière  graduelle  et  nettement  caractérisée,  et,  résultat  inattendu,  l'in- 
fluence de  la  voie  lactée  est  plus  marquée  pour  les  étoiles  des  trois  premières  grau- 
dears  que  pour  les  trois  suivantes.  Toutefois,  comme  les  calculs  portent  ici  sur  un 
Irés-petit  nombre  d'étoiles,  le  résultat  a  peut-être  quelque  chose  de  fortuit;  mais 
U  remarque  n'en  est  pas  moins  singulière. 

L'ensemble  du  Mémoire  sur  VUraaomét  rie  ne  comprend  pas  moins  de  117  pages; 
il  est  accompagné  d'une  Carte  céleste  en  cinq  feuilles. 

Le  second  des  Mémoires  de  M.  Honzeau  a,  nous  l'avons  déjà  dit,  pour  titre: 
^ptrtoire  des  constantes  de  V Astronomie  ;  il  renferme  271  pages. 

l'es  constantes  dont  les  astronomes  ont  autrefois  fuit  usage,  celles  qu'ils  emploient 
aujourd'hui  sont  souvent  difficiles  à  réunir,  et  la  connaissance  incomplète  de  la 
^bliographie  relative  à  un  sujet  donné  expose  trop  souvent  à  employer  pour  les  dif- 
fêlants  éléments  d'un  même  problème  ou  des  nombres  d'une  exactitude  contes- 
^ble,  ou  même  des  nombres  contradictoires,  s'ils  ne  sont  pas  tous  empruntés  à  la 
^Vït  source  originale.  M.  Houzcau  a  donc  fait  une  chose  ncceissaire,  vraiment 
^ile,  en  groupant  d'une  manière  systématique  les  diverses  constantes  qui  se  rap- 
portent à  un  même  corps  céleste  et  en  indiquant  la  source  originale  où  ces  chiffres 
Paient  puisés.  Rapprochés  les  uns  des  autres,  ces  chiffres  montrent  parfois,  par 
'^r  convergence  vers  une  valeur  déterminée,  les  progrès  constauts  des  méthodes 
u  observation  et  de  calcul.  D'autres  fois,  au  contraire,  le  désaccord  des  résultats 


L'auteur  a  d'ailleurs  pris  loiD  d'indiquer  d'une  manièi 
eiael,  le  fomiat,  la  date  des  Ouvrage*  ou  HéiDoir»  dont  *t 
qu'il  rite.  Chaque  Chapitre  e*t  donc  une  bibliographie  rlgoD 
létaire  on  slellairc,  et  i  ce  point 
!  arec  Truît  par  loua  caui  auquela  li 


Tome  11;  187g. 

Le  Tome  II  des  'jinnalet  ailrooomiquei  dt  l'Obttnatoire 
culier  consacré  aux  observationt. 

Il  renferme  les  obseriatioDS  failps  au  cinrle  mural  et  k  la 
■  07^,  1K7Î  et  i)^7J  dans  le  but  de  compléter  le  Calaluguc  d( 
propre,  commencé  il  7  a  dêjh  pluiicurs  années  par  H.  E.  IJu< 
cation  esl,  crofoos-noui,  prochaine.  Les  obsenalioni  de  ch 
leurs  résumées  dans  un  Catalogue  partiel,  pour  lequel  la  pi 
réduite  au  l'janrier. 

Ce  Volume  se  termine  enfin  par  la  publication  dea  obaer 
par  M.  Kieslau  sur  la  planète  Mars  pendant  lan  oppcnition  d 
M.  Kieslen  est  iccompacné  d'une  série  de  planches  rrprodni 
leur  cl  donnant  l'aipcct  de  Mars  arec  une  icritc  d'eirrt  vrali 


CATALOGUE  des  Ouvrages  d'Astronomie  et  de  UbTÉoBOi 

DANS  LK5  PRINCIPALES  BIBLIOTHÈQUES  DB  LA  BeLCIQUB.  - 

6j5  (Higes.  Bnuelleâ,  1878. 

Le  Volume  dont  nous  Tenons  de  transcrire  le  titni  a  été  { 
de  Bruxelles  par  H.  Lancaster,  sous  ladirecUon  de  H.  Houu 
race  de  quelques  pages  indique  le  but  qu'on  s'est  propose  cl 
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Aioii,  tandis  que  rObsenratoire  possède  le  plus  grand  nombre  des  Ouvrages  mo- 
dcTDek,  la  Bibliothèque  Royale  a  trouTé  dans  le  fonds  Van  HuUhcm  une  grande 
partie  de  la  bibliothèque  de  Lalande;  enfin  quelques  bibliothèques  de  province 
wot  particulièrement  riches  en  Ouvrages  des  xvi*  et  xvii*  siècles. 

LeCatalogue  dressé  sous  l'inspiration  de  M.  Houzeau  a  été  essentiellement  limité 
t  rAstronomie  proprement  dite  et  à  la  Météorologie,  les  Ouvrages  de  Mathéma- 
liqnenet  de  Physique  en  ayant  été  rigoureusement  exclus.  La  classification  est  une 
claisification  méthodique  et  dans  chaque  section  les  Livres  sont  classés  par  ordre 
chronologique  avec  l'indication  des  établissements  où  ils  se  trouvent;  une  Note  sur 
le  format  et  Ta  date  des  diverses  éditions. 

Povr  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte  des  richesses  des  bibliothèques 
belgei^  qui  possèdent  des  Ouvrages  que  l'on  ne  rencontre  pas  dans  les  plus  grandes 
collections  astronomiques,  et  de  l'importance  bibliographique  du  Volume  que  nous 
«gnalons,  nous  reproduisons  ici  l'énumération  des  diverses  divibions  du  Catalogue  : 

Histoire  et  litUrature,  —  Journaux  et  Mémoires  des  Sociétés  astronomiques; 
Histoire  et  Bibliographie;  astronomes  orientaux,  grecs,  latins  arabes;  astronomes 
<iepttit  le  moyen  ftge  jusqu'à  Tycho  Braho;  astronomes  modernes;  Recueils  des 
œavret  d'astronomes  ;  Astrologie. 

Astronomie  théorique.  —  Traités  généraux;  système  du  monde;  Astronomie  sphe- 
nque,  goomonique;  calendrier;  calculs  astronomiques;  Mécanique  céleste. 

astronomie  pratique.  —  Instruments  astronomiques;  observatoires;  observa- 
tiooM  diverses;  applications  à  la  Géographie  et  ii  Tart  nautique;  éphémérides  et 
Tables. 

-astronomie  physique.  —  Lumière  des  astres;  observation  physique  des  astres; 
■*l*ysique  des  espaces  célestes  ;  la  Terre. 

astronomie  stellaire.  —  Astronomie  stellaire  en  général;  Sidérographie;  carac* 
tcres  particuliers  des  étoiles;  étoiles  multiples  et  nébuleuses. 

^ctéoroioffie générale.  —  Partie  théorique;  Sociétés,  Revues  et  Rapports;  instru- 
■enis  et  Tables. 

Météorologie spe'ciaie.  —  Mécanique  do  l'atmosphère:  chaleur  et  lumière,  phé- 
nomènes électriques;  phénomènes  ma<;uétiques. 

Climatologie  et  observations  météorologiques.  —  Climatologie;  observations  et 
l>wlletins  météorologiques. 

^'^féralite's.  —  Dictionnaires;  journaux  scientifiques;  Sociétés  savantes. 

^'thématiques et  Mécanique.  —  Mathématiques  générales  et  Analyse;  Géométrie; 

« 

wence  des  nombres  et  calcul  numérique;  Mécanique. 
Sciences  géographiques.  — Géographie;  Géodésie:  Géologie. 
^<^iences phjsiques  et  naturelles.  —  Physique  et  Chimie;  sciences  naturelles. 
^f  le  grand  nombre  des  Ouvrages  que  renferment  les  bibliothèques  do  la  Bel- 

t 

Z^V^Cf  le  Volume  dont  nous  venons  de  donner  un  résumé  rapide  forme  une  suite 
iiiile  à  la  bibliographie  de  Lalande. 

G.  R. 


^^'Uaihe  de  l  OBSEnvAToiRE  ROVAL  DE  BRUXELLES.  T.  XVI.  Bfuxelles,  chez 
%ei.  45*  et  46*  années  :  1878  et  1879. 

^^  Annuaires  débutent,  comme  les  publications  analogues,  par  un  calendrier  et 
^  éphémérides    astronomiques    utiles   aux  |.eisouncs  qui  ne  font  pas  profession 
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d*étre  astronomes;  mais  leur  intérêt  principal,  leur  droit  à  être  siçnaléf  dans  le 

Bulletin  résident  dans  les  Notices  spéciales  qui  en  sont  le  complément. 
Dans  l'Annuaire  de  1878  on  trouvera  par  exemple  : 
I  ^  Une  Table  chronologique  des  découvertes  en  Météorologie 
2°  Une  bibliographie  sommaire  des  Tables  arithmétiques,  trigoaoméiriqwes  tt 

logarithmiques. 
3*  Une   Note  sur  la  position  géographique  des  six  observatoires  particuliers  qii 

existent  en  Belgique. 

4®  Une  Note  sur  les  nivellements  belges  par  le  mijor  Adam, 

b^  Une  Notice  sur  les  tempêtes  d'Europe  par  M.  ¥,  Van  RtiêMerffhe,  L'aoteeri 

résumé  d'une  manière   claire   et  rapide  les  principes  qui  régissent  Is  prévision  di 

temps  pour  les  côtes  de  la  Belgique. 
6<*  Une  étude  sur  les  orages  en  Belgique  et  des  données  nnmérlqnes  sur  le  elisnl 

de  Bruxelles  par  M.  Lancaster. 
Parmi  les  Notices   scientifiques  qui  terminent   l'Annuaire   de    1879  il  favt  rt* 

marquer  : 

I*  Note  sur  les  grandes  périodes  dans  les  mouvements  des  astres  par  M.  Homzfom, 
7^  Une  Notice  sur  les  comètes  par  M.  C,  Pilloy.  L'auteur  a  résumé  les  conoais- 

saiices  acquises  sur  ces  astres  par  les  travaux  modernes. 
3*  Une    bibliographie  des  Ouvrages,    Mémoires  et  Notices  de  Spcctroscopie  qd 

peuvent  intéresser  l'Astronomie  par  M.  C,  Fitvez.  Cette  Notice  qui  ne  compte  pas 

moins  de  83  pages,  et  dont  il  existe  quelques  tirages  à  part,»  est  des  plus  complètes 

et  sera  certainement  utile  aux  spectroscopistes  et  aux  astronomes. 

G.  R. 


SITZUNGSBERICHTE  der  Kônigl.   BbeiiiscuEN  Gesellschaft  deb  Wisscm- 

BCIIAFTEN  (  '  ). 

Année  1876. 

Studnicha  [F.-J*),  —  Déduction  des  formules  fondamcnlalcsdela 
Trigonométrie  spkérique  en  partant  d*un  théorème  sur  les  déter- 
minants. (1-8). 

Sallabosev  (/.).  —  Sur  les  courbes  décrites  par  un  des  soinineC^ 
d'un  triangle  mobile  ((Jô-yo.). 

StudnU-ha  [F.-J.).  —  Sur  Marcus  Marci  et  son  Traité  De  pt^o* 
portione  motus,  et  en  particulier,  sur  les  lois  du  choc  élastique. 

(82-87). 

Rectification  d'un   passage  de  VHistoire  des  3fathéma tiques  de  Montocla  (t.  ïï, 
p.  4oO)  relatif  à  Marcus  Marci  (Jan  Marck),  né  en  iSgS  à  Landskron  eu  Bohème  mort 


(')  \o'ir  Uuflctin,  t.  VI,  p.  loj;  t.  Vlll,  p.  jîq;  t.  IX,  p.  49. 


»i 
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en  iGG;.  H  est  1c  premier  qui  ait  donné  un  Ouvrage  sur  le  choc  des  corps;  ci^t 
OoTngo  a  pour  titre  :  De  proportione  motus,  seu  Beffula  sphygmiea,  etc.  A  la  der- 
nière page,  on  lit  :  Pragir^  (X/"**  Joannis  Uilniœ,  anno  MDCXXXIX, 

Studniila  [F.-J.),  —  Sur  la  solution  d'un  système  de  congrucncrs 
Jinéaires.  (i  i4-i  i6)- 

L'auteur  donne  les  multiplicateurs  dont  il  faut  so  servir  pour  réduire  le  pro- 
blème à  des  congrueoces,  à  une  inconnue. 

felz[C.),  —  Conlribulîons  à  la  construction  des  coniques  données 
par  des  points  et  tangentes  h  Talde  de  la  coUinéation.  (i  1 7-1 35). 

Cubr[E,),  —  Le  problème  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à 
descouiques.  (1 56'- 162). 

Les  arêtes  d'une  pyramide  régulière  {gleichseitig)  qui  tourne  autour  de  son  axo 
engendrent  un  cône  droit  à  base  circulaire;  les  faces  de  la  pyramide  enveloppent 
■0  antre  côoe  à  même  axe.  L'auteur  considère  les  sections  foitcs  par  un  plan 
quelconque  dans  ces  cônes. 

Sludnrcka  (F.-J.).  —  Sur  la  forme  réduite  des  quaternions.  (i83- 

186). 

Sclwiidt  (G.j.  —  Théorie  du  planiinètre  d'Amsler.  (188-191). 

Année  1876. 

neyr  [Em.).  —  Notices  sur  une  position  particulière  involutoire 
de  deux  coniques.  (  4^-47  )  • 

Deux  coniques  telles  que  les  tangentes  construites  aux  points  d'intersection 
PSHent  par  les  points  de  ccmtact  de  leurs  tangentes  communes.  Une  involutioii 
cobiquc  de  points  étant  donnée  sur  une  conique,  les  côtés  des  triangles  formés 
(*>'  ses  groupes  enveloppent  une  autre  conique,  et  dans  un  certain  cas  ces  deux 
^Mqiies  ont  la  position  mentionnée. 

^^^r  [Ed.),  —  Notice  relative  à  la  tliéorie  des  fouctions  ellip- 
tiques. (172-203). 

^rtant  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  l'auteur  étudie  la  marche 
°^  fonctions  sinam,  cosam  et  Aam. 

^'^nicka  [F.-J.),  —  Sur  un  rapprochement  des  carrés  magiques 
^^ccla  théorie  des  déterminants.  (269-271). 

^'^  carré  magique  à  /|it  côtés,  formé  d'après  les  règles  de  Moschopoulos,   étant 
^■Mé  comme  un  déterminant,    sa  valeur  est  zéro;  la  même  chose  a  lieu  pour 
^^terminants  mineurs  du  quatrième,  du  sixième  ...,  du  Q/t^*^"»*  ordre. 


"»pirr' 

9^-9^)- 

un  meortîDi 

En  partant  de  ce  que  la  norme  de(^  + 
donne  U  furmule 

y)"  Mt  ëcale 

O^^H- 

-)C:J' 

où  l'on  a  po« 

=  ("y  De  cette  formule,  il 

tire  deux  pro| 

binominui. 

Studmcf.a{F 

-/.).  —  CoRtribulion  à 

la  théorie  <i 

(lao-iaS). 

4'  =  E±(A„ 
teur  rappelle  le 

.  .A„)  élam  lodétemiin«nt  conjut^ë  de  4  = 
rcblionaqui  ont  lien   entre  le*  dëtermiuj 
mineura  complémonlairea  de  i'.  C'est  partie 

qu'il  emploie,  pouréialuar  A  k  l'aide  de<  quatre  détennlni 
et  du  dotermiinHt£i(o„ajj...n,_|^|),  landia  qu'eu  déiel 
ëlêmenti  d'une  ligne  au  d'une  colonae,  on  a  beioîn  de  n  • 
de  drBré  n  —  i.  L'auteur  donne  deui  ipplicetiona  de  m  foi 
aux  fractioni  continuel,   l'autre   aux  dëierminaot*   de  deg 


Zahradnik{K.).  — Lïcu  des  points  auxquels  coi 
tivement  à  une  cissoïde  des  triangles  de  contact 

(..S-..8). 

D'un  point  P  on  mène  k  la  cluolde  lei  Iroii  tangeiitee; 
Tormeat  le  triangle  de  contact  dont  l'occupe  l'auteur. 
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ZtJiradnik  [K,),  —  Sur  les  pôles  à  triangles  de  contaet  relatifs  à 
une  cardioïdc  et  d'aîre  constante.  Relation  entre  le  pôle  et  le 
centre  de  gravité  du  triangle  de  contact.  (184-190). 

ff^'eyr  [Ed.).  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  surface 
sur  une  autre  par  projection  cenlrale.  (273-276). 

Il  n*7  a  qne  deux  cas  possibles  :  ou  les  deux  surfaces  sont  semblables,  le  centre 
«le  similitude  étant  au  centre  de  projection,  ou  bien  l'une  est  la  transformée  de 
l'autre  par  rayons  Yecteurs  réciproques,  le  centre  de  transformation  étant  encore. 
au  centre  de  projection. 

Zrznv}  (F.).  —  Formule  simple  servant  à  calculer,  au  moyen  des 
coordonnées  rectangulaires  sphériques,  la  convergence  méri- 
dieune  à  l'aide  d'une  Table  auxiliaire.  (278-280). 

Studnicka  [F.-J.).  —  Sur  l'expression  indépendante  de  la  dérivée 
^ième  (l'mnj  puissance,  dont  la  base  et  l'exposant  sont  des  fonc- 
tions d'une  variable.  (368-373). 

Studnicka  (F.-J.).  —  Nouvelles  contributions  au  Calcul  diffé- 
rentiel. (393-399). 

Expression  de  la  «'»•"»•  dérivée  dc^- — -par  un  déterminant  de  degré  »-+-  1.  Ap- 
plication aux  fonctions  tangx,  coIjt,  sécx,  cosécx. 

Ed.  W. 


KSTRONOMISCHE  NACHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  ScnimAciiBR,  heraus- 
gegeben  von  Prof.  D^  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  ('). 

Tome  XCIV,  n«  2233-2236;  1878-1879. 

^liger  {H.).  —  Mémoire  sur  le  théorème  de  Gauss  relatif  aux 
perturbations  séculaires.  (i-3o). 

^^ouvelot  (L.).  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
ûites  à  son  observatoire  de  Cambridge.  (N.-S.).  (29-30). 

^  obsenrations  ont  été  faites  avec  un  équatorial  de  6,3  pouces  anglais  et  un 


^'>  y filr  Bulletin,  II„  i56. 
^*'^i,  des  Sciences  mathém.  a*  Série,  t.  lit.  (Août  1879.)  R.  lO 


i'>i  SECONDE  PARTIE. 

(rrouiuement  de  i.î3;  mait  l'objet  cet  à  lo  limite  de  Tiftlbilité  d'une  Innetti 
cotte  ouverture. 

Dreyev  [J,'L,'E.).  —  L'aspect  de  Mars  en  1877.  (3*-3a). 

Doherch  (  JT'»),  —  Note  sur  la  distribution  des  étoiles  roiipjrs  c 
l'espace.  (3i-3a). 

Los  étoîlos  roujjes  Ront  matsées  dans  la  région  de  la  voie  lactée. 

Luther  (/?.)•  —  Perturhations  de  @  Mélcté  par  Jupiter,  de  1 
à  1879.  (33-48). 

Griiss  (G.).  — Kpliéinérîde  pour  ropposilion  de  (^  Lovclj 
janvi(»r  1879.  (47~48)- 

Luther  [II.),  —  Perturbalions  de  @  Mélélé  par  Jupiter,  de 
ccmhre  1879  à  janvier  1880,  et  éphéméride  pour  roppo!»itioi 
la  planète  en  décembre  1879.  (49-52). 

Upton  {^TVinsIow) .  —  FLléments  et  éphéméride  de  (^>)  Riinikc  | 
l'opposition  de  mai  et  juin  1879.  (3i-56). 

Schmidt  (J.-F.-J,),  —  Observations  sur  la  couleur  des  «»to 

(55-64). 

P/ummer  [J,-J,),  —  Observations  de  comètes,  faites  en  if 
l'observatoire  de  Orwell  Park.  (ôS-jo). 

Los  comètes  observées  sont  celles  de  Rorrelly,  Winnecke,  Swift,  Co(r(;ia  et  1 

Tehhutt  (y.  ).  —  Observations  de  la  comète  d'Encke,  faites  e 
1878  a  Windsor.  (N.-S.-W.).  (71-74). 

EUiin.  —  Eléments  de  la  comète  i854,  V,  d'après  l'enscm 
observations  du  i5  janvier  au  2a  avril  i855.  (73-80). 

Bredikhine  [Th,),  —  Lettre  sur  la  queue  des  comètes.  (7c 

Bruhns  {C).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  i 
pendant  le  second  semestre  de  1878.  (81-92). 

Tempel  {W.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  187' 
Arcetrî  en  novembre  1878.  (91-94). 
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Gruss(G.).  —  Etude  sur  la  constitution  physique  du  Soleil.  (93-96). 

Recherches  sur  l'influence  de  la  rotation  du  Soleil  sur  la  température  de  l'atmo- 
sphère et  la  direction  des  venls. 

Oppolzer  [T7i.  von).  —  Eléments  de  Vulcaîn.  (97-100). 

M.  Oppoizer  admet  comme  réelles  les  observations  de  Fritsch  (39  mars  1800  et 
10  octobre  1803),  Stark  (9  octobre  1819),  Di>cuppis  {1  octobre  1839),  Sidebotham 
(nmars  i8'i9),  Ohrt  (la  septembre  1857),  Lc^arbault  {26  mars  1859)  ^^  Loomis 
(igmars  i86a).  L'orbite  calculée  à  l'aide  de  ces  éléments  lui  donne  un  passage 
pour  le  18  mars  1879;  il  prie  les  astronomes  d'observer  le  Soleil  à  cette  date. 

Gore  (J,'E,).  —  Note  sur  quelques  étoiles  présumées  variables. 

Schmidt  [J,-F.'J,  ).  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en  1878.  (101- 11  a). 

Peters  (C.'/l.-F,).  —  Reclierclies  relatives  à  la  prétendue  planète 
transneptunienne  qui  aurait  été  observée  à  Washington 
en  i85o.  (ii3-i  16). 

Od  se  souvient  que,  en  septembre  i8Si,  le  directeur  de  l'Observatoire  Naval  de 
^tshiogton  6t  connaître  qu'une  étoile  observée  l'année  précédente  par  19**  19"* 
(iWension  droite  et  —  11^  de  déclinaison  ne  se  retrouvait  plus  dans  le  ciel. 
".  Hindcrut  pouvoir  déduire  des  positions  observées  que  l'astre  indiqué  était  une 
plinéte  plus  éloignée  que  Neptune.  Toutdbis,  l'astre  n'ayant  pas  été  observé  depuis, 
1^  lait  etnit  tombé  dans  l'oubli;  mais  un  article  du  journal  Nature  vient  do 
appeler  l'attention  sur  cet  objet. 

M.  Peters,  en  remontant  aux  re{;istros  ori<;inaux  des  observations  deFergusson, 
■ootre  qu'il  y  a  erreur  dans  la  désignation  du  fil  horizontal  qui  a  servi  à  la  me- 
iiNdes  déclinaisons,  qu'il  faut  substituer  un  autre  couple  au  couple  indiqué,  et 
1<*tlor»  toutes  les  positions  de  l'astre  considéré  coïncident  avec  la  position  d'une 
f^ilede  onzième  grandeur  observée  par  Lalande,  Argolander,  I^mont,etc. 

Hn'y  a  donc  dans  les  observations  de  Washington  pour  18.S0  aucune  prouve  en 
■>Teur  de  l'existence  d'une  planète  transneptunienne. 

'^^nnecke.  —  Observations  de  la  comète  de  Tuttle,  faites  en  1871 
«  son  observatoire  particulier  de  Karlsrulie.  (117-118). 

^ould  (B.-^.).  —  Observations  de  la  comète  V  de  1871,  laites  à 
Cordoba  en  janvier  et  février  1872.  (117-122). 

^oôerck  [W»)»  —  Nouveaux  éléments  de  36  Andromède,  S  78. 

f' 21^124). 
.    ^*  éléments  sont  calculés  d'aprôs  Tensemble  dos  observations  faites    de  i83o 

R.  10. 


lignes  télégraphiques  souturraiaes.  (ilt3-i4o)- 

Tempel  (  Tf.).  —  Note  sur  la  comète  U  du  1873. 

Sclimidt  [J.-F.-J.).  —  Observations  de  taclies 
Athènes  en  1878.  (  i^^-^^^]. 

Itredihhina  [Th.).  —  -MouvemeHl  d<;  la  matière  c 
hyperbole  oonvexe  vers  le  Soleil.  {i43-i44)- 
La  rurruiilo  c«l  obtenue  par  un  procédé  tout  à  fait  anmloQ! 
a  cmploja  pour  la  rtsherche  du  aiDurcnieiit  sur  In  branche  c 

Doborck  { W.  ).  —  Observations  d'étoiles  doubles, 
p.n  1878.  (i45-i5a). 

Luther  (/(.).  — Observations  de  planètes,  faîtes 
Diisscldorf  pendant  le  second  semestre  de  1878. 

Gauthier  {R.).  —  Ephéméridc  pour  la  troisièn 
la  comète  périodique  de  Tempe),  comète  11  de  1 
L'éphémériile  a  été  calculée  au  moyen  des  élémenta  de  I 
modifié*  par  lea  perturbations  de  Jupiter  de  18; j  à  1S79;  l'ac 
n'eil  guère  senaitile  que  par  ua  retard  de  troii  jour*  dani  ré| 
périhélie. 

Briihns  (C.)-  —  Observations  de  petites  planètes, 
pendant  le  second  semestre  de  1878.  (161-170). 

Doolitlte  (C-i.  )•  —  Observations  des  satellites  (] 
a  l'observatoire  Sayre  de  l'Université  de  Leliigh. 
-  Lei  ohiervationa  taites  en  septembre  et  octobre  18-8  <tot  eu  | 
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^n^-^^i^W,).  — Noie  sur  une  nouvelle  étoile  variable.  (175-176). 

I-*=^'*'Oile  a  pour  position,  d'après  Ar{;elandçr  : 

Ascension  droite . .       ni'' 9"' , aô* 
Déclinaison -t-67*49'i*> 

Qou£€i  {B.'A.).  —  Observations  de  la  grande  comète  de  1874 
(comète  de  Coggia),  faites  à  TObservatoire  de  Cordoba.  (  1 77- 1 86). 

t'^s  observations  s'étendent  du  28  juillet  au  18  octobre  i87.{;  les  positions  des 
étoiles  de  comparaison  ont  été  déterminées  par  des  observations  spéciales  faites  au 
cercle  méridien  de  Cordoba. 

Holetschek  (/.  ).  —  Détermination  de  Torbite  de  la  comète   VI 
de  1874.  (185-190). 

La  comète  découverte  le  6  décembre  à  Marseille  par  M.  Borrelly  a  été  observée 
imqu'aa  7  janvier;  M.  Holetschek  0  pris  en  considération  l'ensemble  des  obser- 
utions. 

Albrecht.  —  Remarques  sur  les  recherches  du  D*"  Fri'Jich  relati- 
vement à  la  vitesse  de  propagation  de  Télectricité.  (189-192). 

Palisa.  —  Découverte  de  la   planète  (•««),  faite  à  Pola  le  17   fé- 
vrier 1879.  (191-192). 

"utstein    (^.).    —   Détermination  de    Torbile  de   la  comète  I 
de  1874.  (193-200). 

Le  calcul  est  appuyé  sur   rent»enible  des   observations  faites  du  jo  au    26  fe- 

^ieri874. 

'^^nnecke,  —  Observations  de  la  conjonction   de   Vénus  et  de 
Mercure  le  .30  septembre  1 877 .  (  1 99-202  ) . 

^olisa  {A.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1877 
et  1878  à  l'Observatoire  de  Vienne.  (2o3-2o8). 

^<?W5  [A.].  —  Occultation  des  Pléiades,  observée  à  Vienne  le 
«0  novembre  1878. 

^oberck  {fV.).  —  Éléments  de  a  du  Centaure.  (  207-208  ). 

^t'uger  {A.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1861,  faites  à 
^  faéliomètre  de  l'Observatoire  de  Gotha.  (9-09-220  ). 

^*^csta  {^C,'N,\  —  Note  sur  les  variations  de  la  température  à 
'^^lîtiago  de  1861  à  1872.  (219-222). 


Franz  (/.  ).  —  Observations  des  étoiles  de  compai 

(2ai-aa4)' 
Stone  (  Of.  ) ,  —  Noie  sur  l'erreur  personnelle  Ai 

angles  de  position  d'une  étoile  double-  (  333-33 

L'erreur  i-it  une  fonctian  «impie  du  linns  de  deoi  foi*  l'a 

Knorre  (  ^-)  ■  —  Observations  de  (m),  faites  à  l'éqi 

(333-334). 

Pclers  (C.-H.-F.).  —  Observations  de  petite 
en  1878  à  l'Observatoire  de  Hamilton  Collège. 

Coggia.  —  Découverte  de  Ç«),  faîte  ù  Marseille 
(239-340). 

Schwab  {F.).  —  Observations  d'étoiles  variables 
l'Observatoire  de  Marburg.  (34i-354). 

Heeliger  {M.).  —  Note  sur  l'étude  du  inouveine 
itueuds  à  l'aide  du  tbéorcme  de  Oauss.  (353-33 

Doberck  {^'f"'-)-  —  Observations  de  l'anneau  c 
en  i87f)  à  Markree.  (aSâ-aSS). 

Doberck  (  Tf^.).  —  Nouveaux  éléments  de  y  Lioi 

Knorre  (f^-)-  —  Observations  de  comètes  et  t 
en  1876  et  1877  *■  'équalorial  de  Berlin.  (357- 
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Slrasser  (G.).  —  Observation  de  la  comète  de  Brorseu,  faîte  à 
Kremstnûnsler.  (287-288). 

Schulze  [L.'R.),  —  Remarques  sur  les  observations  de  la  comète 
(leBrorsen.  (287-288). 

Knorre  (/'.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
àTéquatorial  de  Berlin.  (289-300). 

Gasparis  (^.  de),  —  Note  sur  les  développements  en  série  em- 
ployés dans  le  calcul  des  orbites.  (3oi-3o2). 

Peters  [C.^H.'F,],  —  Reuiarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  planète  intra-mercurielle.  (3o3-3o4). 

olrasser  {G.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Kremsmûnster.  (3o3-3o4). 

Knorre  (^.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
àlequatorial  de  Berlin.  (3o5-3i4)» 

aelniert.  —  Reclierches  sur  la  détermination  géodésique  des  coor- 
Jomiées  géographiques.  (3i3-32o). 

Peters  [C.'JL'F.  ).  —  Découverte  de  la  planète  (;»i),  faite  à  Clinton 
'^  22  mars  1879.  (Sig-Sao). 

Pet(*rs  (C-/y .-/*'.).  —  Beiiiarques  critiques  sur  les  observations 
delà  planète  intra-mercurielle.  T"  JNote.  (321-336). 

Ubiit  que  se  propose  M.  Pelers  dans  coUe  Noie  est  de  prouver  que  Ton  ne  doit 
*voir  qu'une  très-faible  confiance  dans  les  observations  des  piissai;(>H  supposés  de 
'*  planète  Vulcain.  L'iiuteur  s'attache  donc  a  faire  une  critique  ri(;ourouse,  non  pas 
^^  centaines  d'obnervations  de  ce  phénomène  que  l'on  trouverait  dans  les  Recueils 
^'tronomiqnes,  mais  de  celles  qui  ont  paru  probables  à  Le  Verrier  et  qu'il  a 
employées  dans  s^s  calculs,  et  de  celles  de  MM.  AVatson  et  Swift  pendant  la  dernière 
*«lip8e  totale. 

Pour  l'observation  de  M.  AVatson.  M.  Peters  établit  que  les  procèdes  de  mesura 
***nt  trop  pf»a  ri^jouroux  pour  prouver  que  le  corps  aperçu  n'est  pas  6  de  l'Écre- 
'*«5e.  Si  en  eflTet  on  admet,  avec  M.  Watsoii  lui-même,  que  le  premier  corps  observe 
(")  est  Ç  de  l'Écrevisse,  et  qu^on  rapporte  la  position  du  second  (b)  à  la  position 
^^  cette  dernière  étoile,  on  arrive  à  une  situation  très-voisine  de  0  tle  rÉcrcvisse, 
**  le  directeur  de  l'Observatoire  de  Clinton  montre  que  les  incertitudes  des  observa- 
^^^is  sont  telles,  que  cette  assimilation  doit  être  admise.  En  admetUint  même  que 
^  ^rps  sifjnalé  pur  M.  Watson  soit  réellement  Vulcain,  M.  Peters  montre  que, 
•|>K»s  son  éclat,  sa  niu>se  serait  trop  faible  pour  produire  l'eflel  que  Ix*  Verrier 


eiHctr,  cnr  il  devrait  avnir  i  m  média  le  ment  fuil  purt  de  m  rcminiiie 

un  turait  une  biiiine  oliKrtntiun  du  corps,  faite  par  un  astronome 

3>    QuH    l'nbMrTitian   de  SidebothaiD  (mara  iSjg)  lui  parait   ■ 


4-  Qu« 


n  de  Lescarbau 


ara  iS'ig)  a  ét^  trop  dii 
lS6]  )  se  rapporte  â  une  I 


h-  Q.«  rob«,r,.tl.»  an  l,»iiil.  (m. 
dernier  point  cat  rigoureuacment  proi 
Loomii  iieR   Ic'i  olwervalions   de  taches   lolairea  rnitea   à    la    m« 
M.  Pèlera  lui-même  et  par  M.  Spoi-rer. 

'J'ttniftel  (  ff.  ).  —  Obsfîrvalioiis  de  Ja  comète  de  Broi 
Arcc'iri.  (335-336). 

Konholj  (TV.  von  ).  —  Notes  sur  le  spiïclrc  d«  la  cornet 
(335-336). 

Peters  [C-IL-F.).  —  Remarques  critiques  sur  les 
de  la  plaiiùtL-  intra-mercurîelle.  Deuxième  partie.  ( 

M.  Peirra  aignale  les  discordances  consi  il  érables  qni  (existent  eu 
lionnes  k  la  prétendue  planète  Viiliain  lara  de  aes  paisacei  de 
un  dudiiit  nii  nouvel  ircument  contre  son  ciiitpnre  rpella.  L'autei 
incnl  que  l'eiiatence  d'un  unnean  d'aatéroidei  intérieur  ■  Mercui 
improbobli*. 

Reste  alors  la  néceaailc  d'expliquer  l'accroiutpmant  de  38  second 
n  ilA  donner  au  mouvement  du  eruiiil  arc  de  Mercure  pour  reprêae 
anciens.  Suivant  M.  Petcra,  ce  nombre,  élalili  d'après  la  coniidéi 
lions  de  |iaaau[p:  qui  nn  aont  pas  fort  eiacles,  pourrait  ctro  théoriqi 
en  ijrandfi  |>arliu  au  nioîiis,  en  augmentant  la  masse  de  Venus  et  f 
de  quelques  tcrmca  que  l'uminent  directeur  de.  rObbervatoirc 
pouvoir  Di'jjli(;i-r. 
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Wittstein  (^4.).  —  Ephéméride  de  la  comète  de  Brorsen  pour 
avril  et  mai  1879.  (35i-352). 

Schiw  (^i^.  ).   —  Observations  kéliométrîques  d'étoiles  doubles, 
faites  en  1875  et  1876  à  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (353-376). 

Winnecke.  —  Observations  de  la  comète  de  Tempel,  faites  à  Stras- 
bourg en  novembre  1878.  (375-376). 

W^bWo  (L.).  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,   faites 
€01878  à  Providence.  (377-380). 

Todd  [D.'P.).   —  Observations  des   éclipses  des  satellites   de 
Jupiter,  faites  à  Washington  en  1877-1878.  (379-384). 

Bail  (^.).   —  Observation  du  satellite  de  Sirius,  faite  à  Wash- 
ington. (383-384). 

Gasparis  [A,  de).  — >iote  sur  le  développement  de  l'inverse  du 
cube  du  rayon  vecteur  dans  la  fonction  perturbatrice.  (383-384). 

G.  R. 


^^PTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  LXXXVIII;   1879. 

N<>  20;  19  Bii. 

"*ouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
À  l'Observatoire  de  Greeiiwich  (transmises  par  T Astronome 
Royal  M.  G*'B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
premier  trimestre  de  Tannée  1879.  (ggj^). 

^(il[H,  ).  —  Sur  la  résistance  des  chaudières  elliptiques.  (997). 

^iiea[A.).  — Raisons  formelles  de  la  supériorité  économique 
<les machines  Woolî  ou  Compouud.  (ioo3). 

^'^dan[C.).  —  Sur  les  carackéristiques  des  fonctions  ©.(loao). 


dans  la  Commiinlcalioii   actuelle,  il  Indique  lea  modifleitioni  ■  la 
nia  qui  permetteal  de  «inipIiSer  le  calcul  (lani  le  cai  oùp(')  = 

Picard  [E.).  — Sur  une  propriété  des  fonctions  entii 

M.  Picard  désigne  août  ce  nom  les  ToncliaDi  qui  lonl  nuirarr 
lur  tout  le  plan  ;  >[  /[j:)  «I  uce  telle  fonction,  il  peut  H  faire  qi 
leur  particulière  0,  l'équation /(z)  =11  n'ait  aucune  racina  finie 
montre  que  cela  ne  peut  arrÎTer  que  pour  une  aeule  valeur  a;  une 
qui  ne  détiendrait  jamais  égale  à  a  ni  h  b  serait  Déccaaalrement  n 

Escary.  —  Sur  li;s  lonctioas  introduites  par  Lamé  da 
analytique  de  la  chaleur,  à  l'occasion  des  ellipsoïd 

N°  21  ;  2t  ui. 

Desains  (P. }.  —  Sur  la  réfraction  dit  la  clialeur  solair 

Lœwj^  et  Le  Clerc.  —  Détermination  de  la  dillërence 
entre  Paris  et  Berlin.  (io35). 

Tresca.  —  Sur  la  distribution  du  travail  à  distance 
r électricité.  (1061}. 

Jordan  [C).  —  Sur  les  caractéristiques  des  fonction 

Duport.  —  Sur  une  nouvelle  représentation  des  qu; 
naires.  (1071). 
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LePaige.  —  Sur  le  développement  en  série  de  cotjr.  (lo^S). 

&re^  — Sur  la  fluorescence  des  sels  des  métaux  terreux.  (1077). 

Mouton,  —  Sur  la  détermination  des  longueurs  d'onde    calori- 
fique. (1078). 

Deckarme,  —  Sur  un  mode  particulier  de  transmission  des  sons  â 

distance.  (1082). 

N«  22;  2  jiin. 

Jamin.  —  Sur  l'impénétrabilité  magnétique  du  fer.  (1099). 

Cornu  (^,).  —  Sur  la  limile    ultra- violette  du  spectre  solaire. 

(iioi). 

ifannheim, — Sur  un  mode  de  transformation  des  surfaces  ré- 
glées. (1129). 

Ce  mode  de  iransformation,  qui  s'applique  non-seulement  aux  surfaces  réglées, 
«Bais  à  tous  les  ensembles  de  droites,  consiste  à  faire  tourner  chaque  génératrice  G 
de  qqo  autour  d'un  point  fixe  o,  dans  le  plan  qui  passe  par  o  et  par  G.  M.  Mann- 
oeim  donne  diverses  propriétés  des  surfaces  transformées;  par  exemple,  la  era/tS' 
f^mée  dune  surface  développi»ble  est  telie^  qu'un  plan  passant  par  o  et  une  gé- 
^^ratrice  touche  cette  transformée  et  lui  est  normal  en  des  points  qui  comprennent 
'^  serment  vu  du  point  o  sous  un  angle  droit.  Aux  points  d'une  trajectoire  or» 
fhogonale  des  génératrices  d'une  surface  réglée  correspondent  les  points  d'une 
^''ajectoire  orthogonale  des  génératrices  de  la  surface  transformée»  Un  pinceau  de 
^^rnudes  à  une  surface  a  pour  transformée  un  pinceau  de  normales, 

^ficchini.  —  Observations  solaires  pendant  le  premier  trimestre 
de  Tannée  1879.  (11 3 1). 

^^hanne,  —  Disposition  nouvelle  propre  à  augmenter  la  sensi- 
bilité delà  plaque  vibrante  du  téléphone,  (i  i3a). 

N«  23-,  9  jiiii. 

*^o,ye,  —  Observations  chronométriques   pour   la   marine   mar- 
chande. (1143). 

^hilUps,  —  Du  spiral  réglant,  sphériquedes  chronomètres,  (i  i47)- 

'^rnpeL  —  Observations  de  la  comète  II,  1867,  faite  î\  TObserva- 
toire  de  Florence.  (1 178). 


Saint-Gertruiia  (j4.  de).  —  Sur  les  développa 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  Y„  de  Laplac 

L'auteur  montre  comment  on  peut  compléter  1>  dimon*tr«l 

Mouton.  —  Sur  les  lois  de  la  dispersion,  (i  19a), 

Lamanshj.  —  Sur  la  loi  de  Stokes.  (i  192). 

Rosenstiehl.  —  Sur  lt:s  spectres  d'absorption  ile 
quelques  matières  colorantes  qui  en  dérivent.  ( 


M  24;  16  jiii. 

Mouchez.  —  Envoi  de  l'heure  de  l'Observaloire  d 
de  coRimcrce  pour  le  réglage  des  elironoinêtrcs. 

Tisserand.  —  Sur  le  développement  de  la  fonct 
dans  le  cas  où,  les  excentricilés  étant  petites,  I 
tucllc  des  orbites  est  considérable.  (1939). 

Phillips.  —  Du  spiral  réglant  sphérique  des  cbroi 

Becquerel  {£.).  —  Observations  relatives  à  une 
manskj,  ayant  pour  titre  Sur  la  lot  de  Stokes. 

Borrelfy.  —  Observation  de  la  planète  (~),  dé 
scrvatoire  de  Marseille.  (laiSV 
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Darboux  {G.).  —  De  Temploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la 
théorie  du  quadrilatère  plan.  (ia5a). 

Pépin  [P.).  —  Théorèmes  d'Analyse  indéterminée.  (laSS). 

Os  théorèmes  forment  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  communiqués  dans  la  séance 
dn  13  JAovier  1874»  ils  établissent  l'existence  de  cas  fort  nombreux  où  l'équation 
a:^+bjr*  =  z*  est  impossible  en  nombres  rationnels  et  se  rapportent  à  des  cas  où, 
Moin  des  nombres  a,  b  n'étant  égal  à  un  carré,  la  méthode  de  Fermât  n'est  pas 

applicable. 

Saint-Loup,  —  Expériences  sur  la  résistance  opposée  par  Taîr  au 
mouvement  d'une  surface.  (1237). 

Duter.  —  De  la  dilatation  électrique  des  armatures  des  bouteilles 
(leLeyde.  (1266). 

Bighi,  —  Sur  la  dilatation  du  verre  des  condensateurs  pendant  la 

charge.  (1262). 

N^  25^  23  jiiB. 

Cornu  (^.).  —  Sur  l'absorption  par  l'atmosphère  des  radiations 
oitra-violettes.  (i285). 

Paye.  —  Remarques  à  l'occasion  d'une  Note  de  M.  l'amiral  Mou- 
chez sur  le  réglage  des  chronomètres  dans  les  ports  de  com- 
merce. (1291  ). 

yjflvester.  —  Sur  une  propriété  arithmétique  d'une  certaine  série 
dénombres  entiers.  (1297). 

Nommons  le  nombre  de  termes  distincts  qui  figurent  dans  le  déreloppement 
^on  déterminant  gauche  son  dénumérant.  Soit 

[1.3.5,  ...  (ai  — !)]"« 

'^dénamérantd'un  déterminant  gauche  de  l'ordre  a/i.  On  aura  pour  u,,  r/,,  r/,,  n^. 
"•■  <',...  les  valeurs  successives  1,  a,  8,  5o,  4i^>  4^4^<  •••»  ^^  ^^  général, 

«x  =  (2Jf— !)",„, —  (^  —  0"x-.- 

^ii$l  _: j  rentier  le  plus  proche,  en  excès  ou  en  défaut  de  — -- — 9  le  pins 

^*^d  contmuft  diviseur   à  Uj^t  Wj^^,    est    égal  au    nombre   2,    élevé    à  la  puissance 

^oi€n,  —  Application  inexacte  d'un  théorème  de  Mécanique,  faite 


'on  cuDsidèra  n  congruenco*  lin^iirei  atee  n  Tiriabl 
I  modulu  m,  il  est  >iié  de  trouver  des  formules  qui  di 
possibles  dn  ineoiinuei  qui  peuvent  sstisfiire  ■  ces  < 
ipe  de  di>lln|;uer  réciproquement  dans  que!  cas  les   * 

Saint-Germain  {de).  —  Addition  à  une  Rôle  p 
série  de  LapUce.  (i3i3]. 

Pictet  [R.].  —  Etude  de  la  constitution  molécul 
au  moyen  de  leur  coefficient  de  dilatation,  de  I 
cifîquc  et  de  leur  poids  atomique.  (i3i5). 

Oltramare  (G.).  —  Explication  du  bolide  de  G 
'879- ('319). 

N°  26;  30  jiii. 

Lamansky.  —  Sur  la  loi  de  Stokcs.  Réponse  à 
quercl.  (i35i). 

Becquerel  (E.).  —  Observations  i-clatives  à  la  Ce 
M.  Lamansky.  (i3Da). 


BULLETINS  dr  L'Ac*i»iiiiB  hotalr  des  Sciences,  des  Let 
Arts  ds  Bbi^iqui!'  4/  année,  a'  série.  Bniielies,  F.  Haj 


î 
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Quetelet  (/s.).  —  Recherches  sur  les  mouvements  de  raiguille  ai- 
mantée à  Bruxelles.  (  80-84  )• 

-  Douny  {F.).  —  jVote  sur  la  liquéfaction  des  gaz.  (85-87). 

1 

-,  Folie  {F.).  —  Deuxième  ^ote  sur  Textension  de  la  notion  du  rap- 

r,,      port  anliarmonique.  (  88-98  ). 

Expression  des  conditions  pour  que  trois  systèmes  de  trois  points  forment  une 
'       involution  du  troisième  ordre,  au  moyen  du  rapport  anharmonique  du  troisième 
ordre. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Géométrie  supérieure. 
193-96;. 

Applications  de   la  théorie  des  rapports  anharmoniques  d'ordre  supérieur  à  la 
théorie  des  courbes^  en  particulier  des  cubiques  et  des  quartiques. 

•Sfl&e/  [L.),  —  ^otc  sur  les  nouveaux  développements  que  corn- 
porle  Tapplication  de  la  méthode  de  correspondance  analytique. 
(10a- 106  ). 

Cette  méthode,  dit  l'auteur,  s'applique  même  à  des  cas  particuliers  des  problèmes 
il^néranx  traités  par  lui  dans  ses  publications  antérieures. 

c\  y(^n  der  Alcnsbrugghe  (G.)  et  Folie  (F,),  —  Rapport  sur  le  Mé- 
moire de  M.  G.  Lagrange  :  «  De  Toriginc  et  de  rétablissement 
des  mouvements  astronomiques  ».  (148-1 54)* 

Analyse  critique  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-4''  àe  l'Aca- 
!        demie. 

I    t'olie^F,).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  E.  Gatalan  :  «  Re- 
,       marques  sur  la  théorie  des  moindres  carrés.  »  (i56-i58). 

t^£  Analyse  critique  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-f*  de  l'Aca- 

[        demie. 

'^olie(^f\y  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  C.  Le  Paige  :  «  Sur 
quelques  applications  de  la  théorie  des  formes  algébriques  à  la 
^jéomélric.  »  (i58-i66). 

^'hjfsens  (F,).  —  Sur  quelques  formules  de  Géométrie  et  leur  ap- 
plication aux  courbes  algébriques.  (a3 1-249). 

^^^lan  [E.),  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (i54-i55). 

'bitension  aux  points  multiples  des  courbes  des  propriétés  établies  pour  les  points 
''•binaires  dans  des  Note*  antérieures. 


I 


Bra\e1les.  (43&-43o). 

Folie  {F.)- —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (Syo-Syi). 

Plateau  {/.).  —  Rapport  sur  lo  Mémoire  de  M.  Va 
brugghc  :  «  Etudes  sur  les  variations  d'énergie  p 
surfaces  liquides.  »  (574-577)- 

Tome  XLVI;  juillet  à  décembre  1S78. 

Houzeau  (J.-C).  —  Rapport  sur  trois  Mémoires  de 
M.  le  major  Adan.  (6-11). 

int  pnbliéi  dmm  le 

Folie  (F.).  —  Addition  à  notre  Rapport  sur  la  IVoi 
treaux.  (i4-i7). 
Au  Toud,  le  thèorMnx  de  M.  Snulrcaui  n'est  pâi  nenf  et  pPut  ti 


Montigny[C.). —  Del'influence  des  aurores  boréales 
lation  des  étoiles,  particulièrement  pendant  le 
5  avril  1870  et  du  ("juin  1878.  (17-4*)- 


Saliel   (i-)-  —  Mémoire  sur  ta  classification    arg; 
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Folie  [F.).  — Principes  de  la  théorie  des  faisceaux.    (1 93-208 ). 

Si  l'on  élimine  aySy  entre  les  équations  fC^^t  r»  «>  /3,  y  )  =  0,  xi't^'^  ol»  fiy)-=  o, 
^(x,  ^a,  ^,  y)  =  o,  ài{x^jr,  a,  ^,  y)  =  o,  on  obtient  l'équation  d'un  lieu  passant 
pir  les  points  communs  aux  courbes  f,  X'  ^^  ^-  Ce  principe  généralisé,  appliqué 
à  des  faisceaux  de  droites,  est  très-utile  dans  la  théorie  des  courbes  supérieures. 
On  en  déduit,  par  exemple,  que  le  lieu  des  points  triples  des  rayons  homologues 
de  trois  faisceaux  homographiques  est  une  cubique  quelconque.  Voir  aussi  l'Ou- 
▼nge  intitulé  :  Éléments  de  la  théorie  des  faisceaux^  par  F.  Folie.  Bruxelles, 
F.Biyez,  1878,  113  p.  in-8. 

LePaige  (C).  — Sur  les  points  multiples  des  involutions  supé- 
rieures. (247*259). 

folie  [F.).  — Rapport  sur  ce  Mémoire.  (191-192). 

Étudedes  points  doubles  d'une  involution  du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Montignj  {€.).  —  Disposition  expérimentale  appliquée  à  Télude 
des  étoiles  colorées.  (328-333). 

^liUeau  (/-).  — Sur  une  loi  de  persistance  des  impressions  dans 
l'oeil.  (334-378). 

^^iie[F,).  — Restitution  de  priorité  en  faveur  de  M.  Catalan. 
(379-380). 

Deux  des  théorèmes  donnés  par  M.  Folie  en  1877  (Bull.,  t.  XLIV,  p.  182)  ap- 
P^^tiennent  à  M.  Catalan  {Nouvelles  jinnales  de  Mathématiques,  1863,  p.  173).  Les 
^vtséquences  que  M.  Folie  en  a  déduites  pour  les  coniques  et  ses  remarques  sur 
'^  possibilité  d'une  extension  aux  courbes  supérieures  lui  appartiennent  en  propre. 
^'^  théorèmes  do  M.  Catalan  se  trouvent  aussi  dans  son  Cours  autographié  (1848) 
"^^ application  de  VMgèbre  à  la  Géométrie,  §  569-572. 

^^Oiitignj,  —  Recherches  sur  les  variations  delà  scintillation  des 
étoiles  selon  Tétat  de  l'atmosphère.  (098-635). 

•  C'est  la  présence  de  l'eau  en  quantité  plus  ou  moins  grande  dans  l'atmosphère 
W  exerce  l'influence  la  plus  marquée  sur  la  scintillation  et  qui  en  modifie  le  plus 
1^  caractères,  selon  cette  quantité,  soit  quand  l'eau  se  trouve  dissoute  en  vapeur 
^ans  l'air,  soit  quand  elle  tombe  au  niveau  du  sol  à  l'état  liquide,  ou  ii  l'état  solide 
•ons  forme  de  neige.  >• 

^on  der  Mensbrugghe  (  G.  ).  —  Sur  une  nouvelle  application  de 
l'énergie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (635-643). 

explication  des  phénomènes  que  présentent  les  lames  liquides  étudiées  par  Sa- 
^•t  en  i833  {Annales  de  Chimie  et  de  Phjrxique,  t.  LIV,  p.  53;  Paris,  i833). 

^  I^aige  (C).   —  Sur  certains  covariants  d*un  système  cubo- 
hiquadratique.  (765-770). 

Bull,  des  Sciences  math.^  2*  Série,  t.  111.  (AoiU  1879.)  R.  1 1 


^an  Rjsselberghe  {F.). — Descriplîon  d'un  re 
liqiiu,  rigoureusement  isoclirone,  et  donl  on  j 
volonté  Je  régime.  (883-S93). 

Folie  (/■'.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (878-87 

RcQuIalGur  irès-aimple,  parfuiL  géoinelriquEmeal,  mais  au 
de  Tu^  mécabiquc. 

Mansion  {P.).  —  Théorème  rclatîfà  uii  détcrmii 

(892-899). 

Catalan  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (Syt 

Voir  Itoiiyellt  Correspondance  mathématique,  t.  IV,  p.  in3 
Maihematici,  f  série,  t.  VII,  p.  81-S9,  d'autre*  démonitratlo 


Mansion  (P.). 
Catalan  (E.). 


-Sur  l'élimination.  (899-908]. 
-  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (  88o- 


!  aourello  d<  l'élimii 


Catalan  {£•)■  —  Sur  les  hexagones  de  Pascal 
(946-949). 

I/ouzeau  [J.-C). — Sur  certains  phénomènes 
l'Astronomie.  (931 -966). 

Pourquoi  le  Soleil  el  la  Lune  paraisESnt-ih  plu»  gnc 
Qu'cit-ceque  le  (pieudo?)  Miellile  de  Vénua,  nu  sept  foi*  de 
Hencfae)  a-L-il  pu  voir  Saluroe  mus  forme  quaai  leclangnlaii 
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JOURNAL  PUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MaTIIEMATIK,  HERAUSGEGEBEN  VON 
C-W.  BORCHARDT  ('). 

Tome  LXXXV;  1878. 

Fuchs  [L,).  —  Sur  les  équations  difTérenti'elles  linéaires  du  se- 
cond ordre  qui  possèdent  des  intégrales  algébriques.  Second 
Mémoire.  (i-aS). 

•  Dans  mon  Mémoire  (même  Recueil,  t.  81),  j*ai  étudié  la  question  :  «  Dans  quelles 

*  circonstances  une  équation  difTérentielIe  linéaire  du  second  ordre  possède-t-elle 

*  d« intégrales  algébriques?  •  et  je  Tai  ramenée  à  celle«ci  :  «Quand  arrive-t-il  que 

*  certaines  équations  différentielles  linéaires,  qui  se  dérivent  de  Téquation  proposée 
'  par  un  procédé  uniforme  et  dont  le  nombre  d'ordre  n'est  pas  supérieur  à  douze, 

*  puissent  être  satisfaites  par  des  racines  de  fonctions  rationnelles?  <•  En  introduisant 

*  cet  effet  la  notion  de  forme  première,  j*y  ai  montré  que  le  degré  des  formes  pre- 

'Biéresdc  degré  minimum  ne  surpasse  en  aucun  cas  le  douzième.  Les  desseins  que 

Jsvais  alors  en  Tue  n'exigeaient  pas  de  réduire  au  plus  petit  nombre  les  genres 

P^sibles  de  ces  formes  premières.  C'est  pourquoi  je  m'y  suis  borné  à  celles  de  ces 

'^ductions  qui  s'obtiennent  comme   conséquence  immédiate  de  la  notion  de  ces 

'^Mnes,  et  je  les  ai  réunies  dans  un  Tableau. 

*  Depuis,  MM.  F.  Klein  et  C.  Jordan  se  sont  occupés  du  même  sujet.  En  particu- 
^^^r,  M.  klein  a  publié  une  suite  de  Mémoires  en  partie  dans  les  Comptes  rendus 
**'*  téances  de  la  Société  phjsico- médicale  d'Erlangen,  en  partie  dans  les  Annales 
"^^^hématiques  de  Leipzig,  où  il  a  étudié  les  propriétés  des  équations  algébriques 
^^»t  les  racines  satisfont  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  et 
^^  il  a  soumis  à  une  réduction  mon  Tableau  que  je  viens  de  mentionner. 

»  Récemment,  M.  Gordan  a  encore  réussi  {^Annales,  t.  XII)  à  résoudre,  pour  des 
^<>^mes  binaires,  le  problème  proposé  dans  l'Introduction  de  mon  Mémoire  cité 
^t-^dessus,  et  qui  était  de  déterminer  les  formes  de  degré  n  dont  les  covariants  de 
^'cgré  inférieur  «1  n  s'évanouissent  identiquement,  et  il  a  de  plus  montré  qu'elles 
Coïncident  avec  mes  formes  premières  du  plus  petit  degré. 

•  Une  Note  du  P.  Pépin  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
^  PariSf  juin  1876)  me  donna  lieu  de  démontrer  (même  Recueil,  juillet  187G)  que 
1^  formes  premières  du  plus  petit  degré  montent  aussi  effectivement  jusqu'au  dou- 
*j*nie  degré. 

>  Dans  ce  nouveau  Mémoire,  je  me  permets  de  montrer  que,  pour  gagner  une  base 
**9turelle  pour  tous  les  problèmes  relatifs  aux  équations  différentielles  en  question, 
'I  suffit  de  poursuivre  d'une  manière  conséquente  la  théorie  des  formes  premières, 
®û  l'on  ne  considère  pas  seulement  les  formes  du  plus  petit  degré,  mais  plutôt  lu 
^talité  de  ces  formes.  C'est  ainsi  qu'on  obtient  les  résultats  de  mon  Mémoire  anté- 
rieur de  la  manière  la  plus  simple;  mais  d'ailleurs  on  en  tire  de  prime  abord  les 
^Çoiis  définitivement  possibles  des  formes  premières  du  plus  petit  degré,  et  enfin 
^'^  reconnaît  des  propriétés  nouvelles  des  équations  différentielles  linéaires  qui  sont 


C)  \oïr  Bulletin,  III,,  108. 

R.ii. 


let  plini  corivspondanu  &aDl  perp^ndiculiir«i  Ifs  uni  aux 
■prés,  le  même  hjperlinlnidD  pirticulîer  k  une  nappe  le  prêsc 
de  M,  Chasira  comme  lieu  des  points   tels  que  Irun  distance 

lui-même  ce  trarail  comme  •  un  ciprcicc  sur  la  méthode  pu 
(Journal  lie  Uomille.  1.  I,  18I6),  il  ne  fait  que  montrer  que  le 
deux  eertaîneB  droites  et  un  cercle,  et  apré*  cela  il  raisonne 
lieu  sera  évidemment  une  surface  du  second  délire,  parce  qui 
mctrie  ansivtique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un  po 
lient  lei  coordonnées  de  ce  point  au  second  degré;  ce  lieu  si 
)oide  à  une  nappe,  etc.  >  Uti  tel  raisonnement  ne  saurait  ei 
piquent  de  traiter  la  question  d'aprèa  la  méthode  purement  s 
cette  lacune  a-t-elie  été  remplie  depuis  longtemps-,  moi,  je  n 
d'un  tratail  publié  depuis  peu  par  M.  SchOnlIiui  (Synlheciicl 
iHckungen  ûber  Flâehni  itveittn  Graiiri;  Herlin,  18-7),  et  qui  1 
lion  en  question  au  ihêoK-me  que  toutes  les  droites  qui  ren 


un  plan  et  qui  « 
'.  Cependant  on  n'a 


it  parallèles 


forment  un  hjrperboloidi 
nous  le  démontrerons;  i 
lolde  et  en  fait  aalllir  les  propriétés  caractéristiques. 

La  relation  qu'il  j  a  entre  l'hyperboloïde  particulier  à  ui 
droites  flies  oOrc  une  double  analogie  aiec  U  TiQUre  correspi 
On  sait  que  dans  le  pian  le  lieu  d'un  point  dont  te»  distances  ■ 
un  rapport  conslaat  est  une  circonférence  dont  le  centre  c 
entre  les  dcui  points  cl  pour  laquelle  ces  points  m^mes  former 
conjugués.  Pareillement,  dans  la  ll{pire  de  l'espace,  la  droite 
courte  distance  des  deui  droites  fixes  données  est  un  aie  pi 
Inide,  savoir,  celui  par  lequel  passent  les  deux  sections  ci 
droites  fixes  sont  un  couple  de  rayons  conjugués  par  rapport  i 
propriété  perce  déjà  dans  le  Mémoire  de  M.  Chaaies  et  a  été  ni 
par  M.  Schfinllies.  Mais  la  figure  de  l'espace  présente  encore 
qui  ne  semble  pas  avoir  été  apcn^c  jusqu'à  présent.  Dana  le  pi 
dont  lea  distances  a  un  point  fixe  cl  à  une  droite  fixe  sont  dai 
cal  une  section  conique  pour  laquelle  le  point  fixe  est  un  foj 
directrice  correspondante  (polaire  de  es  foyer).  Or,  dans  un 
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en  quelque  sorte  comme  application  de  la  propriété  fondamentale  des  Toyers  des 
sections  coniques  aux  surfaces  du  second  ordre.  Cependant  il  se  présente  ici  une 
différence  essentielle  entre  la  figure  dans  le  plan  et  celle  dans  Tespace.  Tandis  que 
toote  section  conique  possède  un  tel  couple  de  pôle  et  polaire  (et  encore  deux  fois), 
où  le  pôle  est  le  centre  d'une  involulion  de  rayons  ortho^jonaux  appartenant  à  la 
conique,  la  surface  du  second  ordre  pour  laquelle  deux  rayons  conjugués  doivent 
être  les  axes  d'inrolution  à  plans  orthogonaux  est  soumise  à  une  certaine  condi- 
tion, et,  si  la  surface  remplit  cette  condition,  il  existe  une  infinité  de  couples  de 
ftyons  conjugués  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  D'autre  part,  deux  droites 
Doo  situées  dans  un  plan  étant  données,  une  surface  du  second  ordre  pour  laquelle 
cttdroitea  sont  des  rayons  conjugues  et  les  axes  d'involutions  à  plaus  orthogonaux 
ptr  rapport  à  la  surface  n'est  pas  complètement  déterminée  par  cette  condition, 
qii  De  comprend  que  huit  conditions  simples,  et  il  y  a  un  faisceau  de  surfaces  du 
Mcond  ordre  qui  remplissent  cette  condition.  Ce  faisceau  de  surfaces  du  second 
ordre,  qui  se  produisent  par  le  changement  de  la  valeur  du  rapport  constant,  pos- 
lide  comme  courbe  fondamentale  commune  un  quadrilatère  gauche  imaginaire,  de 
même  que  toutes  les  sections  coniques  ayant  en  commun  un  foyer  et  la  directrice 
correspondante  forment  un  faisceau  de  sections  coniques  à  contact  double  idéal, 
l'étade  synthétique  de  ces  propriétés  fait  l'objet  du  Mémoire  :  I.  Le  paraboloide 
hyperbolique  équilatère.  II.  L'hyperboloide  orthogonal  (nom  proposé  par  M.Schroeter 
pour  Thyperboloïde  en  question  ). 

Gmdelfinger  (*$.).  —  Sur  la  transformation  d'expressions  di/le- 
rentielles  au  moyen  de  coordonnées  elliptiques.  (80-87). 

Difli  la  vingt-deuxième  Leçon  de  sa  Géométrie  analytique  de  Tespace,  Hesse  a 

indiqué  un  principe  qui  enseigne  à  transformer  certaines  expressions  difTérenticlles 

^  coordonnées  orthogonales  en  coordonnées  elliptiques,  transformation  faite  au 

Bioyen  de  changements  convenables  opérés  sur  les  formules  qui  se  présentent  à 

l'occasion  du  problème  des  axes  principaux  des  surfaces  du  second  ordre.  C*est  par 

^  procédé  qu'on  achève,  presque  sans  aucun  calcul,  l'intégration  des  équations  dif- 

'«crentielles  pour  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodésiqucs  sur  ces  surfaces. 

UNote  est  destinée  à  montrer  que  l'intégration  de  ces  équations  différentielles  et 

<('iutres  semblables  à  elles  ne  se  refuse  pas  non  plus  à  être  rattachée,  moyennant 

10  principe  analogue,  au  problème  des  axes  principaux  des  sections  planes  d'une 

^oHace  du  second  ordre.  Les  éléments  analytiques  employés  à  cet  effet  se  prêtent 

^  de  nombreuses   interprétations  géométriques  et  font  ressortir  une  connexion 

(ÙQple  entre  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  du  second  ordre  et  celle  du 

l<vrs  courbes  géodésiques;  observons  enfin  que  les  développements  partent  de  la 

forme  générale  de  l'équation. 

^ilinowski.  —  Démonstration  d'une  proposition  concernant  les 
surfaces  du  second  ordre.  (88). 

^hesler  (/.-y.)  —  Sur  les  actions  mutuelles  des  formes  inva- 
riantives  dérivées.  (89-1 15;  fr.). 

«Je  comprends  les  invariants,  les  covariants,  les  contravariants  et  toutes  les  formes 
<ivi  dérivent  dans  le  même  sens  d'un  système  donné  de  quantics  sous  le  nom 
général  de  dérivées  invariantives^  et  je  vais  établir  un  principe  qui  rend  ces  formes 
fécondes  et  donne  à  deux  quelconques  d'entre  elles  la  faculté  de  produire,  par 


pour  linii  dire  r«]uipeinent  irilbmélique  de  la  torme C 

YaÎK  produire,  le  muiliplialcur  d'un  élément  qaelcouque  ter 
nombre  binAme  ou  pnljnûme  qui  lui  serait  é|;ilé  dm*  )■  D 
quiDlici,  Quand  lei  multiplicalean  numérique!  lont  mit  «oui 
que  le  quanlic  est  un  quaiilie  préparé.  Remarquoni  que,  qu< 
ment  numérique  d'un  quanlic,  une  hubatilulion  quelconque  o] 
induit  une  aubstilulion  correlalitc  opérée  sur  le»  éléiDeDls.. 
en  état  d'énoncer  le  théorème  fondamenUl  auiTant  :  i  Dint  un  i 
Bubstituljani  contraire*  opéréci  sur  tes  variables  induisent  dei 
traires  opérées  sur  les  éléments,...  •  Si,  pour  donner  plus  de  sii 
on  se  borne  au  cas  de  quantics  unipartiies,  on  peut  résumer 
découlent  de»  principes  établis  en  aBirmant  qa'uue  ilctit 
système  quelconque  de  quanlics  unîparlïlrs  préparés  rei[e  une 
quand  on  substitue  pour  les  variables  ou  pour  les  éléments,  ( 
autres  simultanément,  leur*  inverses  symboliques,  avec  la  d 
première  suppotitiou  le  caractère  est  rbangé  dans  son  opposé 

Schering  (Karl).  —  Sur  la  tliéorie  du  moyen  arii 

trique  dequalre  éléments.  (  1 13-170). 
*  M.  Borthanll  a  créé  pour  la  Science  la  notion  de  la  mojreitn) 
trique  do  quatre  éléments  indépendantB  {ilonolthrrirhl  der  A 
irnsch,  zu  Berlin,  nnv.  187(1  et  Tebr.  1S77),  et,  au  moyen  de  la 
hyperelliptiques,  il  a  donné  une  représentation  de  ce  moyen 
bipartite  {aveigliedrig)  d'int^ales  hyperelliptiques.  Indépei 
sultals,  M.Scbering  montre  qu'on  peut  former  d'un  produit  de  ni 
géométriques  gausticnnes  un  moyen  de  trois  éléments  dont  1 
avec  celui  éubti  par  H.  Borefaardt  pour  quatre  éléments,  au  ci 
é|^ui.  La  représentation  do  ce  moyen  do  trois  éléments  par  d< 
lipliquea  a  été  obtenue  à  l'aido  d'une  réduction,  donnée  par 
intégrales  hypcrellipliquea  à  des  inlé(;ralei  elliptiques,  et  ii  l'i 
surfaces  de  Bicmann.  La  conalrucliou  de  ces  surfaces  suggère  ■ 
de  déterminer  les  modules  de  périodicité  de  ces  intégrales  et  1 
dca  relations  qui  ont  lieu  entre  eui,  et  qui  ont  été  établies  pa 
sentalioo  du  moyen  de  trois  éléments,  étudiée  par  M.  Scherini 
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iiepert[L,).  —  Sur  les  surfaces  minima.  Second  Mémoire.  (171- 
i83). 

En  coDsidéniDt  let  surfaces  nomméos  par  M.  Schwarz  faisceau  de  surfaces 
dïjmeper  et  faisceau  de  surfaces  de  Scherky  on  trouve  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  ces  surfaces  peurent  être  représentées  par  des  fonctions  elliptiques  de 
deux  variables  %  et  1),  de  telle  soKe  qu'on  obtient,  pour  des  valeurs  constantes  de  ( 
00  bien  de  17,  les  lignes  de  courbure  sur  le  faisceau  de  surfaces  d'Enneper  et  les 
lignes  asymptotiques  sur  le  faisceau  de  Scberk.  D'autre  part,  des  valeurs  constantes 
^K-i-'t  ou  de  ( — 1}  fournissent  les  lignes  asymptotiques  du  faisceau  de  surfaces 
d'Enneper  et  les  ligues  de  courbure  du  faisceau  de  surfaces  de  Scherk.  Do  plus,  ces 
Mirfsces  contiennent  quatre  faisceaux  de  courbes  dont  l'arc  est  une  intégrale  ellip- 
liqoe  de  première  espèce  où  la  limite  supérieure  a  une  simple  signillcation  géoraé- 
Knqae.  Enfin,  il  faut  signaler  la  connexion  remarquable  qui  a  lieu  entre  ces  surfaces 
et  les  surfaces  des  centres  de  courbure. 

iix  Jablonowski  pour  Tannée  1881.  (i84)- 

rohenius  (G.).  —  Sur  des  expressions  différentielles  linéaires 
adjointes.  (i85-ai3). 

Dans  ses  recherches  sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples,  Jacobi  est 
ptnrenu  à  quelques  théorèmes  concernant  des  expressions  dilTérentielles  linéaires 
<|si  ont  été  déduites  et  approfondies  par  beaucoup  d'autres  auteurs,  mais  surtout 
par  Hesse  (même  Recueil,  t.  54,  p.  327).  Les  calculs,  en  partie  trés-proHxes, 
qu'exigent  ces  démonstrations  peuvent  être  évités  entièrement  quand  on  définit 
l'expression  différentielle  appelée,  suivant  M.  Fuchs,  l'adjuintc  d'une  autre,  non  pas 
par  SI  représentation  formale,  mais  par  sa  propriété  caractéristique,  qui  coiisisU^ 
à  fiire  d'une  certaine  expression  différentielle  bilinéaire  une  différentielle  complète. 
Cette  voie  mène  aussi  facilement  aux  relations  découvertes  par  Clebsch  entre  les 
constantes  qui  entrent  dans  la  forme  réduite  de  la  variation  seconde,  relations 
^blies  par  Hesse  dans  une  (orme  peu  développée.  M.  Frobenius  commence  par  dé- 
velopper les  théorèmes  pour  des  expressions  difl*érentielle8  ordinaires  :  alors  il  donne 
locclnctcment  leur  application  à  la  transformation  de  la  vai  iation  seconde  ;  enfin 
U  généralise  quelques-uns  de  ces  théorèmes  pour  des  expressions  aux  différentielles 
partielles. 

Si*  Sur  la  composition  d'expressions  difl*érentielles  linéaires.  —  §  2.  Définition 
d'expressions  différentielles  linéaires  adjointes.  —  §  3.  La  réciprocité  d'expressions 
différentielles  linéaires  adjointes.  —  §  4.  Expressions  différentielles  qui  sont  égales 
^  leurs  adjointes.  —  §  5.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Jacobi.  — 
$6.  Proposition  auxiliaire  sur  les  formes  bilinéaires  alternées.  —  §  7.  Transforma- 
^on  d'un  déterminant.  —  §  8.  Sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples.  -- 
S  9.  Des  expressions  dites  adjointes  aux  différentielles  partielles  linéaires.  — 
S  10.  Le  théorème  de  réciprocité.  —  §  H*  Principe  du  dernier  multiplicateur. 

^yley  {A.),  —  Un  Mémoire  sur  les  fonctions  B  doubles.   (21 4- 

245). 

Suite  des  recherches  du  même  auteur,  t.  83,  p.  3in-333. 


Mathieu  {Emile).  —  Réflexions  au  sujet  d'un  th 
moire  de  Gauss  sur  le  potentiel.  (a64-a(>8). 
Giuu  ■  démontre  qu'on  peut  toujours  distribuer  *nr  niM 
matière  ea  une  couche  infiniment  mince,  de  sorte  que  le  polei 
soil,  en  chaque  point  de  In  surrace,  une  roncllan  donnée  U  de 
de  ce  point.  Pour  cela,  il  montre  d'abord  que,  si  la  mûue  de 
et  que  la  distribution  loit  bonio|[éne,  c'eit-i-dire  la  densi 
point  delà  surfaee,  l'inlécrale  n  :^/(V  — 9U)nii/f,  dans  lai 
en  l'élément  iJ]  de  la  siirraee  et  où  l'inl^ration  est  éteadne 
■usceplililc  d'un  minimum  qui  a  lieu  loraque  V  —  U  =  const. 
rapportent  les  rélleiiont  de  H,  Mathieu. 

Adains  {J.-C).  —  Table  des  valeurs  des  soixan 
□ombres  de  BernouUi.  (369-272). 

Konigsberger.  —  Sur  la  réduction  d'întégrdes  \ 
des  intégrales  elliptiques.  (273-a()4)- 

Voici  l'un  des  théorèmes  principsui  :  •  Le  nombre  dea  eoi 
indépendant  du  degré  de  la  Iranirormation.  Donc,  al  le  de) 
l'inleQrale  hjperelliptique  réductible  k  de*  intégrales  ellipti 
DOUB  co  seDlODS  résulter  une  plus  grande  Tariélé  de  en  tnlâ 
telle  sorte  qu'on  peut  tirer  cette  conclution  :  Si  une  inlégn 
première  espèce  est  réductible  k  des  intégrales  elliptiques,  i 
■le  réduire  toute  intégrale  hyperelliptique  appartenant  •  la  m< 
h  la  foii  à  une  intégrale  elliptique.  Il  n'en  est  pas  ainsi  si  1 
liplique  de  première  espèce  appartenant  k  ud  poIjoAme  du  di 
tible  à  la  somme  de  p  intéijrales  elliptiques  ditTérenteB.  Aie 
hyperellipliques  appartenant  k  la  mËme  irration  nallté  et  réducti 
de  ces  intégrale!  elliptiques.  • 

(tundelfinger  {S.).  —  Sur  la  transformation  en 
vilignes  d'une  certaine  sorte  d'équations  diÛe: 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  145 

On  trouTe  dan»  ce  Mémoire  une  nouTelle  solation  du  probli^me  traité  plusieurs 

Tôt*  ptr  liesse  :  «  Étant  donnés  sept  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 

onire,  déterminer  le  huitième  point.  »  Le  manuscrit  a  été  achevé  par  Tauteur  en  tout 

cm  qui  est  essentiel  au  sujet,  excepté  la  conclusion  ;  il  ne  demande  donc,  pour  être 

imprimé,  que  quelques  touches  légères  de  style. 

Fofl  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (3 17-326). 

Netto  (£*.).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  entière 
de/1  éléments.  (3a7-338). 

Sourander  (Emile).  —  Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du 
second  ordre.  (339-344)'  E.  L. 


MAIHBMATISCHE  ANNALEN  (•). 

Tome  XII;  1877. 

Krause  [M,),  —   Recherches     algébriques    sur    la  théorie  des 
fonctions  al  gébriques .  (1-22). 

te  p.  Joubert  est  le  premier  qui  ait  étudié  avec  détail  l'équation  qui  relie  le  pro- 
^loit  do  module  primitif  et  du  module  complémentaire  au  produit  du  module 
^Dsfonné  et  du  module  complémentaire.  La  théorie  de  cette  équation,  pour 
"0  degré  Impair  de  transformation  sans  diviseur  carré,  a  été  faite  par  MM.  Her- 
*ile,  Joubert,  Koenigsberger.  M.  Krause  en  donne  le  discriminant  et  détermine 
^  racines  distinctes  de  ce  discriminant  ainsi  que  leur  degré  de  multiplicité, 
^mme  exemples,  il  prend  les  uombres  de  transformation  jusqu'à  3o. 

^rdan  (P.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  transformations  linéaires 
d'nne  seule  variable.  (  23-46 )• 

"oniach  (Ax.).  — Sur  la  représentation  de  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  de  première  espèce  et  de  son  système  de  sé- 
cantes par  des  fonctions  doublement  périodiques.  (47-56). 

^'^iU  [A.  ).  —  Sur  le  discriminant.  (87-89). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  «  Le  signe  du  discriminant  d'une  équation  est 
*>égatif  quand  le  nombre  des  couples  do  racines  imaginaires  est  impair,  positif 
dans  le  cas  contraire.  •  L'auteur  montre  en  outre  que  le  nombre  des  passages  des 


f 


)  ^oir  Bulletin^  I„  aa'i. 


lion  dei  point*  d'inlieiion.  —  S  0.  ËqaUion  relatire  lui  poli 
tangenlei  doublet.  —  f,  1,  DiscriminKnti  de  eu  àenx  éqnati 
poinu  double!  imagiDures —  S  ^-  Repréwatalion  graphique  (i 

Du  Bois-Reymond  [P.).  — Note  sur  l'intégratioi 
aux dillëreniielles  totales.  (i33-i3o}. 
L'iuteur  montre  comment  l'on  peut  obtenir  eëométriqne 
d'Euler  et  de  M.  Herlrund  pour  l'intcgralion  de  l'êqnilion  Xrf 
quand  l'intégrale  ni  de  la  forme  j}(j',  ^,  z)  —  Ci  il  compara 
avec  une  autre  qui  a  été  donnée  par  Natani  cl  par  lui-mËm 
de  l' équation 


?-(r  ^)'''^'''(S'  j)*-*-p'(r  0'^' 


Mayer  [A.\.  —  Sur  le  multiplicateur   d'un   systi 
(■3î-i4!.). 

Jaeobi  a  donné  deui  délinitioni  différenlei  du  mulliplicalev 
née  ire  aux  dériTées  partielles 


0) 


•^^>=2'''l^ 


'f  - 


[.a  première  déllnition  loppoie  In  conniiatance  de  loiilet  le* 
n  donnée;    la    aoconda    déOnit  le  mulliplicateur  par    l'éq 


M.  Lie  {Mmk.  An».,  t.  XI)  a  montré  que  la  première  défloftlf 
h  un  tjtùme  complet,  pendant  que  le  ijilèine  currcipondant  de 
met  aucune   aolulion   commune;  maii  quand  le  ijitèmc  cons 
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Boue,  et  cette  intégrale  est  le  multiplicateur  commun  du  système  (i),  identique 
iTfc  celai  de  M.  Lie. 

Coflfr  (^O*  —  ^^^  *"**  '^  théorie  des  intégrales  elliptiques. 
(i43-i56;  angl.). 

Démonstration  et  application  du  théorème  de  la  multiplication  complexe. 

Gordon  (P.).  —  Formes  binaires  de  covariants  nuls.  (147-1 56). 

Klein  [F.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (iSy- 

•       '79)- 

Dtns  une  Note  précédente  {Math»  Jnnal.,  t.  XI),  Tauteur,  partant  de  la  théorie 
I  dn  groupes  finis  de  transformations  linéaires  d'une  Tariable,  a  montré  qu'il  n'y  a 
que  cinq  types  d'équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients 
ntioDoels,  susceptibles  d'être  intégrées  al{;ébriquement.  11  les  a  dési(rnés  par  les 
foroM  caractéristiques  que  présentent  les  intégrales,  a  savoir  le  type  de  la  divi- 
ôon  do  cercle  et  les  types  de  la  double  pyramide,  du  tétraèdre,  de  l'octaèdre,  de 
)  i'icosièdre.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  étudie  les  relations  entre  ces  cinq  types, 
montre  comment  on  peut  construire  les  formes  générales  de  ces  équations  difl*é- 
Rntielles,  et  comment  on  peut  en  déduire  les  équations  élémentaires  étudiées 
pv  M.  Schwarz  {Journal  de  Borcharde,  t.  75).  11  détermine,  pour  quelques 
exemples  compliqués,  la  fonction  rationnelle  qui  entre  dans  l'intégrale  et,  finale- 
■oent.  donne  un  Tableau  où  se  trouvent  toutes  les  formes  primitives  (au  sens  du 
Mémoire  de  M.  Fucbs,  Journal  de  Borchardt,  t.  81),  qui  existent  réellement. 

^hubert  (//.).  —  Le  principe  de  correspondance  pour  des  groupes 
^e/ï  points  et  de  n  rayons.  (180-201). 

^mbert  (//.).  —  Singularités  du  complexe  du  /i**"*^  degré.  (20a- 

221). 

^n  peut  définir  un  complexe  du  n*»^™»  degré  comme  l'ensemble  de  00"  droites 
^^^  oc'  passent  par  un  point  et  forment  un  c6nc  du  /|i^«  degré;  on  peut  aussi  le 
*^®Qsidérer  comme  un  srstrme  spécial,  à  cinq  dimensions*  de  groupes  de  rayons  ayant 
'^yons  communs  avec  chacun  des  cr.'  faisceaux  de  l'espace.  C'est  à  ce  dernier 
*^^nx  de  vue  que  se  place  l'auteur.  Les  singularités  d'un  complexe  se  divisent  en 
^•'X  classes  : 
***  Singularités  ne  concernant  pas  les  faisceaux  de  rayons  du  complexe  : 
*^lles  sont  contenues  dans  le  symbole 

A  =  ;i«c?^'*»' "'  ^    (ax  j3-t-;xAx/xmX7  =  j), 

^^    exprime  qu'un  groupe  de  rayons  a  son  plan  passant  par  a  points  donnés,  son 
^     ^met  sur  /3  plans  donnés,  et  que,  de  ses  n  rayons,   un  premier  satisfait  à  une 

'^^ition  fondamentale  i"p^,  ...,  un  cinquième  enfin  à  une  condition  ç"p'*. 

^^  Singularités  concernant  les  faisceaux  de  rayons  : 
^    ^^ésignons  par  e^ ,  e^  ,   ...,</    un  groupe  de  rayons  dans  lequel  il  y  a  m  colnci' 

**«•«,  en  sorte  que,  des  n  rayons  du  groupe,  /',  coïncident  avec  le  premier.  ... 
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et  /^  avec  le  m'*^*  ;  ces  symboles  e  se  relioiit  avec  ceux  qni  pnt  été  introduits 

la  première  partie,  et  où  l'auteur  remplace  g  par  h  quand  ce  signe  se   rap|i^:^. 

à  un  rayon  de  coincidenco.  On  peut  réunir  les  6in(;ularitês  dans  lu  furmulc 

»  -  '., ..  •••.,  *•;  *•:  •  •  •  AÎTff'*'  '•-->•«». 

L'auteur  détermine  tous   les  nombres  A,  R;  il  détermine  les  plus  simpl 
nombres  A  dinnïtement  et  les  autres  au  moyen  des  metbodes  développées  da^^         ^ 
tteitràge  zur    Géométrie  der    Anzahl   i^Math.   Annal. ,    t.   X).    En   particule ^^ 
trouve 

g"  z^  ion*{H  —  a ) («'  —  'i «  -h  a ). 

Ainsi,  pour  n  —  jj,  on  voit  que,  dans  un  complexe  du  quatrième  degré,  i/ci/»^ 
douze  cent  quatre-vinjjtg  faisceaux  plans.  Pour  la  détermination  des  nombres  I^* 
M.  Schubert  utilise  deux  méthodes  :  la  première  repose  sur  les  fonun les  qu'il  ^ 
établies  dans  son  Mémoire  intitulé  Correspuniienzprincip  fur  Griipi*en  (Mal^' 
Annal.,  t.  XII);  la  seconde  est  indirecte;  elle  part  de  la  définition  des  comptes^ ^ 
données  par  Plûcker  et  permet  de  déduire  les  sin(;ularites  d'un  ordre  plu«  éle" 
do  celles  qui  sont  d'un  ordre  moindre.  11  faut  ajouter  que  les  valeurs  obteniios 
trouvent  souvent  contrôlées  de  diverses  façons,  et,  en  partie,  au  moyen  de  travail 
ali^briques  antérieurs,  parmi  lesquels  il  faut  citer  le  Mémoire  de  M.  Voss  {MaOw 
Annal.,  t.  IX). 

Grassmann  (  II.). — La  Mécanique  d'après  les  principes  de  la  théorie 
de  retendue.  (222-240). 

Danlschcr  (A").  —  Remarques  sur  la  démonstration  analytique 
de  la  loi  de  réciprocité.  (  24 1-253). 

L'autour  s'occupe  de  la  loi  de  réciprocité  cubique  (  77  )  ~- -  (  j-  )  (pour  dos  nombres 

premiers  impairs,  primaires),  loi  énoncée  d'abord  par  Jacobi,  puis  établie  par 
Eiscnstein  au  moyen  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle,  et  la  déduit  d'une  re- 
présentation analytique  du  symbole  (  7:  )»  symétrique  par  rapport  à  P  et  à  Q, 

qu'Eisenstein  avait  fait  ]>our  la  loi  de  récifirocité  biquadratique. 

II  se  sert  pour  cela  de  la  fonction  ;'(//,  g^,  g^)  introduite  i>ar  M.  Weierstrass  dan» 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  supposant  que  les  deux  invariants/?,  et  j*, 
sont  l'un  nul,  l'autre  égal  à  1;  cette  fonction  admet  un  couple  primitif  de  période* 
Qoj,  a&);o  (p'-t- /9 -hi)  =  o  et  se  reproduit  quand  on  multiplie  Pargunient  par  ^. 
en  sorte  que  p{pu)  —  pp{u),  propriété  qui  permet  de  l'utiliser  pour  la  represco- 
tation  du  symbole  ru  bique. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Dantscher  traite  de  la  multiplication  complexe  de 
cette  fonction  spéciale/',  et  en  particulier  de  l'égalité 

p(mu)  _^     9{pu) 

où  ^ct  T  sont  des  fonctions  rationnelles  de/>netoùron  suppose  m  impair  et  pri- 
maire; il  parvient,  au  moyen  du  théorème  de  l'addition,  à  un  procédé  noureau  poar 

déduire  ^  de  Y,  et  est  ainsi  conduit  à  une  représentation  du  symbole  (jz)  qui  est  en 


amsii 
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effet  symélriq  ne  par  rapport  à  P  et  Q,  et  aussi  aux  théorèmes  com  plein  eu  ta  ires  ro- 

,.,if.i(l)ctà(i:=-^). 

Dans  la  deuxième  Partie,  pour  pouvoir  appliquer  h  la  fonction 

y   m    -  *  X   m    -  7  K   w'  -4-rt 

la  démonstration  donnée  par  Eisenstoin  pour  l'irréductibilité,  on  démontre  d'abord, 
pour  un  nombre  premier  à  deux  termes  m,  la  divisibilité  par  m  des  coefficients  c,,  .... 
La  démonstration  souffre  une  exception  dans  le  cas  d'un  nombre  premier  à  un 
KoI  terme  m,  pour  le  coefficient  Cj^,  lorsque  6A  -t-  i  ~^  o(mod.  m);  maison  évite  cette 
difficulté  au  moyen  des  relations  générales  entre  ^  et  Y.  La  théorie  donnée  par 
M.  Weierstrass  fournit  deux  systèmes  de  congruences  par  rapport  au  module  m*, 
dont  on  déduit  que  le  terme  c^y  lorsque  6A-i-i  -~~  o^mod.  m),  est  divisible  par /n,  et 

qoe  les  —  —  coefficients  voisins  adroite,  et  le»  — - —  coefficients  voisins  il  gauche 

lont  divisibles  par  n«'. 

trassmann  (//•).  — La    place  des  quateruions  d^liaiuilton  dans 
la  théorie  de  Tétendue  (37J-386). 

Dans  un  Mt moire  inséré  dtkM  \e.  Journal  t/e  Crelle  (t.  49)  Sur  les  différents 
genres  de  multiplication,  Grassmann  a  défini  seize  modes  différents  de  multiplica- 
tion; ponr  les  grandeurs  obtenues  au  moyen  de  trois  unités  indépendantes,  ces  modes 
sont  caractérisés  par  ce  fait  qu'un  certain  nombre  des  quatre  équations  qui 
suivent  sont  ou  non  satisfaites  : 


/» 


(I)  e^ej^.zr-ej^.e^ 

(a)  <-/<*aH-<-A«^/--^  o, 

i)  e]  -i-  e\-^t\  —o. 


:  t 


Les  équations  (ti),  (3),  {\)  définissent  la  multiplication  extérieure  que  l'auteur 
*  surtout  employée  dans  la  science  fie  l'étendue  {Ausdehnungslehre)\  les  équations 
(')i  (3),  (3)  définissent  la  multiplication  intérieure;  les  équations  (2)  et  (3)  dé- 
^^minent  un  mode  de  multiplication  que  M.  Grassmann  qualifie  de  moyenne,  et  de 
'*  Considération  de  laquelle  il  déduit  les  théorèmes  fondamentaux  du  calcul  des 
lii^ternions;  il  indique  ensuite  les  |)roblèracs  que  l'on  traite  habituellement  comme 
applications  du  calcul  des  quaternions  et  qui  se  résolvent  aisément  au  moyen  des 
^*»lUpIication5  extérieure  et  intérieure  et  aussi  de  l'opération  qu'il  désigne  sous 
^nom  de  quotient.  Enfin,  pour  ce  qui  concerne  les  applications  à  la  Trigonométrie 
Phérique.  la  composition  des  segments  d'après  les  méthodes  de  son  Ouvrage  lui 
^>^it  préférable  au  calcul  des  quaternions  ;  il  termine  en  développant  un  certain 
^mbre  d'exemples. 

^pcke  [yi')'  —  Sur  la  discussion  du  mouvement  d'un  solide  de 
'^évolution  dans  un  fluide.  (387-402). 

M.   Klrchhofl*,   dans    le   Tome  71  du  Journal  de  Dorchardt^  a  ramené  l'étude  du 


D'Ovidio  {H.).  — Les  fonctions  mélriques  fondameu 
espace  de  plusieurs  dimensions  et  de  courbure  con 
4.8;fr.). 

Rétiimé  d'un  Mémoire  lu  ù  l'Audémie  de*  Uiiccl  (K  iTril  1877] 
de*  foncliona  métrlquea  pour  les  espicm  à  n  diinenBioDs  dmi 
rurme  quadratique  reprétontP,  U'aprèi  M.  Cajlc;,  Vi^tolu  dei 
ili»  miilliplani  :  unit  dmitn  est  un  (» — 1  )-plaD  ;  un  r-point 
|i1un;  l'auteur  appelle  un  tel  espace  npace  de  courbure  consianle 
justilicrcette  dënoDiinalion.  La  distance  entre  deux  point*  eat 
dirité  par  3  <J —  1 ,  du  rapport  an  bar  ui  (inique  de  cas  deux  pointa 
deux  points  où  la  droite  coupe  l'absolu;  ta  deliuitioa  de  l'uigle  d« 
(lualisllque. 

Lenomenc  (ou  le  comomriil)  d'un  r-pojnt  Ret  d'un  r'-point  R'  e 
«inus  (ou  des  cdiinui)  des  |0  distances  entre  R  et  R',  c'esl-a-dire  en 
une  perpendiculaire  connniiup  à  R  et  à  R'  rencontre  l'un  et  l'au 
l'espace  k  (n  —  r)r  dimensions  qui  a  pour  èlûmeut*  lea  r-poinli 
l'-poinU  R,  dons  lesquels  eiistc  un  point  orthogonal  à  tout  l'r-poinl 
points  est  tunijcat  à  l'absolu.  Un  r-puîiit  R  et  un  r'-point  R'  aoni 
qu'ils  ont  en  commun  un  A-poinl  K  appartenant  à  l'nbsolu  d«  k~i 
rallôlisme  d'ordre  supérieur  lorsque  K  louche  l'absolu  suivant  ui 
dnalitc  ue  subsiste  plus  lanque  le  discriminant  de  l'absolu  eat  nul 

Krause  (M.).  —  Sur  les  équations  modulaires  des  foi 
tiques.  (4 19-43 1  }■ 

Pringsheim  {A.  ).  —  Sur  la  ihéorie  des  fonctions  hyp( 
et  particulièrement  de  celles  du  troisième  ordre  (f> 

475). 
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(loireDt,  pour  que  celle-ci  soit  une  fonction  hyperelliptique,  tati»faireà  -^ ■ 

2 

relalioDf.  La  forme  de  ces  relations  a  été  donnée  par  M.  Wcierstrass  ;  il  a  montré 
qu'elles  consistaient  dans  l'éTanouissemcnt  d'un  certain  nombre  de  fonctions  d* 
paires,  à  arguments  nuls,  fonctions  qui,  lor&qu'on  ne  %e  place  pas  dans  le  cas  par- 
ticulier des  fonctions  hyperelliptiqucs,  ne  sont  pas  nulles. 

En  comptant  le  nombre  de  conditions  de  cette  nature,  on  reconnaît  qu'il  sur- 
passe le  nombre  -^ — •  lorsque  p  est  supérieur'    à    3  ;    qu'il    n'y  en  ait 

réellement  que  ^ -^ qui  soient  indépendantes,  on  panicnt  à  le  dé- 
montrer, de  même  que,  en  partant  de  ces  conditions  nécessaires  pour  caractériser 
sn  système  hyperelliptique  qui  sont  données  par  l'évanouissement  d'un  certain 
nombre  de  fonctions  d-  paires,  on  établit  ces  propriétés,  fondamentales  pour  un  tel 
système,  qui  consistent  dans  l'existence  de  relations  linéaires  homogènes  entre  les 
carrés  de  p-hi  fonctions  d-  à  indices  simples  et  aussi  entre  p-h  i  produits  de  fonc- 
tions d-  de  la  forme  d-^  («,•..)  ^«^.(«i  •••)<  ^^  ^  ^^^  *"*  indice  variable  pris  dans  la 
suite  0,1, 3,... ,3/0,  et  /a  un  indice  fixe  pris  dans  la  même  suite,  mais  différent  de  a. 
Ces  relations  sont,  d'une  part,  conforma  aux  équations  de  Rosenhain  pour  des 
fonctions  S*  hyperelliptiqucs  du  premier  ordre  et,  d'autre  part,  coïncident  avec 
^fn  résultats  déduits  directement  par  M.  Wcierstrass,  pour  les  fonctions  hyper- 
elliptiques  />|,  ...,/>,+,  des  équations  différentielles. 

Dans  le  cas  de  ^  =  4t  M-  Pringsheim  montre  que  les  conditions  nécessaires  pour 
caractériser  uu  système  hyperelliptique  sont  aussi  suffisantes;  c'est-à-dire  que,  en 
supposant  l'évanouissement  d'un  certain  nombre  de  fonctions  d-  paires,  tous  les 
qnotientsde  fonctions  <&  s'expriment  symétriquement  au  moyen  de  quatre  variables 
<„...,jr^,  et  que,  d'un  autre  côté,  les  arguments  f,,  -..t  ^4  de  chaque  fonction  d^sont 
liésàxj,....  z^  par  un  système  hyperelliptique  d'equatiuns  difTérentielles.  Le  chemin 
(viTi  est  analogue  à  celui  que  Rosenhain  a  tracé  pour  les  fonctions  hyperelliptiquet 
*l«  premier  ordre. 

Le  nombre  de  fonctions  3-  dont  on  a  à  s'occuper  dans  ce  cas  s'élève  à  356,  sans 
^mptcr  la  fonction  3  fondamentale  et  les  neuf  fonctions  d-  à  indices  simples 
(0|||...,8);  les  autres  ont  des  indices  composés  de  deux,  trois  ou  quatre  chiffres. 
L'iQteurles  a  toutes  réunies  dans  un  Tableau,  avec  leurs  caractéristiques.  Parmi  les 
^nt  trente  fonctions  paires,  dix  doivent,  pour  que  le  système  soit  hyperelliptique, 
itnnuler  quand  on  suppose  les  arguments  nuls:  mais  un  tel  système,  pour  /9  =  4* 
possédant  encore  sept  constantes  arbitraires,  il  faut  que  des  dix  équations  dont 
Boni  venons  de  parler,  qui  équivalent  à  autant  de  relations  entre  les  dix  modules, 
'1  n'y  en  ait  que  trois  d'indépendantes:  c'est  ce  que  M.  Noether  a  établi  tout  ré- 
cemment d'une  façon  explicite  {Math.  Afin.,  t.  XIV). 

Après  avoir  développé  le  nombre  suffisant  de  relations  entre  les  fonctions  d*  à 
''Sumenls  nuls,»  on  peut  exprimer  tous  les  quotients  de  fonctions  d- à  arguments 
n^ls  au  moyen  de  sept  constantes  indépendantes  ;  mais  les  formules  deviennent 
plus  symétriques  en  introduisant  neuf  quantités  a^,  a,,...,  a,.  Puis,  au  moyen 
^^  relations  linéaires  homogènes,  dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  entre  les  carrés 
^  fonctions  d*  à  arguments  quelconques,  on  voit  que  des  neuf  quotients  de 
'Onctions  d^  dont  les  numérateurs  sont  des  fonctions  à  indices  simples  et  dont 
'^  dénominateur  est  toujours  la  fonction  d-  fondamentale,  cinq  peuvent  être  ex- 
F^Hmées  au  moyen  des  quatre  autres;  en  d'autres  termes,  les  neuf  quotients  s'ex- 
'^^ment  au  moyen  de  quatre  variables  indépendantes  .r,,  ...,.r^.  Toutes  les  rela- 


où  F.j  désigne  une  fanilion  nitiannallo  queleonque,  M  R(x) 
du  neuriâme  degré  do  m  lo*  ricin«  >ont  a.,  ....a,,  l'iutaur  II 
varlabln  auiilîairei  n,.  . . .,  ",  au  moyen  de  quatre  équtlion*  dil 
perelliptîqupa  d'une  forme  entière  me  lit  délerminée  et  moatre  qui 


=2Ë- 


Im  eoefllclenls — "-  sont 

choie  a  lieu  dani  le  ijaliniB  réci|iraque 


■nffit  pour  cela  de  monl 


-■=2^:' 


Iji  preuie  le  déduit  des  relations  qui  eiiilenl  entre  i-,  rt  x^,  i 
tient  par  délinîtion  Ips  u,  et  les  r,,  en  diOerentiant  ccrtaloea  fam 
de*  fonctions  9'  que  l'on  ôtablil  fc  cette  oecaaion.  On  arriretiil 
[équivalente  ■  l'équation  (i)], 


(4) 


..  =  A,rfv, -t-B.rf.-,. 


■  r.J.'. 
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coefficients  JU»  •  •  •  i  CD  sont  des  fractiont  dont  le  dénominateur  eet 

qK,,  ...  3K4, 

m^        il      ■  *  *      ^  '^(1 


c«:3  D  = 


^)n  peut  les  exprimer  aussi  au  moyen  des  fonctions  9-,  et  l'on  est  ainsi  conduit 
^        ^es  formules  analogues  aux  formules  de  la   théorie  des  fonctions  elliptiques 

fÏK 
•3-^    =  V  —  '  et  au  moyen  desquelles  chaque  fonction  d-  à  arguments  nuls,  diflle- 

r^x-ate  de  zéro,   se  présente  comme   un  multiple  de^D..., 

Y^nalement,  en  intégrant  les  équations  (4)  pour  des  systèmes  de  Yaleurs  conYe- 
■"^  blés  de  »",,  ...»('4t  et  de  x^f,,,yX^f  on  parrient  à  exprimer  les  modules  des 
^'^^v^ctionsd' au  moyen  des  modules  do  périodicité,  et  par  suite  en  fonction  uni- 
^'^^'■^'■ne  de  a^,  ....  «g.  En  résumé,  les  formules  fondamentales  du  problème  de  l'in- 
lioD,  pour  le  cas  de  p  =  4>  bo  trouvent  obtenues. 


{ff')-  —  Note  sur  un  problème  d'élimination.  (476-480). 

'^éicrmination  du  nombre  de  couples  de  deux  points  situés  sur  une  même  courbe 
^^*p^ce^,  atec  points  doubles,  qui  satisfont  à  deux  correspondances. 


*^orfer  (-£*.). — Note  sur  le  cercle  d'opérations  du  calcul  lo- 
Sîcj^e.  (481-484). 

^^Ite  Nota  se  rapporte  à  un  travail  de  l'auteur.  Die  Operationsbasis  des  Logik" 
^**^«Wf  (  Leipzig,  Teubner,  1877),  travail  qui  se  relie  à  ceux  de  G.  Boole  et  de 
*    Orassmann. 


C-r^.)- —  Sur  les  courbes  asymptotiques  {Haupttangenten- 
yen)  des  surfaces  gauclies.  (485-5o2). 

^'équation  différentielle  des  courbes  asymptotiques  d'une    surface   réglée  dans 
^^Uelie  les  coordonnées  de  la  génératrice  sont  fonctions  d'un  paramètre  est  ob- 
^Hue  par  la  considération  du  faisceau  do  complexes  linéaires  déterminé  par  une 
fS^Qératrice   et  trois  génératrices  consécutives.  Chaque  complexe  du  faisceau  dé- 
^^tnine   deux  tangentes  consécutives  d'une  courbe,  en  vertu  de  ce  théorème  gé- 
^^^al,  que,  pour  toute  surface   réglée  dont  les  génératrices   appartiennent  à  un 
^^iQplexe  linéaire,  on  peut  déterminer,   par  des  opérations  algébriques,  une  ligne 
^ymptotique  dont  les  rapports  géométriques  avec  le  faisceau  sont  bien  connus, 
"^ur  obtenir  explicitement  l'équation  difrêrenticllo,  on  a  à  résoudre  un  système 
^c  quatre  équations  linéaires  et  d'une  équation  quadratique  ;   on   y  parvient  en 
^>>trodaisant  les  coordonnées  du  complexe  déterminé  par  une  génératrice  et  les 
<liiatre  génératrices  consécutives  ;  on  l'obtient  ainsi  sous  une  forme  dans  laquelle 
^us  les  coefficients  sont  des  invariants  de  la  surface,  dont  la  signification  est  in- 
dépendante  du  choix  du   paramétre.  On  peut  l'intégrer  quand  la  surface  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire.   L'auteur    cherche   ensuite,  en   supposant  que   les 
""^ordonnées    des   génératrices   soient  des   fonctions    rationnelles  du  paramètre, 
*oua  quelles  conditions  les  lignes  asymptotiques  sont  algébriques.  11  y  parvient  en 
*  ftîdint  des  critériums   donnés  par  M.  Koenigsberger  et  par  M.  LiouviJIe  pour  la 
'^^'uction  des  intégrales  hypcrelliptiques  à  des  fonctions  algébrico-logarithmiques, 
^^    ^1  indique  la  signification  géométrique  des  conditions  auxquelles  il  est  ainsi 
^«1//.  des  Sciences  math,,  a«  Série,  t.  111.  (Août  1879.)  R.  12 
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conduit.  Enfin  il  traite  on  particulier  lo  cas  où  le  complexe  linéaire  est  uu  com- 
plexe spécial. 

Klein  [F.].  —  Nouvelles  rcchcrehcs  sur  rîcosaèdre.   (3o3-54o). 

Cronc  (C). — Sur  la  distribution  des  tangentes  doubles  sur  les 
divers  systèmes  de  conicjues  ayant  un  contaet  quadruple  avec 
une  courbe  du  quatrième  ordre.  (  jCm-Sjj  ;  fr.  ). 

L'autour  a  donné  un  dévoloppcraont  de  la  mémo  matière  avec  des  démonstrations 
plus  détaillées  dans  le  journal  danois  Tidsskrift  for  Mathematik^  Cah.  V,  i8y3. 

Prix  proposé  par  la  Société  Jablonowski  pour  Tannée  1879. 

Ax.  n. 


ARCHIV  Matiiematikv  a  Fysiky,  ktcn'z  vydtivil  Jcdnota  CeskÇch  mathematikù 
V  Prazo  (*). 

Tome  II;  1 877-1 879. 

Blàzck  (C)  —  Kssai  d'une  théorie  des  courants  de  la  mer.  (i-aS; 
ail.). 

L'autour,  après  avoir  mentionné  los  rochcrrhesdc  Maury,  deMùhry  et  de  Schillinj;. 
passe  au  dévoloppement  ot  à  la  démonstration  de  sa  propre  théorie,  dont  il  résumit 
comme  il  suit  les  principales  propositions. 

La  cause  des  grands  courants  constants  de  la  mer  est  rino{;ale  température  do 
l'eau  depuis  l'équatcur  jusqu'aux  p(Mes.  Cette  cause  pormet  à  Taction  combinée  do 
la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  de  chasser  l'eau  froide  vers  ré(]ualAur,  ft 
l'eau  chaude  vers  lo  pôle. 

£n  vertu  do  la  rotation  do  la  Terre  et  de  l'inertie  de  l'eau,  il  naît  de  part  et 
d'autre  de  l'cquateur,  en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  Terre,  des  courants 
fermés  dont  les  contres  sont  situés  entra  lo  3o*  et  le  35*  deip-é  de  latitude.  Sous  cix 
mômes  parallèles  régnent,  au  fond  de  la  mer,  des  courants  froids  de  aens  opposé, 
qui,  sous  l'équatcur,  montent  à  la  surface  de  la  mer,  et  forment  le  contre-courant 
équatorial. 

Il  se  produit,  on  général,  dans  chaque  courant  dirigé  vers  Téquateur,  une  rota> 
tion  dans  le  sens  de  colle  de  la  Terre,  et  au  contraire,  dans  chaque  courant  dirige 
vers  le  polo,  une  rotation  dans  le  sons  opposé. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  comparaison  de  ces  résultats  théoriqaes  atcc  les 
données  do  l'observation. 

TVeyr  [Ed.).  —  Sur  la  niarclie  des  fonctions  elliptiques.  (a6-6o). 


(•)  Voir  Bulletin,  Vlll.  ii). 
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^^^e  suÎTant  des  chemins  rectilignes,  puis  suivant  des  chemins  quelconques.  De  là 
^    **^^duit,  en  posant 


z  =  sinamu,    y/i  —  z'==cosam//,    ^i  —  A*«"=  Aamu, 
CfcDodromie  de  ces  fonctions,  leur  périodicité,  les  racines  des  équations 

sinamu  =  sinamu,,     cosamu  =cosamii,,     Aamu=Aamfi,, 
^iio  on  décide  de  laquelle  des  quatre  formes 

dz  ip*  db  iq* 
sioamu,  cosamir,  Aamn  pour  une  valeur  donnée  de  u. 

^a  {A.),  —  Sur  Tintégrale  Sx*^*.  (6i-65). 

^signons,  pour  abréger,  par  jr<")  le  produit 

jc(x  — i)(x  —  a)  ,..{x —  w-f-i), 


^X 


'appelons  la  form  le 


2xC0= H  const., 


^   ^fférence  Ax  étant  supposée  égale  à  l'unité.  Pour  intégrer  x*'*'',  où  k  désigne  un 
**^"^îer  positif,  posons 

^*  )  x*+»  =  R,-+-  R,x(«)-4-  R,xO  H-. . .-+-  Rx(»+'), 

^^  t)ous  aurons,  R,  étant  évidemment  nul, 

2x*V  =con8t.-t-  -  R,xO)-t-  ^  R,x(»)-f-. . .-+-  —^  Rj^+.x^**»), 

•i  3  A  -t-  a 

Les  quantités  R,,  R^,  R,,  ...  se  présentent  comme  restes,  lorsqu'on  divise  x****' 
I^rx,  puis  le  quotient  par  x  —  i,  le  nouveau  quotient  par  x  —  a,  et  ainsi  de  suite, 
^'^ns  le  Tableau  suivant,  on  a  calculé,  par  la  méthode  do  Uorner,  les  coefficients  des 
divers  coefficients  en  question  : 


^+'-+- 

0 

H- 

0 

H- 

0 

-+-   0  H- 

0  -<- ... 

0 

o 

1 

3 
6 

O 

I 
7 

0 

1 

0 

0    ... 

R,  =  o 

I 

I 

R,=  i 

a 

IJ 

90 

35o 

• 
• 

3i 
3oi 

• 

• 

• 

K.= 

3 

a5 

65 
lio 

•  •  • 

R.= 

4 

10 

1  • 

R.= 

• 

• 

R.= 

a"'  =  I<')^-{JA,-t-l)J<•^  +  (3^.^-A.)Jl■)-^■ 


H-(*A,-t- Aj_,li' 


ce  qui  permet  de  former  le*  quintités  H,,  R,, en  ptrtant  do  l'êgi 

Afin  d'obtenir  pour  lei  R  des  expreiaioDt  indépendante*,  remarqnoni  c 
■  R,  =  o,  R,  —  I .  Le  coelDcient  R,  est  éiidemnienl  le  J'™*  terme  de  1i 
l5,  ...,  qui  forme  In  troiiième  liijne  de  potre  Tableau;  deux  terme*  < 
B,^,  HtigfaiMDI  h  l'équation 


- 1,  la  constante  d'intégration  C  si 


Le  coefficient 

R.e« 

>lle 

(*- 

1.  6, 

•  terme  de  la  suite 

,  î5,  90,  3o,,  .... 

qui  forme  la  qu 

latrié 

mol 

iene 

dan 

Dtre  Tableau.  Pour  cei 

..  =  H---^.. 

de  lii,  en  intégn 

■"•• 

^  = 

l-^'+c.y-\ 

et,  comme  •■,  = 

„„ 

troii 

,«C 

=b 

donc  enSn 

(3) 

R. 

='■*■ 

.=i(._i..«+3*). 

f 


^M» 
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^^^afio,  pur  une  induction  complète, 

r/;  ^.  =  ^y_  [,.-(»7-)(„_.).^(«7»)(„_,;._(''7^),,_3,-....]. 

■^^    est  aisé  de  donner  les  quatre  derniers  coefficients  du  développement  (1)  sous 
"^  ^orme  plus  simple.  En  eiTet,  R|^.,  étant  dans  la  première  colonne  de  notre 

Uy  on  a  R|^,  =  1  ;  en  calculant  le  terme  général  do  la  suite  contenue  dans  la 
c&e  colonne,  on  troure 

XsL  troisième  et  la  quatrième  colonne  donnent 

"»-i  = ; » 

ÀrA-0«(A-aV(A-^i) 
^•-^ 4« 

valeurs  de  Kj^.,,  Rr-4*  •  *  *  deviendraient  déjà  trop  compliquées. 

"a  {A.).  —  Sur  les  valeurs  des  expressions  limf  iH — j  » 


('-:)''<^. 


I  I 


^  .    ^     JE.n  supposant  le  nombre  u  entier  et  positif,  on  trouve  sans  difficulté,  par  le 
^'^loppement  du  binôme, 

*^    I^c»sant 

3!  ul 

is  on  a 

^  tu  /    \  tii  /  «ftift»*  \flilCj/  6» 

(.-_!)  (._2)(._3)>(,_L_l)(._l)>,_i_l_^  =  ._5. 

^  &)/    \  «/    \  ft»/  \  01  A»/    \  CJ/  Al  01  M  ftl 

^«néralemeut 

^  —  )  (i— -)•••( I )>i =  1 — 4 — '* 

6)/\»/\  M/  016)  0)  30) 


>onc 


(•+î;)'='-^-7!('-i;)-^ï!^'-"K'~»)'^*"* 

0)!  \        0)/  \        0)/         \  0)     / 

/i!  L  Jû)      J  0)!  L  -Jû)       J 


>!-+- 


T 


J 


Mtuna  quintité  finie,  on  déduit  d«  inôgRlités  {')et  (3) 


nÛKj-i-^H [H h  l-infl 


Lut  lai  do  u  rnelionniire  ou  négitif  te  ramùncnt  de  la  manièi 
que  nom  Teaodi  de  eoniidérer. 
II.  Si  l'on  luppoM  a  >  I  et  lim  h  =  «  ,  on  a 


ILii  eflel,  comme  il  Nifflt  do  considérer  Ici  Taleun  ontiirei  de  u,  on  . 


Les  facteur*  do  co  produit  ont  ]iour  limita  ~  ;  iU  (eront  donc,  à  pai 


facteur 1  GOUitammeDt  moi  ad  rea  qu'une  fraction  71  6  étant  c< 


d'où  l'on  tire,  pour  u  =  «  ,  le  résultat  annoocé. 
On  ferait  toir  de  la  mAme  manière  que 
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/  T^  "  s^  ma  r  détermine  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface,  puis 
T^rt M^  «-1  '«^ne  section  normale;  de  là  il  déduit  les  sections  principales  et  leurs  rayons 
r  ^   ^«=^  «^  c^bure,  qui  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  posant 

^^igne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  principale,  on  donne  aux  équa- 
■^-CTerentlelles  des  lignes  de  courbure  la  forme 

yâ —  =  —  —  — , 


ya  -7  = -+■  -;= 

rdz        k 

V  Q  —  =  • 


» 


f   - 


igralioii  de  ces  équations  doniin 

x  —  ^t  —  h} cos \c  d-  log  (  v^ -t-  ^f  —  A»  )], 
;.  .-r  yTTTJt  sin  [c  d:  log  (  v^F -4- v^miF !]. 

s  --Z  A[r:tz  log(v^  -4V^^^^"  ] 

»        j^         ^«8  équations  des  lignes  de  courbure. 

'         *^**^  avoir  introduit,  au  lieu  du  /,  une  nouvelle  variable  p  définie  par  l'équa- 

log(v'7-+-v^f  — A*)=?. 


»^^*  donne 


X  =  0  cos(cdbp),    ,r  =  /»8in(c:4i  »),     r  =  A(r'±p), 


^^îgnant  la  quantité -(>?  —  A*c"V),  l'auteur  étudie  la  forme  des  deux  systèmes 
'^^es  représentes  par  ces  équations. 

*'^t/ier  [S.),  —  Le  théorème  de  décomposition  d'Euler  et  le  pen- 


dule de  Foucault.  (84-95;  ail.). 


.    ^'auteur  fait  voir  que  le  théorème  de  décomposition  d'Euler  pour  les  rotations 

^■liment  petites  doit  servir  de  base  a  la  démonstration  mathématique  de  la  loi 

^y^ique  découverte  par  Foucault,  et  la  faute  commise  en  ne  tenant  pas  compte  de 

a      théorème  est  la  source  commune  tant  des  erreurs  que  l'on  rencontre  dans  les 
^'^onstrations  données  pour  le  théorème  de  Foucault  que  de  celles  que  présente  la 
^^tkiule  inexacte  proposée  par  Hullmann  pour  la  vitesse  angulaire  relative  du  plan 
^*^*cillaUon. 

^yr  (Ed.).  —  Addition  à  l'article  sur  les  lignes  de  courbure  do 
^  liélicoïde  gauche.  (pS-ioi). 

Cette  addition  se  rapporte  à  l'article  de  M.  Strouhal  analysé  plus  haut.  Il  s'agit 
*'^9t  lignes  asymptotiques  et  de  l'équation   différentielle  des  lignes  de  courbure  de 


FB  K  borm>Bt  ■  1>  coBridèfmtioo  dei  pojnti  titaé*  lur  l'n«  de 
IiiiiIiUmi  à  ce  cas  ipfaûl   à  l'aide  da  paraboloida  MCOlaM 


'■et  d'amt  imr/aee  c  =  / 1  —  1  k 


M-."  — iprfaA.-*r^, -»-/>')*;«.■  = 


/'  «/•  rvpKwatanl.  ptMtr  abr^r,/' (  -  j,/"  (  -  J-  On 
dass  le  cas  de  l'beikotde  gaBche. 

ZoAradnûi  \K-).  —  Sur  aneccrlaÏDe  corresponds 
relaûfe  aux  courbes  du  troisième  de^ré  et  de  la 
(ioi-io4^- 
Par  ■■  paîBt  ^srlcoMiae  P,  ù(b«  diM  le  pbn  d'onc  lelti 
Uu^eaMs;  <w  dcterBne  le  centre  de  (niilc  S  da  Irianele  f 
CHBlaet  de  ce*  ta^eatn.  On  (ut  correspondre  le  point  S  *n 
■■  cas  de  b  cwaoîde.  L'anleor  tin  de  ie«  fonnnie*  (cttc  conc 
tienît  BB«  MMrbe  de  degré  m,  le  pAle  P  engeadreta  une  csui 
po*r  poÎBti  m^^  les  poiats  cirmlurcs  à  l'infiDÏ.  b 

Jfriitrt  [  f~.).  —  Sur  le  lieu  géomélriquc  des  ci 
lioB  desquels  une  conique  donnée  se  projette  s 
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ts^^m.  |>^r|N*iidiculaire  élcvce  dans  le  plan  N  an  milieu  de  la  droite  mn,  m  et  n  déti- 
IT  ^^~^  £>  rfe  t  les  points  de  rencontre  de  C  avec  le  plan  N.  La  tangente  da  lieu  S  an  point  s 
p^^=^  ^^»^  par  le  centre  du  cercle  projection  C  sur  N  prise  du  centre  s.  Les  projections 
bogonales  des  coniques  C  et  S  sur  le  plan  donné  N  sont  des  coniques  confbcales. 

t^^axlnik  [K,). —  Lignes  engendrées  par  les  éléments  corres- 
ondants  de  deux  courbes  unicursales  situées  dans  un  même 
1  «in.  (109-1  la). 


n  considère,  sur  deux  courbes  unicursales  de  degrés  m  et  n,  des  points  qui  se 
pondent  un  ii  un  ;  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  enveloppe 
courbe  de  (  m  h-  1 J*^^  classe.  En  supposant  les  deux  courbes  données  identiques, 
^Bï  r»  -veloppe  n'est  plus  que  de  la  a(/i  —  iy<->M  clas»e  ;  de  là  on  conclut  qu'une  courbe 
*  "v^î «sursale  de  degré  n  est  généralement  de  q(ii  —  1  )'*"■"  classe, 

^^09 àk  (C'.).  —  Sur  la  répulsion  produite  par  le  son.  (i  i3-i23). 

L'auteur  décrit  une  série  d'expériences  intéressantes   concernant  la  répulsion 

^^^oustique.  Si  l'on  approche  un  diapason  vibrant  d'un  résonnateur  fixé  à  un  levier 

^^^arnant  autour  d'un  axe  vertical,  le  résonnateur  éprouve  une  répulsion.  Cela  s'ex- 

ï^sic|ue  par  ce  fait  qu'il  y  a  aux  noeuds  d*une  niasse  d'air  vibrante  une  pression 

^*^o^enoe  plus  grande  qu'en  d'autres  pointe;  c'est  un  fait  qu'il  est  aisé  de  constater, 

^^^tt  par  la  voie  expérimentale,  soit  par  un  calcul  simple.  L'expérience  devient  très- 

^^C^ntesi  l'on  forme,  à  l'aide  de  quatre  résonnateurs,  une  sorte  de  roue  à  réaction 

^^onstique.  L'auteur  se  propose  do  construire,  en  guise  de  balance  de  Coulomb,  une 

^^lance  acoustique  dont  on  se  servirait  pour  mesurer  l'intensité  du  son. 

^^^^lad  (^.).  —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
l^roques.  (  124-1 4^)- 

Théorie  de  cette  transformation  dans  le  plan,  avec  de  nombreux  exemples,  qui 
*^«ttent  en  évidence  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  en  Géométrie. 

^*/5i  '  (Marko).  —  Des  relations  de  la  pyramide  et  des  polyèdres 
^vec  les  progressions,  notamment  avec  les  progressions  arithmé- 
tiques et  géométriques.  (i45-i65). 

^^lacek  [Fr.),  —  Sur  le  mouvement  d'une  masse  liquide  conte- 
nue dans  un  vase  cylindrique  à  base  circulaire,  sous  l'action  de 
la  pesanteur.  (167-188). 

L'auteur  traite  ce  problème  en  se  fondant  sur  les  équations  déduites  des  Varies^ 
Ungen  ûber  mathematische  Physik  du  KirchbofT.  Parmi  les  résultats  qui  se  rattachent 
Spécialement  au  problème  traité,  citons  celui-ci.  Si  le  liquide  se  décompose  en 
lïlnsteurs  systèmes  sectoriaux,  le  mouvement  oscillatoire  peut  avoir  lieu  d'une  infi- 
tiité  de  manières,  et  pour  chacune  il  existe  un  système  de  cercles  concentriques 
dépourvus  de  toute  vitesse  radiale.  Les  rayons  r,,  r^,  . . .,  r,  de  ces  cercles  ont  des 
rapports  invariables,  étant  proportionnels  aux  racines  d'une  certaine  équation. 

-ftehoroi^skj  (/^.).  —  Sur  la  construction  analytique  des  surlaces 
gauches.  (188-226). 

Bnil.  des  Sciences  math»,  a»  Série,  t.  III.  (Septembit»  1879.)  R.  ï3 


iCvà  SFXONDE   PARTI K. 

L'autiMir  développe  les  propriétés  descriptives  des  surfaces  gauches,  en  partant 
des  équations  do  la  génératrice 

o(<  i3,  y,  ^  étant  des  fonctions  d'une  variable  t.  Éiiumérons  les  matières  qu'il  iraito: 
équation  du  plan  tangent;  égalité  du  rapport  anharmonique  de  quatre^  plans  tan- 
gents menés  par  une  génératrice  avec  le  rapport  anharmonique  dos  points  de  con- 
tact; tnvolution  des  points  d'une  génératrice  dont  les  plans  tangents  forment  de» 
angles  droits;  point  central;  plan  pentral  :  plan  asyraplotique;  paraboloîde  des  nor- 
males; lignes  do  contour;  sections  planes  et  leurs  asymptotes;  surface  développablo 
asymptotique ;  cOne  directeur;  ligne  de  striction  (exemples  :  paraboloîde  hyperbo- 
lique, byperholoide  ii  une  nappe):  paramètre  d'une  génératrice;  sommets  et  arête»; 
lignes  doubles  (exemple  :  lignes  doubles  de  l'helicoldc  gauche):  trajiMïtoires  ortho- 
gonales des  génératrices,  déterminées  k  l'aide  d'une  quadrature  :  hyperboloïde  osru- 
lateur;  équation  dinerenticllc  des  lignes  a.oymptotiques;  leurs  plans  osculateurs  sont 
tangents  k  la  surface;  détermination  des  lignes  asymptotiques  dans  le  cas  desconoîdes 

Eu   poursuivant  l'étude  des  points  d'intersection   d'une    droite   avec   la  surface 
gauche,  l'auteur  montre  qu'il  y  a  généralement  sur  chaque  génératrice  ^(Tujr  points 
(réels,  distincts  ou  coïncidants,  ou  imaginaires)  dont  les  tangentes  principales  ont 
quatre  points  voisins  communs  avec  la  surface;  le  lieu  de  ces  points  constitue  deux   ^^^ 
courbes,  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom   de  lignes  hjperatrmptotiques.  Sur  ccjt  ^k, 
deux  courbes  il  y  a  des  points,  en    nombre  fini,  dont   les  tangentes  principale?!*..,^ 
passent  par  cinq  points  consécutifs  do  la  surface.  En  terminant,  l'auteur  résout  e*  -«^^ 
problème  :  «  Quelles  doivent  être  les  fonctions  k,  /3,  y,  i  pour  que  toute  tangeot.j^ 
principale    ait  quatre   points   consécutifs  communs  avec   la   surface  ?  •    Le  prc 
blême  est  formulé  par  trois  équations  différentielles  du  troisième  ordre  entre 
variable  a=  f  et  les  fonctions  y3,  y,  S.  L'auteur  intègre  complètement  ces  équatio 
en  effectuant  neuf  intégrations,  et  il  trouve  que  la  surface  cherchée  est  du  secn» 
degré;  de  là  CPlte  conclusion,  que  les  surfaces  du  second  degré  sont  les  seules 
aient  deux  systèmes  de  génératrices  rcctilignes. 

Zahradnik  [K,].   —  Propriétés  de  certains  groupes  de  points  si 
une  conique.  (r>. 27-335). 

Par  tout  point  A  d'une  ellipse  il  passe  trois  cercles  osculateurs  de  la  coniqi'^^'! 
leurs  points  de  contact  A,,  A,,  A,  forment  des  groupes  d'une  involutioii  cubiqs^^'* 
Les  triangles  A,  A,  A,  sont  d'aire  maximum  parmi  les  triangles  inscrits  à  la  coniqi^  ^^' 
leur  centre  de  gravité  est  au  centre  de  la  conique.  Le  lieu  du  centre  du  cei 
circonscrit  au  triangle  A^  A,  A,  est  une  conique  do  mêmes  axes  que  l'eUîpse  d( 
née  ;  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  do  ce  triangle  est  encore  r 
conique,  etc. 

Ed.  W. 
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FOR  MATHEMATIK.  Udgivet  af  ll.-G.  Zeuthen  (4*  série)  ('). 

Tome  I;  1877. 
^^stergaard  {H.).  —  Une  formule  de  statistique  de  la  mortalité. 

f^^^l  [C).  —  Démonstratiou  géométrique  de  quelques  propriétés 
des  courbes  unicursales  du  troisième  et  du  quatrième  oixlre.  (jj- 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  génération  des  courbes  par  des  faisceaux 
projectifs  de  droite^  et  de  coniquen. 

Zeuthen  (//^.-G. ).  —  Exercices  de  Statique  grapiiique.  (ay-SS). 

L'article  contient  quarante-deux  questions  demandant  la  construction ,  par  la 
*^le  et  le  compas,  de  polygones  funiculaires  appartenant  soit  à  un  système  donné 
<^«  forces,  soit  à  un  système  de  forces  en  partie  inconnu.  Dans  le  premier  cas  le 
polygone  doit  satisfaire  à  trois  conditions  données,  dans  le  second  à  un  plus  grand 
Nombre  de  conditions. 

i«s  questions  sont  accompagnées  des  considérations  théoriques  dont  dépend  leur 
^^ution,  ainsi  que  celles  de  classes  assez  générales  de  questions  semblables.  On  se 
•**t  de  l'homologie  des  figures  formées,  dans  certains  cas  très-simples,  de  deux 
^^tés  d'un  polygone  funiculaire  variable,  ou  de  la  réciprocité  de  ces  figures  et  de 
^Ue  que  forme  le  pôle  correspondant  au  polygone,  etc. 

^^ith  (H.'J.'St.).  —  Sur  Tétat  actuel  et  sur  les  perspectives  de 
Certaines  branches  des  Mathématiques  pures.  (60-96). 

Traduction  en  danois  d'un  discours  imprimé  dans  les  Proceedings  oj  the  Lon." 
**^n  Jdathematical  Society, 

^^one  (C).  —  Sur  la  distribution  des  vingt-huit  tangentes  doubles 
^ux  soixante-trois  systèmes  de  coniques  quatre  fois  tangentes 
^Ux  courbes  générales  du  quatrième  ordre.  (Second  article^  97- 
1  09  et  i5i-i53). 

ÏHns  le  premier  article  {Ttdsskri/e,  1876),  l'auteur  n'avait  eu  égard  qu'aux  tan- 
S^ vîtes  doubles  réelles;  dans  le  présent  article  il  distingue  aussi  les  différentes  tan- 
çantes doubles  imaginaires  et  en  montre  la  distribution  aux  soixante-trois  systèmes 
^®  coniques.  Il  a  égard  à  toutes  les  formes  possibles  de  la  courbe.  (Ses  recherches 
^nt  été  publiéc-i  plus  tard  dans  le  Tome  XII  des  Mathematische  Ânnalen.) 


î  * 


V 


^  Voir  Bulletin^  I,,  207. 


R.i3. 


dans  rAlg«bri;i;Icujcnuirc.  (i44-i5i). 
Ztmthen  [H.-G.).  —  Exemples  de  sTStèincs  ar 

(.6.-.74). 

Tome  il;  1878. 
ÏMienz  {L-).  —  Sui'  la  suite  des  nombres  premiei 


Soi!  f  (n)  !<'  nombre  de  nombros   prrmi 
nlani  ;(/>)  tu  ilûtrriniiie  arec  une  approiim 


notable  p*r 

'  —  f'JP) 


Jttel  (C),  —  IK"  mon  s  Ira  lions  géométriques  el  éléi 


t  1rs  ilémunili 
à  l'utu^jc  de  II 


tioiit  iW  IhénK-mes  de  N«« 
iiigles  tembUbl». 


Pffterxen  (Julias).  —  Démonstration  d'un  lliée 

(,4-.i). 


Zeiufmn  {H.-G.).  —  SqueJottc  d'une  Uicoric  gé< 
inentairc  des  sections  coniques.  (33-54;  65-7< 

,48). 

L'nrticlr,  qui  ni  le  rétumé  d'un  Conn  profeuâ  k  l'UaWenii 
tiuni  suivante*  1  lemmet;  définition*  et  propriété*  fondinen 
théorèmes  sur  iei  tancentei;  conilructiou*  de  Ciinlqnai  et 
confocalea:  diirttricni  diunètn*  de  l'ellipse  et  de  l'hjperba 
transrormatiun  et  étude  de  propriété*  particulière*  k  rell>|Me 
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ayant  le  centre  sur  une  droite  donnée.  Les  propriétés  Tariées  des  foyers  cl  des  tan- 
gentes conduisent  à  celles  des  directrices  et  diamètres,  sans  qu'on  se  senro  d'autre.H 
moyens  que  ceux  que  présente  la  Géométrie  plane  la  plus  élémentaire  ;  mais,  pour 
démontrer  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  et  les  propriétés  polaires,  on 
fait  usage  de  considérations  stéréométriques. 

Le  but  de  Tauteur  a  été  le  même  que  celui  de  Steiner  dans  ses  Leçons  publiées 
par  M.  Geiser  sous  le  titre  de  Die  Théorie  der  Kegelschnitle  in  elementarer  Darstellung ; 
mais  la  voie  suivie  en  diflere,  à  un  petit  nombre  de  démonstrations  près. 

Thiele  [T.^N.),  —  Remarques  sur  les  courbes  d'erreur  asymé- 
triques. (54-57). 

Miwaldt  {F,),  —  Sommation  de  séries.  (76-93). 

L'auteur  trouve  les  formules  approximatives 


mx 


^/r-J«         ^V^s-x-^Js     J     r, ^'-'     ^*i     ,8o-^**    ^:itk>  *        '' 


r=is 


ou 

dr* 


la  valeur   numérique   de  Terreur  est  plus  petite   que  v^.  Application  au   cas  de 

Pechule{C.),  —  Urbain  Le  Verrier.  (gS-gô). 

"(icklund  (^.-^.).  —  Solution  d'un  problème  de  contact  dans  la 
ihéoric  des  systèmes  linéaires  de  surfaces.  (97-106). 

En  exemple  des  résultats  trouves  dans  cet  article,  qui  est  une  addition  à  un  Mé- 
Dioire  étendu  du  même  auteur  sur  les  surfaces  (jéométriques  (Mémoires  de  i'j4ca- 
^^ fuie Ror aie  Suédoise^  vol.  IX,  n"  9,  1871),  nous  citerons  le  suivant:  «  Le  lieu  des 
Nuls  de  contact  quatrc-ponctuels  d'une  surface  C^  d'ordre  m  avec  des  courbes  d'in- 
^rsection  des  surfaces  d'un  système  linéaire  d'ordre  n  et  d'une  inHiiité  triple  est 
'*  courbe  d'intersection  de  C,„  avec  une  surface  d'ordre  1 1  w  -+-  ao/i  —  /|/|. 

*Gtersen  (Julius).  —  Théorèmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

(107-108). 

'ohnsen  (*S.-iV.).  —  Détermination  du  facteur  rendant  intégrable 

lequation 

s  -h  Qpq  H-R/?4-S<7-f-T  =  o, 

où  G,  R,  S,  ï  sont  des   fonctions    de  x,y^  Zj  et  où  p=  — » 
a  =  -->  A  =  ~ — -  .  (120-1. 12). 


iiieiii  periuuujuus.  i^iou-iojj. 

Ste«n  (v:/.].  —  Sur  lu  calcul  At:i  soinincs  des  puissancos 
iiut:rs  nombres.  (i83-iS8). 

Steen  (./■)-  —  Rt-ductiou  d'un  problème  de  Mccaniqui 
lurc.  {188-192). 


FORHANDLINGER  1  ViuEnsKABS-SELSEABET  1  Ciibistukia  ('). 

Année  1874- 
Mohn  {H.).  —  Tumpératurc  de  l'air  à  l'iiilérieur  el  à 

de  Chrîstîaiiia,  avec  ses  variatiuns  avec  la  liauteurdan: 

lieux.  (28-73). 

Muhn  {Jf-)-  —  Conlrilmtiou  à  la  clinialologie  rt  n  ta  lu 
du  la  mer  Glaciale  orientale.  (74-i"l>). 

/.('«  {S.).  —  Théorie  générale  des  écjuatioiis  aux  dillëi-cr 
tielles  du  premier  ordn-.  (198-226;  ail.). 

Dire  :  ■  Trouter  tu  us  Ici  njmtèu 
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li«f  u  identiquement.  •  —  $  2.  Énonce  d'un  problème  (jénëral  :  «  Étant  données  q 
'«z^  «j  jAtioDB  de  la  forme  Fj^(x,,  ... ,  x,,;r,^  .  . ,  ^r^)  =  o,  de  l'ordre  léro  par  rapport 
bvji^c  TT,  trouver  de  la  manière  la  plus  générale  n-Hi  —  q  autres  équations  qui, 
i<^ii>tes  aux  premières,  satisfassent  identiqucroent  à  la  relation  différentielle 
r*"  »«/jr,-i-  ...-+-  'îf^dx^  =  o.  »  —  S  3.  Deux  théorèmes  fondamentaux.  —  §  4.  Théorie 
«ï«.*«  solutions  complètes.  —  J  5.  Systèmes  on  involution.  Leur  intégration.  — 
S    6-    Réduction  du  problème  général  à  celui  que  l'on  vient  de  résoudre. 

«c?  (»5-)-  —  Sur  la  théorie  du  facteur  d*înlégrabîlité.  (243~^^4^ 
ail.). 

S  1.  Transformations  infinitésimales  d'une  équation  difTérrntielle  ordinaire  du 
premier  ordre.  —  $  2.  La  connaissance  d'une  transformation  infinitésimale  d'une 
équation  diflerentielle  ordinaire  du  premier  ordre  est  équivalente  à  un  facteur 
«i'intègrabilité.  —  §  3.  Interprétation  géométrique  du  facteur  d'intégrnbilité. 

■^*^  (5.).  —  (iénéralîsatîon  et  nouvelle  appréciation  de  la  théorie 
du  multiplicateur  de  Jaeobî.  (255-274î  ail-)* 

S  1.  Transformations  infinitésimales  d'un  système  complet.  —  §2.  Réduction  du 
P''oblème.  —  §  3.  Multiplicateur  d'un  système  complot.  —  §  4.  Détermination  d'un 
'Multiplicateur  au  moyen  de  //  —  1  transformations  infinitésimales.  —  J  5.  Dévelop- 
pement de  la  théorie  pour  le  cas  de  trois  variables.  —  §  G.  Développement  do 
quelques  cas  particuliers. 

Année  1875. 

r . 

^^^  (S,).  —  Théorie  générale  des  équations  aux  diflércntielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  (i-i5;  ail.). 

S  1.   Développements  préliminaires.  —  §  2.  Réduction  d'un  système  en   invo- 
'^tion  à  une  seule  équation.  —  §  3.  Nouvelle  méthode  d'intégration  do  l'auteur. 

"^'e  (*$.).  —  Discussion  de  toutes  les  méthodes  d'intégration  des 
t*quations  aux  diilérentielles  partielles  du  premier  ordre.  (16- 
48:  ail.). 

§  i.  Systt*mes  complets.  Transformations  infinitésimalos.  —  J  2.  Transformations 
^■^finitésimalesqui  laissent  invariantes  certaines  fonctions  ou  certains  groupes  donnés. 
""— ■  §  3.  Théorèmes  auxiliaires.  —  §  i.  Systèmes  complets  en  relation  invariante  avec 
^ «s  fonctions  ou  des  groupes  donnés.  —  $  5.  I^  méthode  d'intégration  de  Jacobi 
^t  Mayer.  —  §  G.  I^  méthode  d'intégration  de  l'auteur.  —  §  7.  Le  meilleur  mode 
^l'appréciation  des  circonstances  accidontcllos. 

^^il  (O.).    —   Sur   rallraction  entre  deux   disques  circulaires. 
(260-268). 

l-'auteur  donne  une  Table  des  valeurs  de  l'attraction  mutuelle  de  deux  disques 
*^Caux  et  parallèles,  de  rayon  —  1000,  pour  des  distances  variant  de  0  à  30000. 


Guldberg   {jé.S.^.   —  Coutrîbuliuii  n  la  lliéoi'ii 

{4o  p.).  ■ 

Le*  neioc*  dn  cqutioni de drgrë  Hpérieurau  qiutriéne  ne 


Bjerltnes  (  C.-ji.<.  —  Idées  de  ?ie\vtoii  sur  la  oat 
de  CCS  idées  avec  la  question  de*  iVxistenrt;  de  l'i 
Unte.  {a7p.). 

Année  1678. 

O  Vulamc  lie  contient  auruii  Mémoire  de  .MiUiémaUqtir*. 


NIEUW  ARCHIEK  voon  Wmklnde  ('). 

Tome  m;  1877. 

Lanilré [Corn.-L.).  — Sur  les  solutions  siii^utièif 
dillëre  miel  les  du  premier  ordre  à  deux  variabli 
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^Kss     la   plopart  dos  Manuels  (Sturm,  Duhamel,  etc.).  11  prouve  qu*uii  ne  peut 
Lv^   «ûr  d'obtenir  toutes  les  solutions  singulières  qu'en  combinant  les  couditioun 

>;#  ÔA  ai 

o,  — -  .^00  ,  --—  s=  X  .  De  plus.,  il  fait  voir  que  les  deux  théorèmes  :  1"  «  Une 
Ojc  Or 

«matîon  différentielle  exacte  n*a  pas  de  solution  singulière  »,  3*  «  I.e  facteur  d'in* 

ilîté  d*ane  équation  différentielle  exacte  devient  infini  pour  une  siilutiun  siu- 

îère  a,  sont  incomplets,  parce  qu'ils  ne  sul)sistcnt  pus  pour  les  solutions  singu- 

l»^r«»  X  =  const.  ou  r  =  coust. 

Ainsi,  l'équation  différentielle  exacte 

f'J' ■-    -.  =«S 

a  V  •*-'  —  <* 

profiosée  par  Grinwis,  a  une  solution  singulière  x  =  a.  Sa  solution  générale 
^présente  en  effet  un  cysti'me  de  paraboles  toutes  tangentes  à  la  droite  x  =  a, 

^ierens  de  Jfaan  (D.).  —  Sur  la  «  Théorie  des  fonctions  di: 
variables  imaginaires  »,  par  M.  Maximilien  Marie  (suite  du  t.  JJ, 
p.  160).  (21-32). 

^loo,s{B.'P.),  —  Théorie  de  la  bascule.  (33- J7  et  97-1 1 a). 

^  Description  de  la  bascule  de  Quintenz.  Conditions  générales.  —  2.  Le  plan  de 

'"Mouvement  de  chaque  point  do  la  bascule  doit  être  |>arallèle  au  plan  décrit  par  Taxo 

^iigitudinal  du  fléau.  —  3.  Pour  que  l'équilibre  de  la  bascule  soit  indépendant  de  la 

p^ition  du  fardeau  sur  la  plate-forme,  il  faut  que  celle-ci  se  meuve  parallèlement 

*  ^He-mème  pendant  les  oscillations  du  fléau.  —  4.  Examen  des  conditions  qui 

^^priment  que  l'équilibre  et  la  sensibilité  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  far- 

^^U,  rinclinaison  du  fléau  étant  donnée.  —  5.  Construction  de  la  section  prin- 

^'P<ile  d'une  bascule  dont  la  plate-forme   se  meut  parallèlement  à  elle-même.  — 

-  Conditions  qui  expriment  que  la  sensibilité  est  grande  dans  toutes  les  positions 

'1  fléau.  —  7.  Le  frottement.  Le  fardeau  doit  être  mis  près  de  l'axe  du  levier  qui 

*^>'te  la  plate-forme.  —  8.  Influence  des  petites  imperfections  de  la  construction 

^^^    l'indépendance  de   l'équilibre  et  la  sensibilité  de  la  position  du  fardeau.  — 

'    Formes  de  bascules  dont  la  théorie  ressemble  à  celle  de  la  bascule  de  Quin- 

^*iz.  —  10.  Vérification  des  bascules  de  Quintenz  et  de  Robervnl. 

^^ogtrop  [A.'J.-M.).  —  Sur  le  complètement  de  la  période  des 
fractions  ordinaires.  (58-j()). 

'^ortcsveg  [D.-J.),  —  Quadrature  de  la  conoïde  droite  h  base 
elliptique  (dite  de  Wallis)  (»).  (60-66). 

'^orteweg  [D.-J.].  —  Bcmarque   sur  les   surfaces   gauches  en 
général.  (66-70). 


V.  *  )  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société. 
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L*uiiteiir  luoiitre  que  la  qiieHtion  de  la  quadrature  peut  toujoun»  être  ramenée 
une  intégra tiou  simple. 

Kortesvcg  {/).-/.).   —    Un  disque  h  plan   supérieur   horizonta 
tourne  aulour  d*un    axe   verlical   avee   une   vitesse    angulair 
constante.  Sur  ce  disque  en  mouvement  on  dépose  sans  choc  un 
petite  boule  qui  est  fixée  à  l'axe  par  un  fil  flexible  et  înextcu 
sihie   tendu  horizontalement.   Dans  la  supposition  que   ce 
n'ollre  aucun  obstacle  au  roulement  de  la  boule,  en  combieu 
temps  le  frottement  du  disque  contre  la  boule  donnera-t-il  à 
corpuscule  la  même  vitesse  angulaire  que  le  disque  continu^:; 
posséder  { *  )  ?  (  70-79  ) . 

Juliiis  {jy   V.'A^Y  —  Sur  le  développement  d'une  fonction    < 
série  de  cosinus.  (8o-83). 

JVisseliixk  [D.^B,),   —  Propriétés  remarquables  d'un  dét(?rifl/- 
nant  du  troisième  ordre.  (84-8})). 

Benthem  (D*"  A.-Gv.^.  —  Théorie  des  fonctions  de  variables  coui- 
plexes  (suite  du  t.  II,  p.  i34)*  (ii3-i44)* 

IV*  Partip.  :  Les  inU>(rrales  dos  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Chap.  Vlil: 
Introduction.  — (ihap.  IX  :  Les  intégrales  de  fonctions  uniformes  et  niultiforon. 

Samot   (Z). -/.-_/.).    —  La    Table   générale   de  mortalité  de  la 
Banque  nationale  d'assurances  sur  la  vie.  (  14^-162). 

Michaëlis  (D*"  G.-J.).   —  Quelques  cas  particuliers  du  raom^ 
ment  dans  un  fluide  incompressible.  (i63-i85). 

L'auteur  montre  ranalogic  entre  les  équations  hydrodynamiques  et  celln  q» 
déterminent  les  actions  ma^rnétiques  d'un  courant  électrique.  Ainsi,  le  potf ntifl  <lr 
vitesse  d'une  sphère  qui  se  meut  d'une  vitesse  S  dans  un  fluide  illimite  nt^e*' 

à rp  fois  le  potentiel  magnétique  de  cette  sphère,  si  elle  est  magnétisée  vtc 

l'inlensité  S  dans  la  même  direction.  L'auteur  considère  deux  cas  spédim  «* 
mouvement  de  plusieurs  corps  dans  un  fluide  illimité,  celui  de  plusieurs  if'M'^ 
dont  les  rayons  sont  infiniment  petits  par  rapport  aux  distances  de  leun  ttt^ 

et  celui  de  deux  ellipsoïdes. 

i 

Benthem  (D'  u^.^Gr.  ).  —  I.a  périodicité  des  fonctious.  (186-19'  ' 

^*;  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société. 
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l'auteur  divise  \e%,  intégrales  en  quatre  classes  par  rapport  à  la  périodicité  de 
\earft  fonctions  inverses. 

Gravelaar  [y.-L.'TF.-A,).  —  Ln  théorcnie  de  la  théorie  des 
sobsiitulions  linéaires.  (193-202). 

L*iuteur  amplifie  un  théorème  connu  de  O.  Hessc  en  prouvant  que  le  déter- 
■iMot  hessien  d'une  fonction  entière  de  n  variables  s'évanouit  identiquement, 
aani  bien  que  tons  ses  déterminants  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  n  —  r  -r-  1, 
quind  la  fonction  peut  être  transformée  en  une  fonction  homogène  de  /i  —  r  va- 
riibles  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  dont  le  déterminant  diffère  de  zéro, 
et  réciproquement.  Il  applique  ses  résultats  à  la  classification  des  sections  coniques 
et  dn  surfaces  quadriques. 

Kaptejn  (D'  /F".).  —  Sur  la  somme  des  puissances  égales  des 
raciDes  de  l'équation  générale  du  second  ordre.  (203-207  ). 

Bierens  de  Haan  {D,).  —  Sur  la  racine  carrée  d'une  quantité 
irrationnelle  à  quatre  ternies.  (208-210). 

Discussion  d'un  manuscrit  de  F.  van  Schooten,  daté  du  5  décembre  i632,  intitulé  : 
*  Deçenesi  et  analysi  potcstatum  •,  sur  la  racine  carrée  de  l'expression 

108  —  ^l'ÀOQ  -h  ^3000  —  V^tio. 

MSTE  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques. (84-96  et  211-223). 

'bibliographie  mathématique  et  physique  néerlandaise.  (224). 

Tome  IV;  1878. 

Heringa  (D**  P.^M.).  —  Considérations  sur  la  théorie  des  phéno- 
mènes capillaires.  (1-29). 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  donne  une  critique  défavorable  des  théories  de 
Uptace,  Gauss  et  Poisson  ;  dans  la  seconde,  il  substitue  au  fluide  une  grande 
<|iiBntité  de  boules  incompressibles  et  fait  entrevoir  une  théorie  nouvelle  sans 
ptrvenir  à  des  résultats  de  précision  mathématique. 

Onnen  (D**  H.).  —  Annotations  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes.  (3o-56;. 

L'auteur  donne  le  nom  û'équacion  essentielle  d'une  courbe  plane  à  chaque  équa- 
tion qui  exprime  comment  la  courbure  de  cette  courbe  varie  d'un  point  à  un  autre, 
^yant  exposé  les  principes  de  cette  théorie  dans  une  étude  précédente  (t.  1,  p.  i), 
'1  passe  d'abord  à  son  application  sur  les  courbes  cycloïdales. 

t.  Construction  et  calcul  du  ravon  de  courbure  d'une  cvcloîdale.  —  *X.  Son 
^^uation  essentielle  proprement  dite.  —  3.  Los  cycloidalos  décrites  par  les  points  du 


qu'on  a  multipliû  la  derniùrn  ]>ar  un  cocffiricDt  c 
inoiitnT  quo  lus  cut-niiiouls  dont  on  se  surt  dans 
nombres  arbîlrairumuiit  clioisi  pour  éliminer  un,  i 
des  derniers  i-hillies  nioiitrent  une  période  dont 
termes  cousiituauts  vst  i-gal  à  celui  des  eliillrei 
qu'on  obtient  en  divisant  par  ce  même  non 
(57-J8). 

Oshamp  [ly  G.-.4.). — On  a  fixé  en  un  point  de 
L'vlindre  immobile  à  axe  horizontal  l'extrémité  i 
et  inextensible  do  longueur  donner,  doul  l'autre  < 
une  sphère  massive  de  poids  connu.  Le  fil  étant  ) 
direction  inclinée  et  perpendiculaire  à  l'axe  du  c 
prime  au  centre  de  la  sphère  um;  certaine  vitesse  i 
tion  perpendiculaire  au  fil  et  à  l'axe  du  cylindre, 
position  de  la  sphère  et  la  tension  du  til  à  une 
conque,  le  fil  étant  enroulé  un  nombre  entier  ou  I 
fois  autour  du  evliudre  au  coin  menée  m  eut  du  u 
{6o-83). 

Oshamp  ijy  G.-A.).  — Dans  la  recherche  de  ladivis 

(83-94). 
Bierens  de  Ilaan  (D.).  — Sur  la  «  Théorie  des  fc 

riablcs  imaginaires  »,  par  M.  Maximîlien  Marie 

l'art,  du  1. 111,  p.  33.  )  (93-9!)). 
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I.*anteur  fait  voir  qu'on  peut  trouver  U  valeur  do  Tintéçrale  au  moyen  de  Tap- 
plicatioQ  immédiate  de  la  définition  ordinaire  des  intégrales  définies.  De  plus,  après 
stoIt  posé 

il  discute  la  fonction  plus  générale 

i>\'tP  -~  1""  I : ■  •  •  •  -  - , :i  n 


ou 


tt  ~x  ,    /'  >  o     et     jr  >  o. 


(tiavelaar  (3'.-Z.-  Tf^.-A  ) .  —  Sur  une  certaine  équation.  (  1 1 3- 1 24} . 

L'auteur  montre  que  les  racines  de  Téquation 
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*^cItoos  [J,'D.'C.'M,),  —  Sur  la  transmission  de  mouvement  par 
l>ielle  et  manivelles  inégales.  (ia5-i5o). 

L'anteur  montre  que  les  courbes  de  Watt  décrites  par  un  point  lié  invariablement 
*  la  bitfUe  peuvent  être  engendrées  par  trois  systèmes  différents;  ensuite  il  s'occupe 
^^  courbes  qu'on  obtient  par  la  transformation  d'une  conique  aux  rayons  vccteurn 
^^iproques. 

"^^Uhaëlis  [\y  G.-J.  ).  —  Remarques  sur  les  théories  des  phéno- 
mènes électrodynamiques  proposées  par  Weber,  Ricmann  et 
Clausius.  (i5i-i8i). 

'^'houto  []y  P. -H.).  —  Sur  la  génération  d'une  courbe  au  moyen 
de  faisceaux  projectiis.  (182-194). 

^^fin  den  Berg  (  F.-J,),  —  Sur  la  rectification  approximative  d'un 
arc  de  cercle.  (200-204). 

^  €inGecr{Yi^  P.).  —  Sur  la  v  KritischeGeschichteder  allgemeinen 
Principien  der  Mechanik,  zweite  Auilage  »,  du  D"^  E.  Diihring. 

(îïoj-aij). 

R.i3*. 


1-4  SECONDE  PARTIE. 

La  première  Partie  donne  an  aperça  de  la  première  édition  de  l'OuTnce  cile 
(1871);  la  seconde' Partie  traite  des  amplifications  contenues  dans  h  leconde  édi- 
tion (1875)  et  du  scandale  à  TUniTersité  de  Berlin,  dont  M.  Dûhring  était  le  entre. 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journau 
mathématiques.  (io5-ii2  et  218-224). 

Tome  V;  1879. 

Onnen  {jy  H.),  — Annotations  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes  (suite  dut.  IV,  p.  56).  (i-34). 

9.  Considérations  géométriques.  —  10.  Considérations  analytiques.  —  11.  U^ 
courbes  intermédiaires.  —  1*2.  Les  différentes  espèces  des  courbes  cydoidales- 

Samot  (D.-J.-A,).  —  Les  principes  de^la  science  de  l'assuranci' 
sur  la  vie.  (35-46). 

Kan  den  Berg  [F.-J.).  —  Sur  une  question  de  la  théorie  des 
nombres.  (47-37). 

L'auteur  donne  les  seize  solutions  de  la  question  suivante  :  «  Trourer  Uo** 
nombres,  chacun  de  deux  chiffres,  dont  le  produit  soit  formé  des  six  chiffres  q«> 
composent  les  trois  nombres  (par  exemple,  72  x  4^  X  89  =  294768,  etc.)  ». 

Kainerlingh  Onnes  {H.),  —  Sur  le  mouvement  relatif.  (58-i2i 
et  i35-i86). 

Chap.  I.  Application  des  méthodes  d'Hamilton-Jacobi  sur  la  théorie  du  aov^^ 
ment  relatif.  —  1.  La  fonction  des  forces  de  Schering  par  rapport  aux  forces  addi* 
lionnetlesde  Coriolis;  les  équations  différentielles  canoniques  et  la  fonction  earact^ 
listique  du  mouTement  relatif.  —  2.  Autre  déduction  des  équations  différfatiellr* 
canoniques  du  mouYcment  relatif.  Exemple  de  deux  fonetions  des  forces  de  Scheriog 
pour  les  mêmes  forces.  —  3.  La  fonction  perturbatrice  du  moureraent  relatif,  l^' 
tension  des  équations  perturbatrices  de  Schering.  —  4.  Sur  le  principe  da  deroif^ 
multiplicateur  dans  le  raouYcment  relatif. 

Chap.  il.  Les  phénomènes  qui  chez  le  mouvement  relatif  remplacent  les  figni^ 
de  Lissajous  du  mouvement  absolu.  —  i.  Les  éléments  canoniques  des  figures  «^^ 
Lissajous.  Équations  différentielles  et  inté{;rales  des  éléments  troublés.  —  '2.  C/io- 
struction  des  trajectoires.  Position  du  point  dans  la  trajectoire.  —  3.  Distinctioa  J'* 
cas  les  plus  remarquables.  —  4.  Cas  limites.  —  5.  Rapport  au  mouvemeol  non 
troublé. 

Chap.  111.  Applications  du  Chapitre  précédent.  Sur  quelques  questions  par  rap- 
port au  pendule  d'après  la  méthode  d'Hamiltou-Jacobi»  —  1.  Expériences  de  roa* 
cault  sur  les  vibrations  d'une  tige  dont  une  des  extrémités  est  fixée  à  un  nt 
tournant.  —  2.  Mouvements  infiniment  petits  d'un  corps  solide  dont  un  poiat 
reste  immobile  sous  l'action  de  la  pesanteur,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rotitîo" 
de  la  Terre.  —  3.  Solution  du  même  problème  en  tenant  compte  de  la  rotation  de  h 
lerre.  — •  t\.  Preuves  nouvelles  de  la  rotation  de  la  Terre.  —  5.  Sur  les  mouveiiest) 
finis,  mais  très  petits,  du  pendule  à  suspension  à  la  Cardan.  —  6.  Sur  les  b<^ 
vemcnts  finis,  mais  trèspctits,  du  pendule  à  suspension  libre.  —  7.  Solulionde» 
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«loestioDt  précédentes  dans  un  eu  plus  simple.  —  8.  Sur  une  erreur  de  Hanson. 
—  9.  Sur  la  formule  do  Bravais. 

f^ravelaar  [u^.-Tl^,).  —  Les  formules  fondamentales  de  la  gonio- 
métrle.  (187-190). 

^^^awein  {P.-C.'F.),  —  Sur  une  formule  connue  de  Clausîus. 

L'auteur  veut  remplacer  l'expression  /=7  — -,  par 

4    T^p 


/  = 


'^'^^•"^'•(irzî^') 


*Sc:/iouten  (D'  G.).  —  Trouver  le  temps  pendant  lequel  un  corps 
pesant  descend,  le  long  d'une  chaînette,  d'un  des  points  de  sus- 
pension jusqu'au  point  le  plus  bas,  en  tenant  compte  du  frotte* 
ment  du  corps  le  long  de  la  chaînette  et  de  la  résistance  de  Tair, 
la  dernière  étant  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  (198-302) , 

Brogtrop  [A.-J.'M.),  —  Sur  le  nombre  des  chiffres  contenus  dans 
les  périodes  des  fractions.  (  3o3-2o4). 

^^nndré  [Corn.-L.),  — Sur  les  enveloppes  d'un  système  de  courbes. 
(2o5-2o8). 

Considération  du  cas  où  l'équation  F(x,  j",  c)=  o  est  résolue  par  rapport  :ui 
paramètre  Tariable  o. 

Sierens  de  Ifaan  (I)*"  Z).  ).    —  Sur  la  réduction  de   puissances 
égales.  (208-210). 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques, (l  22-1 34).  P. -H.  SCHOVTE. 


tfÂTllEMATISCHE  ANNALEN,  begrUndet  von  A.  CLEBsai  und  C.  Neumann, 
gegenwartig  berausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Mayer  ('). 

Tome  XÏIl;  1878. 
Westphal  (  G.  ).  —  Sur  le  système  simultané  de  deux  formes  qua- 

(>)  y  on  Bulletin,  111,.  i/|. 


dW       J   dVt 


lonqu'oD  deminile  que  W  toit  u 
vileuei  (rllr*  que  ka  tii  coiidilioi 


;  ranclian  da  temps,  des  coorila 


1^-"  S'-—  2^. 


("I)    ^Cr,^, 


2c. 


...  2<-.'-.-- 


iioieut  idcnliqnemrnl  TériOén.  >  Les  recherclic*  dr  l'auteur  l'onl 
niultati  luUanIs  : 

I*  Pour  que  les  condilinni  (11)  loîent  identiquement  TÉriBéei,  il  fiu 
iiiip  fundion  arbitraire  du  Icmpa,  des  coordoanées  relalitei  et  dei  Tite 
lips  poinli  du  ByilÉmo. 

■)'  Le*  ton Ji  lions  (III)  eiigjent  que  W  soit  une  fonction  nrbilnire  d 
dislnnnjt  niuluelli;!  dra  pniiili  cl  de  leurs  diitances  à  l'urigiDi!  des  i 
niiisi  quD  des  dérirviM  premièroa  de  cet  deui  sortes  de  dislances  p« 

Si  l'on  ïcul  (encore  que  le  principe  doi  foreea  vîtes  sait  fériflë,  il  f 
potenliol  W  soit  indépendjnt  du  ttrm|>s. 
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analytique  est  de  U  formo 

W  étant  une  fonction  de  la  seule  distance  r  des  deux  points  et  de  sa  dérivée  r'.  • 

TT'eber  [H.).  —  Sur  certains  cas  d'exception  qui  se  rencontrent 
dans  la  tliéo^e  des  fonctions  abëlienncs.  (35-4^)* 

Dans  la  représentation  des  fonctions  abcliennes  au  moyen  des  fonctions  5-,  que 
l*autear  a  traitée  en  détail,  pour  le  cas  particulier  de  ^  =  3,  dans  sa  monographie 
intitulée  Théorie  der  AheUchen  Functionen  'vom  Geschlecht  3  (*),  on  rencontre, 
ainsi  que  Ricmann  Ta  fait  voir  dans  son  Mémoire  sur  ce  sujet,  des  relations  parti- 
<'nUères  quand  les  fonctions 


[?(i>-'0] 


'annulent  identiquement.  Dans  le  travail  actuel,  l'auteur  traite  des  propriétés 
des  fonctions  abéliennes  dans  riiypothése  générale  que,  pour  un  nombre  quelconque 
"»»  «ne  fonction 


^"■)] 


^tioule  identiquement  (pour  toutes  les  valeurs  de  «,,  c,,  . . .,  €„,_,,  Ç,f  Ç,,  .  •  •,  Ç^i-t)* 
**^i  ce  caSy  à  la  caractéristique  zJ  correspond  un  sjrstème  entier  de  fonctions  abé- 
*^*ines,  formant  des  expressions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  arbitraires  de 
***  semblables  fonctions.  La  réciproque  de  celte  proposition  est  vraie  aussi. 

ti'auteur  applique  ce  théorème  aux  fonctions  hyperelliptiques,  en  indiquant 
^ur  les  diverses  classes  de  fonctions  abélicnnes  le  nombre  des  systèmes  qui 
^^^urent  se  présenter.  U  montre  ensuite  que,  pour/»  =3,  révanouissement  d'une 
^"^tiction  $•  paire  pour  une  valeur  nulle  de  l'argument  détermine  déjà  la  classe  des 
KkDctions  comme  étant  hyperelliptique,  tandis  que,  pour  ^  =  4»  P&^  ^^  dégénéres- 
cence de  deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes,  la  classe  des  fonctions  devient 
elliptique,  ce  qui  entraine  l'évanouissement  de  huit  autres  fonctions  ^  paires. 

'farnach  (j4x,),  —  Remarques  concernant  la  Géométrie  sur  une 
surface  réglée  du  quatrième  ordre  [Complément  au  Mémoire  de 
Tauteur,  Math   Annalen,  t.  XII,  p.  4?  (^)]'  (49-^2). 

"fajer  {A.\  —  Les  critériums  du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  simples  dans  les  problèmes  isopérimé triques.  (  53-68  ). 

Voir  le  Repertorium  de  Konigsberger,  t.  11,  p.  65. 


{•)  Berlin,  i8;6. 

(')  \o\t  Bulletin,  111,,  1 45. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  III.  (Octobre  1879.)  R,  Ii| 


équations  ilu  cinquièmo  ilcjjré,  et  il  en  indique  la  coiTeipaiiilaDce  a' 
(les  BUtTTS  Bëomùlras  sur  le  mèiuo  sujet. 

/"  Seriion.  Lci  ëqualium  du  multiplie  Bleu  r  dans  la  Iranarurniatioi 
elliptiques. 

//■  Stction.  Les  propriélét  dus  i'i|iiatit>ns  de  Jicobi  du  quatrième 
deore. 

///*  Section.  L'abaissement  du  l'équation  du  siiième  Ançti  de  J>c 

n'  Section.  Les  résuliaiitck  de  MalfdUi.  de  Kumni  el  do  CajleT 

y  Stctioa.  Sur  la  rétolTanle  do  Kronecker. 

t'oss  [yi.).  —  Sur  crrlaiiis  dû  ter  mi  liants.  (161-167). 
L'auteur  considère  un  dêlcrminant  de  Ji 
lioni  binaim  homoc;^nes  do  même  ordi 
pour  n  =  r.  Si  [>,  l'aunute,  il  eiîilera  onire  les  fiaclions  une  relai 
roenicierilB  eonstanla;  si  D._,  s'anoulc  (et  par  suite  aussi  D.),  il  eii 
coHlTicientB  uni-  relation  quidralii|ue  hotnuQpnc  ;  si  enfin  D._,  ('annale 
deui  relatiiins  Ijiicaircs  humogèiics  difiérunles  de  mCme  nutiira  qu 
les  iiremiors  dû lermi nanti  mineurs  de  D,  seront  tous  nuls. 

Voss  (.^.  )-  —  Sur  quatre  tangentes  à  une  cotu-bc  gauc 
sïéiiiuordro.  {i68-i74)- 

Quatre  droites  données  dans  l'esfMico  ne  penrent  Ctro  lan|reolM 
gaucho  du  troisième  ordre  que  si  cllei  appartiennent  à  un  eompleie 
quatrième  degré.  Dans  cette  hypothèse,  il  eiîsle  alors  «'  courbe*  d< 
et  le*  tangentes  des  ex'  eourliei  ayant  troia  laneenles  fliet  loocbeot 
de  ces  droites  le  Ion;;  de  deux  génératrices  flie*  que  l'on  peut  app 
beisieu  de  ces  tanijeutcs. 

Iirill[^.).  — Sui'laeoui'be  liessîenue.  (i^j-iSa). 

it  consacrée  k  l'élude  des  propriétés  du  lyttème  do  poi 
une  courbe  algébrique/  en  un  poi 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  179 

litiont  générales  de  l'équilibre  électrique  :  il  faut  que  le  potentiel  de  toute 
K^tricité  libre  à  rintérieurdc  chaque  partie  bomogène  ait  une  Taleur  constante; 
plus,  il  faut  que,  dans  le  passage  d'une  partie  homogôno  à  une  autre,  la  valeur 
ce  potentiel  éprouve,  à  la  surface  de  séparation,  un  saut  brusque  déterminé; 
grandeur  de  ce  changement  brusque  dépend  seulement  de  la  nature  des  deux 
staoces  et  de  la  température.  On  peut  satisfaire  à  ces  conditions  de  l'équilibre 
Hrique  en  admettant  sur  la  surface  externe  du  conducteur  hctért^cène  une  couche 
rtriqne  simple,  et  au  contraire,  sur  les  surfaces  de  séparation  où  se  touchent  les 
ties  hétérogènes,  une  double  couche  électrique,  analogue  à  la  double  surface 
;nétique.  Alors,  sur  les  lignes  de  séparation  où  les  surfaces  de  séparation  ren- 
trent la  surface  extérieure,  l'épaisseur  électrique  est  nécessairement  infinie. 
I.  Bobylew  établit  maintenant  un  tel  potentiel  pour  le  cas  où  le  conducteur  hé- 
)gèDe  a  la  forme  d'une  sphère  et  su  compose  de  deux  parties  qui  sur  la  surface 
lérique  extérieure  ont  pour  limite  commune  un  cercle.  11  y  parvient  en  faisant 
gedes  coordonnées  dont  s'est  servi  M.  Mehler  dans  son  Mémoire  sur  la  distri- 
ion  de  V électricité  statique  sur  un  corps  limité  par  deux  calottes  sphériques  ('). 
auteur  applique  ensuite  sa  formule  à  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  élec- 
[aesur  une  colonne  galvanique  non  fermée,  dont  la  surface  extérieure  a  la  forme 
érique,  puis  à  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  sur  doux  conducteurs  hété- 
èn«tetde  leur  mutuelle  action  électrostatique  ;  ces  conducteurs  sont  une  sphère 
>ne  et  une  couche  sphériquc  limitée  par  deux  surfaces  sphériques  concentriques, 
ïhieun  d'eux  est  formé  de  deux  parties  homogènes  qui  se  touchent  suivant  un 
3  passant  par  le  centre  des  sphères. 

j(^.  ).  —  Sur  les  courbes  gauches  et  les  surfaces  dcvelop- 
bles.  (232-!i48). 

oiir  qu'une  droite  coupe  deux  tangentes  voisines  d'une  courbe  gauche,  il  faut 
HIe  soit  une  droite  rencontrant  la  courbe  ou  une  tangente  à  sa  surface  déve- 
pable.  L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  de  lignes  est  donc  reprcfentée 
un  discriminant,  qui,  en  vertu  de  l'idenlilé  entre  les  coordonnées  homogènes 
la  droite,  doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  rationnels.  Ces  circonstances 
pliquent  algébriquement  sur  les  courbes  rationnelles;  en  particulier,  l'élude  de 
onrbe  rationnelle  du  troisième  ordre  K,  fournit  l'occasion  d'interpréter  géomé- 
uement  le  système  de  formes  des  formes  quadratiques. 

o(£'.).  —  ^Nouvelle  démonstration  d'un  tliéorèDic  fondamental 
la  théorie  des  substitutions  (249-250). 

oavelle  démonstration  du  théorème  de  Cauchy  généralisé  par  M.  Sylow  (')  : 
l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  une  puissance  d'un  nombre  premier,  le 
ipe  en  contient  un  autre  de  l'ordre  de  cette  puissance.  » 

Bois^Jtejmond  (P.).  —  ^Sote  sur  la  convergence  d'intégrales 
nt  Targument  ne  s'annule  pas.  (  a5 1-254  )• 


)  Journal  de  C relie,  t.  G8. 

)  Mathematische  Annaleit^  t.  V. 
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Un  exemple  do  convergence  absolue  et  sans  changemeot  de  signe  «le  l'argument 
qui  ne  s'annule  pas,  est  fourni  par  Tintégrale 

Cette  intégrale  converge,  tandis  que  a*?""*' •"»'•»  po"r  «  positif,  est  positif,  cl,  pou 
—  égal  à  un  nombre  entier,  prend  la  valeur  a. 

71 

L*auteur  fait  voir  que  ce  fait  est  un  cas  particulier  du  théorème  général  suivant 
«  Si,  en  désignant  par  f'(a)  et  '/*(«)  des  fonctions  qui  deviennent  infinies  avec 
sans  maxima,  l'intégrale 


/ 


converge  pour  des  valeurs  de  a  assez  petites;  Fintégralo 
sera  aussi  convergente.  » 

Neumann  (C).  —  Reclierclies  sur  le  potentiel  logarithmique  et    ^ 
potentiel  newtonien.  (aj5-3oo). 

Analyse  faite  par  l'auteur  do  son  Livre,  public  à  Leipzig,  1877,  xvi-SfiS  p. 

Cremoiia  {L.).  —  Sur  les  hexaèdres  polaires  dans  les  surface 
troisième  ordre.  (3oi-3o4). 

Si  l'on  a 

a-,  -h  jr,  -t-  J^,  -H  JTj  H-  .1  '  -h  .r,  =  II, 
rôquatioii 

x'^  ■+■  x^  H-  xj  -t-  X?  -H  a  5  -h  aj  =  o 

pourra  s'écrire  sous  chacune  des  dix  formes 

(  jr, -+- X,  )  (  j-.  H- .r,  )  ( jr,  4- j-,  ) -h  (0:4 -+- X,  XXjH- .r, }  (x, -H  X, )  =  o. 


Ces  formes  représentent  les  dix  couples  de  trièdres  conjugués  qui  appartieoD»! 
k  un  hexaèdre  complet.  Un  tel  hexaèdre  est  polaire  {*)  et  correspond  à  un  donhkHx 
(Schlâlli).  Pour  la  surface,  il  existe  trente-six  hexaèdres;  si  l'un  d'eux,  X|X,x,X|X,x,, 
est  donné,  les  trente-cinq  autres  dépendent  d'une  équation  quadratique.  Le  pro- 
blème do  ramener  l'équation  do  la  surface  à  une  somme  de  six  cubes  exi);e  li  réso- 
lution d'uue  équation  cubique.  Chaque  hexaèdre  détermine  une  développable  <)< 
troisième  classe,  tangente  aux  six  plans;  maintenant,  comme  deux  de  ces  dévd(^ 
publes  ont  cinq  plans  tangents  communs,  alors,  pour  une  surface  sur  laqi^ne 
Ifs  vingt-sept  droites  sont  connues,  les  hexaèdres  conduisent  à  une  construdioD  <io 
pentaèdre  de  Sjrhesicr.  Au  moyen  de  la  développablo,  cette  construction  devicsi 
identique  à  ce  problème  :  «  Déterminer  les  cinq  points  communs  d'intenectios 


(')  Rete,  Journal f.  Mafhent.^  t.  78. 


^:  i 
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t  dent  courbes  planes  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  et  dont  chacune 
isse  par  le  point  double  de  l'autre.  • 

roth[J.),  —  Sur  les  groupes  de  points  projcclifs  cycliqucmenl 
ians  le  plan  et  dans  Tespace.  (3o5-3i9)< 

Problème.  —  «  Dans  le  plan  ou  dans  l'espace,  déterminer  u  points  réels  a,,  <7„ 
ii. ..,<>«  de  manière  qu'il  existe  des  transformations  projectives  du  plan  (ou  de 
espace)  qui  changent  a^  en  a,,  a,  en  a,,  ...,  a,  en  a^.  » 

L'aateur  détermine  d'abord  ceux  des  cléments  qui  ne  changent  pas  dans  une 
areille  transformation,  et  il  obtient  alors,  pour  la  situation  des  groupes,  les 
MultaU  suivants  : 

Dans  le  plan,  un  groupe  projectif  cycliqueroent  de  cinq  points  an  moins  ne 
«ut  être  situé  que  sur  une  droite  ou  sur  une  conique. 

Dans  l'espace,  un  groupe  projectif  cycliquement  de  six  points  au  moins  peut  être 
itnéou  sur  un  plan,  ou  sur  deux  plans  et  en  même  temps  sur  deux  cônes  (/<  droites^ 
a  sur  un  hypcrboloide  a  une  nappe. 

wj  (yï.).    —  Sur  la    lliéoric  des   substkutions  orthogonales. 

[320-374). 

On  eutend  ici  par  substitutions  orthogonales  les  substitutions  (réelles  ou  imagi- 

n 

aires)  qui  transforment  en  elle-même   une  forme   quadratique   ^^^J-  L'auteur 

I 
ludie  à  ce  point  de  vue  les  cas  particuliers  de  ces  substitutions,  d'après  la  nature 
^  leur  équation  caractéristique,  et  fait  voir  en  même  temps  comment  des  substitu- 
ons générales  peuvent  être  composées  au  moyen  de  substitutions  plus  simples, 
un  caractère  désigné  d'avance.  La  relation  avec  certaines  représentations  sur 
Quelles  sont  fondées  ces  considérations  générales  est  développée  en  particulier 
'Our  les  substitutions  qui  transforment  en  eux-mêmes  un  couple  do  points,  une 
OQïque,  une  surface  du  second  ordre  ou  enfin  l'espace  linéaire. 

irdan  (P.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 

tlegré.  (375-404). 

^polzer  [J7i,  V.).  —  Sur  quelques  relations  entre  les  sommes 
de  combinaisons  des  carrés  des  carrés  des  nombres  pairs  et 
'Dipairs.  (4o5-4io). 

^  produit^suivant,  dans  lequel  on  désigne  par  //  un  nombre  quelconque  et  par  d 
n  nombre  entier  et  positif, 

*^i  ordonné  suivant  les  puissances  de  n,  prend  la  forme 


p 


iSi  SECONDE  PARTIE, 

le  symbole  C  représentant  la  somme  des  combinaisoDs  sans  répétition  livs  élémeut 
renfermés  entre   crochets  pour  la  classe  (</ — /*)•  Si  l'on  pose   n  =-.  m -{ — tP|^_, 

prendra  la  forme 

P  =  d 


=.  I 


on 


(«    P(.-.)=>^'o2 


Si  Ton  égale  entre  elles  lt>s  eipressions  (a)  et  (4),  on  obtient  une  mnltitude 
relations  particuliôros  entre  les  sommes  do  combinaisons,  cette  équation  siibsi!»t 
l>our  toutes  les  valeurs  de  //,  et  par  suite  les  coeffîcients  des  diverses  puissances 
devant  être  égaux  de  part  et  d'autre.  De  plus,  par  dos  difforentiations  ft  dos  i     ^ 
^rations  répétées  par  rapport  à  /i,  on  trouve  dos  relations  qui   sont  importj^^ 
pour  le  calcul  des  coefficients  numériques  dans  le  calcul  dos  intégrales. 

Bâchluud  [A,-V,),  —  Sur  la   théorie  des  caractéristiques      j 
équations  aux  diUérenlielIcsparlielIes  du  second  ordre. (4 1 1-4  '^8 

L'auteur  donne  une  extension  de   la  théorie   connue  des  caraotéristiquos  </(>. 
équations  aux  différentielles  partiflles  du  second  ordre  à  deux  variables  indêpn- 
dantos  aux  équations  aux  difrércntielles  partielles  du  second  ordre  à  //  varia/;/»^ 
indépendantes. 

Schubert  (//.).  —  Les  nombres  fondamentaux  et  les  dégéiiew- 
cences  des  courbes  cubiques  planes  de  genre  z.éro.  (Deuxième 
Partie  des  ce  Contributions  à  la  Géométrie  numérique  ».  Voir 
Mathematischc  ^nnalen,  (l.  X,  p.  1-116).  (429-539). 

La  Section  IV  traite  de  la  détermination  des  nombres,  fondée  par  Chastes  et  pir 
Zeuthen,  et  dans  laquelle  on  ramène  le  nombre  dos  fi(ruro8  supérieures  aux  nonibm 
des  fi(rures  plus  simples.  Cette  réduction  est  éclaircie  par  des  exemples;  en  pirti- 
culier,  on  obtient,  d'après  cette  méthode,  l'extension  des  nombres  de  Zeutben  pour 
les  systèmes  de  courbes  planes  situés  dans  un  plan  fixe  aux  systèmes  de  coorbft 
planes  dans  l'espace. 

La  Section  V  détermine  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  à  poiot  d' 
rebroussement,  et  la  Section  VI  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  a  p^^ 
double. 

Koenigsberger  {L.).  —  Réduction  du  problème  de  Iransformalion 
des  intégrales  hyperellip tiques.  (54o-547). 

Dans  le  Journal  rie  Crelle,  t.  81,  Tauteur  a  indiqué  des  relations  qui  exiittft 
entre  les  différentielles  des  intégrales  hyperclliptiques  de  première  espèce  lorKVf* 
entre  des  intéijrales  hyperclliptiques  d'ordre  différent,  il  existe  une  relatioo  <|i>^ 
conque  linéaire  par  rapport  aux  intégrales  et  à  coeflicienta  constants.  Cn  relatioB» 
sont  encore  simplifiées  dans  le  présent  Mémoire  et  sont  mises  sous  une  formel*' 
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est  importante  ponr  Tétude  de  la  rédneUbilité  des  intégrales  hyperellipliques d'ordre 
quelconque  à  des  intégrales  de  même  espèce  d'ordre  inférieur. 

Soient 


ou 


l<^  iotéjrales  hyperellipliques  qui  entrent  dans  la  relation  indiquée;  on  aura  les 

^ualîons 


Ici 


• • » 

dr!^+C=L'H-. . ,  •'''''^>-.^»F,..(z,)rf., 

VRiC»,)     v'R.C»,;     '"'     v'R.Cr,)         v^RÎ»;) 

•''it/tt  •••>  .'>  s<)°t  I^*  racines  d'une  équation  algébrique  dont  les  coefficients 
^Qt  des  fonctions  rationnelles  de  z,. 

auvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  y  correspondantes 
*t  de  z,,  multipliées  par  ^R(z,  ). 

'^roth  (/.).  —  Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème,  que  toute 
Courbe  du  quatrièiiie  ordre  n'est  pas  inscriptible  dans  un  quinti- 
latère.  (548-554). 

^^rnack  [Ax.).  —  Sur  une  propriété  des  coefficients  de  la  série 
de  Taylor.  (555-558). 

Résultat,  —  Tout  terme  de  la  série  de  Taylor,  considéré  en  lui-même,  a  la  pro- 
l^riété  de  fournir  avec  le  plus  petit  écart  {y4bweichung)  possible,  sur  tous  les 
Cercles  concentriques  décrits  de  l'origine  comme  centre  à  l'intérieur  du  cercle  de 
Convergence,  une  représentation  de  la  fonction  par  une  seule  puissance  de  la 
Variable. 

Par  écart  (erreur)  l'auteur  entend  l'intégrale  de  la  norme  de  la  différence 
^ntre  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  la  puissance,  prise  le  long  de  la  circonférence 
^u  cercle. 

^rassmann  [H.-E.),  —  Sur  la  théorie  des  rayons  réciproques. 
(559-560). 

'^  ^yl^J  i-^')'  —  ^^^  théorème  sur  les  groupes.  (56i-565^  angl.). 


a  draiM  doll  Atre  «itérii 


Neumann  {C).  —  Sur  la  composîlioa  des  accélératit 
suivant  la  loi  de  Webcr.  {571-572). 

Eitriit  des  Berichu  4rr   iûnigl.  Sàchilichen   Grtellirkafi  âer 


Neutnann  (C).  —  Sur  la  théorie  de  la  représcntati 
d'une  surface  plane  sur  une  surface  circulaire.  (073- 

Eilrail  dps  Brrichir  riri- hSnigl,  Sàrlii.  Gn.  il.  Whs..  aojuillel  i 

La  ranction  par  laïuelle  la  partie  infinie  d'unci  courbe  qui  l'éti 

li'une  eourba  rerraëe  eil  représentée  «nr  une  surface  circolaîre  de 

est  interprétée  an  mojen  du  potentiel  logsritbmiqiie  d'une  unit 
Centrée  au  point  dt  et  d'une  distribution  équipoLentielle  de  la  mas 
qui  limite  l'iire. 

Pntx  proposé  par  la  Socitité  Jablonovrski,  à  Lcipzif 
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ABCHIV  FOR  Matubmàtik  og  Naturvidbnseab.  Udgivet  af  Sophiis  Lir,  Worm 
McuER  og  G.-O.  Sars.  Krisliania  ('). 

Tome  II;  1877. 

Lie  [S.).   —    Nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'équation  de 
MoDge  et  d'Ampère.  (1-9^  ail.). 

Une  équation  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre,  de  la  forme 
(0  rf  —  j'-+-Ar-+-B/-HCf -T-D=o, 

«▼ec  deux  intégrales  distinctes  et  généralement  intermédiaires 

»•  — /(^  )  =  o»    ".  —  ?(•'.)  =  o, 
P^ut  être  ramenée  à  la  forme 

i  =  0 

*  'aide  d'une  transformation  de  contact  convenable.  On  forme,  d'après  Bour,  les 
^^ux  systèmes  complets  dont  les  solutions  respectives  sont  «,,  c,  et  if„  v^.  Si  l'on 
P^i^entà  trouver  une  seule  solution  de  chaque  système,  l'intégration  de  (1)  n'exi- 
^^^  plus  que  certaines  quadraiures. 

^'^  {S.).  —  La  théorie  des  perturbations  et  les  transformations  de 
contact.  { 1 29- 1 56  ^  ail .  ) . 

I4  transformation  la  plus  générale, 

^  4  =  1,3,  ...,  n,  qui  transforme  à  la   fois  tous   les  systèmes  simultanés  de  la 
'<^"'iue 

(»)  '^'.=^'".  ''p^—§,'" 

^^  des  systèmes  de  même  forme,  est  déterminée,  suivant  Jacobi  et  Bour,  par  les 
•dations 

(3)  (x,,X,)  =  (X,,P,)  =  (P.,P,)  =  o,    (X„PO  =  i. 

t^'après  les  recherches  de  l'auteur  sur  les  transformations  de  contact,  les  relations 
^«  Ton  vient  d'écrire  déterminent  en  même  temps  le  système  le  plus  général  des 
^^x^ntités  X|,  Vi  qui  satisfasse  à  une  équation  de  condition  de  la  forme 


C*)  y oir  BuUetin,  I„  382. 

Bnff,  des  Sciences  mnth,,  5"  Série,  t.  llî.  (Novembre  1879.;  R.  l5 


s  l'oa  ptcnd  dou  coariica  diBs  r*ipac«  e  et  1,  anat  ■ 
qna  l'on  ti«aqK>rte  t  panlIèlmMiil  h  elIr-Béme  de  mani 
roBrbe  J,  la  nrfice  rn^«idm  pnil  avtu  Hre  prwlvtte 
tnoilttion  de  k.  Elle  conUeal  donc  «'  courba  e  et  ao* 
poinl  de  la  nrface  pasAC  nne  courbe  de  ckaeune  des  devi  lê 
mpoBdantea  de  ces  deux  coarbea  sont  sïlBeea  harmoQÏqiM 
deu  tan^Dtes  priueîpaleï  qui  passenl  par  ce  uktaïc  poÏKi. 
espèce  eii  reprêieulêe  par  des  équations  fie  la  tarmn 

Si  l'oo  tappcae,  cm  parlicalier,  que  Vos  ail 

ê\' — M'~  Jc'  ^  o  =.  rfi  ;-<-<«;  -^  jc; 

la  *ar{>c«  saa,  d'apris  Ifoage,  ane  lurbee  BininuBi.  Si  li 
■ODi  taperfMwables  et  KmbUhleweBt  placées,  les  deai  tarie 
■ne  lêrie  irréductible.  L'aatear  appelle  «ae  telle  wrfaec  Ba< 
Ed  parlant  de  ces  coBsideratioBs  gfOBMtrtqaes.  TaBleai 
BBe  Ibeorie  projectile  générale  des  sarfares  BiiBÏBa  algebriq 
qullaobtenns,  BoataecïteroBi kl  qne  les sBiiantt.  Soient  R 
Il  le  degrc  de  ■•tiipliciiâ  dn  cercle  sphcrîqBe  snr  ta  deiFcl 
Ira  BDBbm  correspondanii  relaliti  à  I*  toarbe  k.  ÂUm  b 
•aiainniB  eBCeadrae  sera  ^alc  à 


U' 

(*-": 

:-)i;r-)i'\ 

nKacc 

4a.ble, 

on  aara 

C  =  i 

n;»  — w). 

latiiroBl 

:  aai  r^UliOM 

K- 

Mjî. 

B-M^.W. 

■alM  il  ett  «MC 

nt  bdk  de  délenui 
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là  un  nombre  premier  quelconque,  alors  on  aura 

C  =  II(R  — M),     M  =  i. 

Les  snrfaeet  correspondante!  peuvent  être  indiquées  dans  chaque  cas  particulier. 
Si  —  doit  être  égal  à  un  nombre  premier,  on  aura 

C  =  !iMCR  — M),     M==f. 

Dans  ce  cas  aussi,  il  est  toujours  possible  d'indiquer  les  surfaces  correspondantes. 

Si  les  ordres  de  c  et  de  A  sont  respectivement  égaux  à  r  et  à  ai,  l'ordre  de  la  surface 
•era  égal  à  aw  —  p,  où  p  peut  se  calculer  par  une  règle  simple.  Si  c  et  A  n'ont  aucun 
point  commun  à  l'infini,  p  sera  égal  à  zéro.  11  n'eiiste  pas  de  surface  minimum 
réelle  dont  l'ordre  soit  égal  à  l'un  des  nombres  a,  3,  4»  3,  7,  8.  La  somme  de  l'ordre 
et  de  la  classe  d'une  surface  minimun  réelle  est  toujours  plus  grande  que  i4* 

L'intersection  avec  le  plan  de  l'infini  se  compose  de  lignes  droites,  que  l'on  obtient 
enjoignant  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  carec  les  points  correspondants  de  la 
courbe  k.  L'ordre  d'une  surface  cylindrique  circonscrite  est  égal  à  Ma» -h  M'9.  La 
multiplicité  du  plan  de  l'infini  comme  plan  tangent  est  égale  à 

M'(R-.2M)H-M(R'-2M'). 

^ie  (5.).  —  Théorie  du  problème  de  PfalF.  (338-3795  ail.). 

La  réductibilité  de  l'expression  de  PfaCT  aux  formes  normales  connues  est  démon- 
trée d'une  manière  nouvelle  et  très-simple.  L'auteur  établit  que  les  critériums  qui 
distinguent  les  divers  types  de  l'expression  X,<£r,-h. .  .+  X^</jr^ont  été  donnés 
pour  la  première  fois  par  Grassmann  dans  la  seconde  édition  de  son  yiusdehnungS' 
lehre.  En  outre,  le  Mémoire  contient  une  exposition  développée  d'une  méthode 
pour  intégrer  le  problème  de  PfafT,  que  l'auteur  avait  esquissé  en  1873. 

iexe  (*S',-^.).  —  Sur  la  diminution  de  Teau  h  la  surface  de  la 
Terre.  (479-487). 

Tome  III;  1878. 

Âe{S.).  —  Petite  contribution  à  la  théorie  de  la  surface  steiné- 
rienne.  (84-9^^  fr.). 

Si  l'on  entend  par  pdle  d'un  plan  par  rapport  à  une  conique  le  pâle  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  de  la  conique,  on  a  ce  théorème  :  «  Le 
lieu  du  pâle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes  les  coniques  situées  sur  une  surface 
steinérienne  de  quatrième  ordre  et  de  troisième  classe  est  en  général  une  autre 
surface  de  même  nature.  Si  toutefois  le  plan  est  tangent  à  la  surface  donnée,  la 
surface  engendrée  sera  une  surface  du  second  degré.  » 

«  A  chaque  surface  steinérienne  de  quatrième  ordre  et  de  troisième  classe  corres- 
pondent ainsi  00*  surfaces  du  second  degré  et  00'  surfaces  steinériennes  de  quatrième 
ordre  et  de  troisième  classe.  » 

Ces  théorèmes  subsistent  encore  lorsque  la  surface  donnée  dégénère  en  une 
surface  gauche  du  troisième  ordre. 


ri  en  tnèin«  iPtnrn  une  mclhode  ritionneJle  d'intècratioa  d«  loul 
qui  ndiiipIliTit  lin  groupe  de  (ranirormiliOD. 

Lie  {S.).  —  Classîlication  des  surfaces  d'après  le  groi 
fnrinalîons  de  leurs  lignes  géodesiqucs.  (Programt 
taire,  p.  1-4^ i  Christiania,  1^79)  (')■ 

L'auteur  s'occupe,  d^iiis  l'année  1871,  de  t>  dêtermioBtion  dei 
équnlioiis  difTi^rentiellei  qui  restent  inallénblei  diai  loulea  let 
analytiques  de  ce*  équalioni.  Pour  faire  conniltre  li  porlàe  et  >i 
de  El  tnéthode  de  reoberchcs  par  un  exemple  propre  à  ce  but  et  1 
important  pur  lui-même,  il  prend  l'équation  différentielle  dei  lig 
d'une  «urr«ce  quelconque  et  cherche  leur  groupe  de  trapifurmatio 

Si  l'élcinent  d'arc  d'une  surface  est  donné  par  l'équation 

les  lignes  |;éodésiquea  seront  dêterminêca  par  l'équation  diOareal 


^rfF  ^r  _df('lj 


m- 


Si  maintenant  F  fit  une  fonetian  arbitraire  de  x  et  de^,  eettfl 
mettra  aucune  trunaformalion  de  pointa  inûultéslmale,  e'est-k-dl 
caa  général,  il  eit  impossible  de  donner  i  x  elkjr  des  accrolMemi 

tell  que  chaque  ll^ne  gêodésique  ae  transforme  en  une  pareilla  I 
Toiaiue. 

On  le  posera  maintenant  le  problème  de  déterminer  la  quantité 
ralemeni  possible,  de  telle  aorte  que  l'équation  différentiel  la  dea  lij 
admette   une  transformation  inflaîtésimale   fou  mAme  nluaiaural 
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dcx./,  pourra  prendra  la  forme 

■A)  F  =  e»'*(x— ^),     (a=.cuii8t.    ; 

3*  Ou  F  pourra  prendre  la  forme 

id  p  et  ^  sont  encor<^  assujettis  à  vériHer  deux  équations  dilVerentielles  qui  sont 
inlégrées  dans  le  Mémoir<>; 
3*0a  enfin  F  pourra  prendre  la  forme 

C)  f>H-7)H-  *>  —  ?;; 

ici  encore  j;  et  ^  sont  déterminés  en  fonction  de  leurs  arguments  par  deux  équa- 
tions différentielles  ordinaires. 

Si  l'équation  des  lignes  géodcsiques  admet  plusieurs  transformations  infiniiési- 
nales,  il  existera  alors  deux,  trois  ou  huit  de  ces  transformations.  Dans  le  dernier 
CU|  h  surface  a  une  mesure  do  courbure  constante.  Los  deux  autres  cas  conduisent  à 
une  série  intéressante  de  familles  de  surfaces,  qui  sont  toutes  déterminées.  Nous  ci- 
t«roos  seulement  les  suivantes  : 

F  =  (jr— vy*,     F=.>x-t-i,     ¥  =  x-hir, 
,,  ^ A  _  B 


Siaoe  surface  appartient  à  la  classe  '^R)  ou  à  la  classo  (  C),  la  détermination  de  ses 
lignes  géodésiques  n'exige  que  des  quadratures,  ou,  dans  certains  cas  remarquables, 
^^  simples  différentiations.  Si  elle  appartient  à  la  classe  (A),  et  que  u  soit  ^  o,  on 
^Qra  alors  à  intégrer  une  équation  diflérentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

'^(5.).  —  Sur  les  surfaces  mîiii ma.  I,  H,  III.  (166-176,  a!24~333, 
^4o-35i  ;  alL).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  minima. 
U.  [Mathematische  Annalen,) 

^.  Henneberg  a  fait  voir  qu'une  surface  minimum  qui  a  une  ligne  géodêsique 
*^(ie  ne  peut  être  algébrique  que  si  cette  ligne  est  la  développée  d'une  courbe  algé- 
'^que  plane.  Ce  théorème  subsiste  encore  si  Von  considère  une  ligne  de  courbure 
*  lieu  d'une  ligne  géodêsique.  Si  une  surface  minimum  est  tangente  tiune  surface 
'iiidrique  suivant  une  ligne  géodêsique  non  ]>lane,  la  surface  sera  toujours  algé- 
ique  si  la  ligne  géodêsique  elle-même  est  al[;êbrique.  La  surface  minimum  qui  est 
Igente  à  la  surface  développée  (surface  polaire)  d'une  courbe  gauche  algébrique, 
ivant^le  lieu  des  centres  de  courbure,  est  algébrique.  \Ji\e  telle  surface  est  en 
ème  temps  inscrite  dans  les  surfaces  polaires  de  toutes  les  courbes  focales  do  la 
orbe  gauche  donnée.  A  toute  surface  minimum  algébrique  correspondent,  dans 
as  les  cas,   00^  courbes  gauches  algébriques  dans  les  surfaces  polaires  desquelles 

surface  est  inscrite.  En  particulier,  il  existe  x'  surfaces  polaires  qui  lui  sont 
igentes  suivant  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

Lea  cônes  tangents  à  une  surface  minimum  algébrique  la  touchent  suivant  00' 
iirbes  algébriques. 

k.  ces  courbes  correspondent,  sur  la  surface  de  flexion  de  Bonnet,  les  ot'  courbes 
ivant  lesquelles  cette  surface  tou<*hi>  les  surfaces  polairesdont  nous  venons  de  parler. 
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Tout  côiitt  algébrique  est  tangent  à  oo*  surfaces  miniiua  algébriques,  que  l'ou  peut 
déterminer  par  une  même  construction  élégante. 

Si  parmi  les  plans  tangents  à  une  surface  minimum  algébrique  on  en  choisit, 
suivant  une  loi  algébrique  arbitraire,  un  nombre  simplement  infini,  on  obtiendra 
toujours  une  dcvcloppable  algébrique,  dans  laquelle  on  pourra  inscrire  oc*  sur- 
faces minima  algébriques,  qui  seront  susceptibles  d'une  construction  élé(^nte.  Dam 
la  surface  polaire  d'une  courbe  gauche  algébrique,  il  est  toujours  possible  d'inc 
scriro  oo*  surfaces  minima  algébriques. 

La  surface  minimum  la  plus  générale  qui  puisse  être  appliquée  sur  œ*  surfac»; 
semblables  à  elles  s'obtiendra  en  posant 

Si  l'on  a,  en  particulier,  m,=  o,  on  obtiendra,  comme  on  sait,  les  surfaces  mini  ^ 
applicables  sur  les  surfaces  de  révolution.  ^^^    J^^ 

Oeelniurden  (fi-)'  —  Sur  la  lumière  zodiacale.  (258-292,  2  pi  ^ 


Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  l'auteur  examine  la  position  de  la  lui 
zodiacale  pour  un  horizon  donné,  supposant  qu'elle  se  tend  le  long  de  réclipt  -^ 
à  une  élongation  donnée  du  Soleil.  Le  résultat  est  présenté  graphiquement  -^^^ 
toute  l'année  et  pour  quatre  latitudes,  o**,  23<*i7',  y{5*'  et  60",  la  planche  doi^  ^^ 
la  hauteur  du  point  de  l'écliptique,  qui  est  de  70"  distant  du  Soleil  quand  cel.  ^|/^ 
est  h  16"  sous  l'horizon.  La  splendeur  du  phénomène  est  évidemment  la  plusgr-^oj, 
au  moment  de  la  lin  du  crépuscule  (ou  du  commencement  de  l'aurore),  ce  cf  tf/ ^ 
lieu,  d'après  Schmidt  (Athènes),  quand  la  hauteur  du  Soleil  est  — 16*.  Au  w*estt 
l'auteur  incline  à  préférer,  pour  des  contrées  plus  boréales,  la  valeur  iS*,  donnéf 
par  des  observations  plus  anciennes. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  défend  cette  manière  de  considérer  la  lumiVfv 
zodiacale  comme  liée  au  Soleil  contre  une  théorie  de  M.  Serpieri  (Lirbino),  pub/iV«> 
dans  les  Mémoires  de  la  Società  degli  Spettroscopisti  italiani  et  fondée  sur  unf 
discussion  des  observations  de  Jones,  faites  en  i8j3-i833  dans  les  mers  tropique». 
Selon  cette  théorie,  la  lumière  zodiacale  est  liée  à  la  Terre.  L'auteur  fait  voir  que 
les  conclusions  de  M.  Serpieri  sont  mal  fondées  sur  plusieurs  points.  Par  exemple,  il 
a  évalué  la  durée  du  crépuscule  astronomique  à  un  quart  d'heure,  tandis  qu'elle  n'est 
jamais  au-dessous  de  une  heure  quatre  minutes.  Contre  cette  théorie,  l'auteur  ippiù« 
l'opinion  plus  ancienne,  mais  seulement  émise  comme  conjecture,  que  la  lumière  lodia- 
cale  est  dueaux  météorites,  illuminées  par  le  Soleil.  Il  montre  que  la  découverte  célèbre 
de  Schiaparelli,  l'accord  complet  des  orbites  des  météorites  avec  celles  des  comète»* 
donne  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  résolution  du  problème.  La  nature  20^'^ 
caU  du  phénomène  porte  la  pensée  aux  comètes,  dont  les  orbites  sont  peu  indioM^ 
à  l'écliptique,  c'est-à-dire  les  comètes  aux  courtes  périodes.  Dès  iHjoà  1877  il  yaeacent 
Tingt-quatre  apparitions  de  comètes  connues,  dont  quarante-sept  sont  dues  aux  nesf 
comètes  ayant  des  périodes  au-<lessous  de  huit  ans;  l'auteur  en  tire  la  conséquent 
que  la  fréquence  des  comètes  vues  du  Soleil  a  été  dix  à  onze  fois  plus  grande  dtu 
une  xono  de  ao*  de  largeur  de  part  et  d'autre  de  l'écliptique  que  partout  lilleurs 
sur  le  ciel.  Rien  n'est  donc  plus  naturel  que  de  supposer  la  même  ehose  poarltf 
météoritei.  Pour  calculer  la  lumière  émise  par  un  tel  amas,  il  faut  en  coDOtlM  1> 
condensation  relative  pour  des  distances  diverses  au  Soleil.  A  cet  effet,  l'anteirtp* 
pliqne  la  concordance  remarquable  des  distances  aphélies  des  comètet  aux  eottrtc* 
périodes  (conséquence  vraisemblable  de  ce  que  les  périodes  actuelles  sont  doe»* 
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ractiun  de  Jupiter).  Supposant  que  les  péribclies  soient  distribués  également  dès 
la  surface  dii  Soleil  jusqu'aux  distances  où  ils  cessent  d'être  périhélies,  il  trouve 
l'expression  de  la  densité  relative  des  météorites  en  deux  cas  extrêmes  :  i*  s'ils  ont 
tous  une  distance  aphélie  commune  (Q),  ce  qui  est  approximativement  le  cas  pour 
les  comètes  aux  courtes  périodes,  et  a*  si  les  distances  aphélies  sont  distribuées  éga- 
lement entre  une  certaine  valeur  Q,  et  l'infini,  savoir 


(•) 


'*=;v#^""'""(\/5'"V"'^) 


^  étant  la  distance  au  Soleil,  K  et  K'  des  constantes;  les  coefficients  ont  les  valeurs 
suivantes  :  a  =  o,o5G,  ^  =  0,1 15,  y  =  0,018,  i  =  o,o49i. .  •  Le  calcul  numérique,  où 
l*«uteur  a  employé  les  valeurs  Q  =  5,8  (  moyenne  des  distances  aphélies  des  comètes  à 
^oarte  période)  et  Q«  =  5,  la  distance  de  la  Terre  étant  l'unité,  montre  que  les 
^^aleurs  de  D  et  de  D'  sont  presque  identiques  jusqu'à  la  distance  a  ou  a, 5  et  très- 
peu  différentes  jusqu'à  la  distance  4«  et  que,  à  cause  de  la  prédominance  du  pre- 
ctiier  terme,  la  densité  de  l'amas  des  météorites  est  à  peu  prés  inversement  propor- 
^iomnelle  à  la  racine  carrée  de  la  distance  au  Soleil,  au  moins  jusqu'à  la  distance  3 

^u4. 

Après  œla  rient  l«  calcul  de  la  quantité  de  lumière  émise  par  un  cdne  ou  pyramide 
^ecet  amas,  ayant  le  sommet  à  la  Terre  et  l'unité  de  surface  sur  le  ciel  pour  base, 
employant  la  loi  approximative  de  densité  énoncée  ci-dessus  et  la  formule  de 
Ijimbert  pour  l'éclat  d'une  planète,  la  forme  sphérique  pouvant  être  prise  comme 
la  moyenne  de  toutes  les  formes  irrégulièrea  des  météorites,  on  trouve  la  quantité 
cherchée  de  lumière  : 


1  = 


bincysiuc 


[  sii)  a  —  a  CD»  y.  )  y  sin  a  im.. 


C  étant  une  constante,  e  l'angle  à  la  Terre,  a  l'angle  (extérieur)  au  météorite  du 
triangle  formé  par  le  Soleil,  la  Terre  et  la  météorite;  a,  est  la  valeur  do  a,  peu 
différente  de  180*,  correspondant  à  la  distance  limite  (R)  de  la  loi  de  densité. 
L'eflÎDCtuation  de  l'intégration  donne,  t\  e=  90, 


'^m-'S) 


aK— // 
-+-  cotr  H j — 

sin'e 


1    /        a-       I   sina,       1.3  sin'a.  \"1 

—  (  COt~*H r 1 y   • ?H-...  )  h 

|\        a       a      5  a. 4       9  / 


où  K  est  l'intégrale  elliptique  complète  de  module  ^  —  i  et  u  la  même  intégrale 
avec  la  limite  supérieure  v^sTnë.  Si  <?  5  90"»  on  trouve  la  même  expression,  seule- 
ment avec  If  au  lieu  de  a  K  —  u. 

Pour  le  calcul  numérique,  l'auteur  pose  R  =  4»  en  conséquence  du  précédent; 
donc,  sinoco  =  {  sin«.  Mais  il  remarque  que  la  substitution  de  R  =  oo  et  «•  =  i8o* 
ne  modifie  que  peu  lo  résultat.  L'éclat  relatif  du  ciel  le  long  du  zodiaque,  ainsi 
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calculé,  e«(  présenté  dans  le  tableau  suiyant  : 

Élongation.  1.  Élonçatiou.  I. 

o  o 

1 689,4                   ^ ly^^ 

5 61,6                   go 1,33 

10 21,8                 100 1,16 

i5 11,9                 110 1,09 

ao 7,7                 130 i,o5 

30 5,6                 f3o i,o3 

3o 4>3                 '4<) i)<^'<' 

4o 3.9                 i5i) 1,01 

5o 3,3                 1 60 1 ,  00 

60 1,8                 170 1,00 

70 1,5                180 1,00 

Le  grand  éclat  près  du  Soleil  ne  peut  se  voir  que  pendant  les  éclipses  t 
Soleil;  alors  il  se  manifeste  comme  la  Couronne,  qui  a  toujours,  d'après  h 
rations,  un  allongement  sur  rêcliptique. 

A  la  fin,  l'auteur  fait  mention  de  la  lumière  d'opposition,  nommée  Grg 
qui  n'est  pas  une  conséquence  de  la  théorie  précédente,  mais  qui  peut  è1 
quée,  sous  certaines  conditions,  comme  phénomène  cosmique. 

Les  observations  de  cette  lumière  fuible  sont  pourtant  trop  peu  non 
il  est  remarquable  que  Jones  ne  le  mentionne  jamais,  bien  qu'il  ait  vu  ] 
fois  la  lumière  lodiacale  s'étendant  sur  tout  le  zodiaque.  D'après  Schiapa 
ne  peut  le  voir  aussi  bien  quand  l'air  est  très-pur  que  quand  il  y  est  «  u 
che  di  brumoso  •,  ce  qui  rend  vraisemblable  l'idée  qu'il  s'agit  ici  d'une  sor 
fléchissement  atmosphérique. 

H.  G 


CiOMPTES  RENDUS  hbbdomadairb:»  D£S  séances  de  l*Académib  desScik 

Tome  LXXXIX;  1879. 

]\^  \  -,  7  jiillel. 

Sj  hester.  —  Sur  la  valeur  moyenne  des  coefBcients  dans  led 
pement  d'un  déterminant  gauche  ou  symétrique  d'un  ord 
ni  ment  grand  et  sur  les  déterminants  doublement  gauches 

M.  Cayley  a  montré  que,  si  lo  nombre  des  termes  distincts  dans  le  dévelo; 
d'un  déterminant  symétrique  de  l'ordre  x  est  i.3.3...xil  ,  0.^  aura  po 


(<)  Voir  ^iv/^enVr,  III,,  139. 
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on  génératrice --=:i  •  M.  SyWetter  a  montré  de  eon  cdtê  que»  tl  le  nombre  de* 
rmet  distincts  dan*  un  déterminant  gauche  de  Tordre  3x  eat  I.3.5. .  .(ax — i)ft»^i 

,  aura  pour  sa  fonction  génératrice  i  / ;  la  somme  des  coefficients,  pris  tous 

«îtiTement,  étant  [1.3.5.  ..(ax  —  1)]',  on  a  les  éléments  suffisants  pour  arriver  à 

solution  de  la  question.  Dans  la  Communication  actuelle,  M.  SyWester  donne 

ulement,  pour  la  râleur  moyenne  des  coefficients,  une  formule  approchée  ;  dans 

le  Communication   du   8  septembre  (p.  49^)1   1'   donne    pour   résultat   exact 


(i)  ;  , ,, 

\ X4,    ou   1  i 


'on  doit  supposer  x  infini. 

Us  déterminants  doublement  gauches  sont  gauches  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre 
ïsdeax  diagonales.  Pour  que  le  déterminant  ne  soit  pas  nul,  il  faut  que  l'ordre 
»it divisible  par  4*  M.  SyWester  donne  diverses  propriétés  de  la  racine  carrée  de 
'*  déterminants. 

)peU.  —  Sur  la  série  hvpergéométrique  et  les  polynômes  de  Ja- 

:obi.  (3i). 

L'ioteur  donne  le  développement  de  la  fonction  F(x)  définie  par  la  série  hyper- 
ioDétrique  F(a,  ^,  y,  x),  en  supposant 

•/  >  o,     I  >  y  —  a  —  ;î  >  o, 
>ivint  les  polynômes  de  Jacobi  définis  par  l'égalité 

X^  =  F(a-f- /3-+- m,  — m,  y,  x). 
1^  coefficients  sont  indépendants  de  y.  En  posant  en  outre 

F„  =  F(aH-w,  —m,  b,  x), 

b>  0,     i>^  — «>o, 

*o  ne  supposant  plus  que  m  soit  un  entier  positif,  M.  Appell  montre  que  Tinté- 
(le 


Ç  x*-»(i— c)--*F^F^Jx 


^iille  quand  on  prend  pour  m  et  m'  deux  racines  distinctes  de  l'équation  trans- 
plante 


r(  A -f- ;?t)  r(^  —  a  —  m ) 
^  est  une  constante  quelconque. 


=  K, 


tjué.  —  Sur  la  récente  éruption  de  TEtna.  (33). 

mire  {H,  de).  —  Sur  la  récente  éruption  de  TEtna.    (35). 
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Baudrimont  (-^.).  —  Évaporatîon  de  Teau  sous  l'inllueuce  de  la 
radiation  solaire  ayant  traversé  des  verres  colorés.  (4^)- 

N»2^  H  jiiUet. 

Serret  («7.-^.).  '*—  Addition  à  mon  Mémoire  sur  le  principe  de  la 
moindre  action.  (07). 

Voir  le  Bulletin^   i**  lérie,  t.  Il»  p.  97.  L' tuteur  donne  une  transformitioo  da 
équAliont  (49)  et  (5a). 

Picard  {£.).  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (74)* 

Étude  de  l'équition 

rf*r         -,  ftnjrcnx  dr 

OÙ  n  est  un  entier  potitif  et  a  une  constante  quelconque.  Quand  n  est  pair,  ^int^ 
grale  générale  est  toujours  uniforme.  C'est  une  fonction  doublemeot  périodiqHe 
de  seconde  espèce.  M.  Picard  montre  comment  on  peut  former  une  solutionde  cftu 
équation  exprimée  linéairement  au  moyen  de  la  fonction 


e(ar) 
et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées. 

Planté,  —  Reclierclie  sur  les  effets  de  la  machine  rhéoslaliquf 

(76)- 

Stephan.  —  Observations  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (89t. 
Callandreau,  —  Sur  une  intégrale  définie.  (90). 

Pellet  {£.).  —  Sur  Tintégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  au  premier.  (92). 

Soit  F  =  0  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  m,  le  nombre  dei  vi* 
riables  indépendantes  étant  n.  Pour  que  l'équation  différentielle  V— «^<^> 
d'ordre  fi  inférieur  à  m,  soit  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  F =0|ii 
faut  et  il  suffit  que  cette  équation  F=:  o  soit  satisfaite  pour  tout  système  denleo'* 
des  dérivées  de  la  fonction  inconnue  d'ordre  supérieur  à  fx,  satisfaisant  à  toato 
les  équations  obtenues  en  prenant  les  dérivées  successives  de  l'équation  T^a 
par  rapport  aux  n  variables  indépendantes. 

Thollon.  —  Minimum  de  dispersion  des  prismes^  achromatisme 
de  deux  lentilles  de  même  substance.  (93). 
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N^  3;   21  jiillel. 

^Hilarceau  (-F.).  —  Théorie  du  pendule  simple  à  oscillations  co- 
niques, en  ayant  égard  à  la  rotation  de  la  Terre,  (i  i3). 

Recherches  Analytiques  proToquées  par  les  expériences  de  M.  Dejean  de  Fonroque 
e^t  dont  les  résultats  contredisent  ces  expériences. 

^crrier  [E.  ).  —  Observations  astronomiques  et  mesure  d'un  arc 
de  parallèle  en  Algérie.  (i3o). 

^ders  {£.),  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  Clinton  (New- 
York),  le  17  juillet  1879.  (*4o). 

Ricard  {£.),  —  Sur  une  généralisation  des  fonctions  périodiques 
et  sur  certaines  équations  dilTérentielles  linéaires.  (i4o)* 

Sur  les  fonctions/(x}  telles  que  l'on  ait 

/■(X^  4K)    =A/(x)-rB/(a:H-2K), 
/(xH-4/K')  =  A/(x)-f.B/(x-+-aiK'), 

^»  ii,  K\  R'  étant  des  constantes.  Ces  fonctions  s'expriment  au  moyen  des  fonc- 
*^cis  H,  6 M.  Picard  applique  ces  résultats  à  l'équation 

d*r         dr 

— r  -^  1»  -ï-  -»-  yT  =  0, 

c/x'      '^  dx      ^^ 

^^  /?  et  q  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  :  quand  cette  équation  admet 
"^le  intégrale  uniforme,   cette  intégrale  peut  être  exprimée  au  moyen  des  fonc- 
*^os  H,  6,   .... 

ierknes,  — Expériences  hydrodynamiques  avec  des  corps  vibrants, 
et  imitation,  dans  un  sens  inverse,  des  forces  de  Télectricité  sta- 
tique et  du  magnétisme.  (i44)* 

BouVy.  —  Sur  un  phénomène  analogue  au  phénomène  de  Peltier. 

(146). 

Blondlot,  —  Sur  la  capacité  de  polarisation  voltaïque.  (i48). 

Lippmann.  —  Action  du  magnétisme  en  mouvement  sur  Télectri- 
cité  statique  ;  inertie  de  Télcctricité  statique.  (i5i). 

Denza.  —  Sur  les  lois  des  variations  de  Télectricité  atmosphérique 
déduites  des  observations  régulières  faites  à  l'Observatoire  de 
Moncalierî.  (i53). 


ooussingauu. 
M.  Paye.  (aoa). 

David.  —  Siir  les  développements  des  fonctions  al 

Stephan.  —  Observations  de  planètes  nouvelles, 
vatoire  de  Marseille.  (aa3). 

Lucas  [F.).  —  Sur  une  applicatiou  de  la  Mécani 
la  théorie  des  équations.  (324)- 

luivant  l'habitude,  par  des  paints,  ai  l'on  attribue  t  cea  paii 
qu'on  guppoaequ'ila  repouaaenl  un  poinl  matériel  P  de  mèn 
itene  de  la  dialance,  il  Tant  et  il  auSit,  pour  que  ce  point  i 
coïncide  arec  une  raeiae  de  l'équation  dêriiée. 

Il  en  résulte,  par  exemple,  que  tout  contour  fermé  conreie 
Jea  points  racines  de  l'éqiuition  proposée  enrlronne  aussi  le 
cines  de  l'équation  dériree. 

Pellal.  —  Action  de  la  lumière  sur  les  piles.  (22 

TVitz.  —  Du  pouvoir  refroidissant  de  l'aîr  aux 

(aa8). 

W  Si  4  ull. 

Faye.  —  Sur  le  dernier  lornadodes  Euts-Unis,  ei 
observations  de  trombes  dues  à  BulTon  et  à  Sp: 

Flammarion.  —  Observation  de  l'occuUatioa  à'i 

Içt  1879.  (39^)- 
Mouton.  • —  SDectrc  calorifique  normal  du  Soleil 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  197 

Léchai.  —  Des  vibrations  a  la  surface  des  liquides.  (299). 

Trêve.  —  Sur  les  courants  d^Ampère.  (3oi). 

Trêve.  —  Sur  Taimant.  (Soa). 

Gernez.  —  Distillation  des  liquides  sous  Tinfluence  de  l'électricitë 
statique.  (3o3). 

N»  (f,  Il  «•il. 

Daubrée.  —  Recherches  expérimentales  sur  l'action  ërosive  des 
gaz  très  comprimés  et  fortement  échauflés  ^  application  a  l'his- 
toire des  météorites  et  des  bolides.  (SaS). 

Janssen.  —  Sur  l'éclipsé  du  19  juillet  dernier,  observée  à  Marseille. 

[340). 

Mieu.  —  Deuxième  et  dernière  remarque  sur  les  Communications 
de  M.  Bouquet  de  la  Grye,  concernant  les  ondes  atmosphériques. 

(343). 

m 

Poincaré.  —  Sur  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques. 

(344). 

L'tateur  apporte  une  nouvelle  solution  du  problème  général  : 
■  Reconnaître  «i  deux  formes  données  sont  équivalentes  et  par  quelle  substitu- 
tion on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre.  » 

^  soluiion  repose  sur  Tintroduction  d'éléments  nouveaux  qu'il  appelle  nombres 
^^élatifs;  mais  la  Note  ne  donne  pas  le  développement  de  cette  théorie  nouvelle, 
puisera  sans  doute  publiée  d'une  manière  complète  ultérieurement. 

(jernez.  —  Distillation  des  liquides  sous  l'influence  de  l'électricité 
statique.  (348). 

jfeife,  —  Sur  les  courants  d'Ampère  et  le  magnétisme  rémanent. 

(33o). 

N«  7;  18  aolt. 

-"touchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
^l'Observatoire  de  Greenwich  (transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  G.-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  deuxième 
trimestre  de  l'année  1879.  (390). 

y^^^ester,  —  Table  des  nombres  de  dérivées  invariantives  d'ordre 
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et  de  degré  donnés,  appartenant  à  la  forme  binaire  da  dixième 
ordre.  (SgS). 

Poar  trooTer  par  cette  Table  le  lUMBbie  d'ioTariante  oa  de  eoTiriuiU  foodiMB- 
tanx  de  Tordre  m  et  du  degré  ^,  on  cberehe  le  Suffire  sitoé  au  point  de  cooeous  de 
la  eolonne  a*  et  de  la  ligne  «. 

Les  Tables  analogues  pour  la  forme  binaire  de  l'ordre  7  et  de  l'ordre  8  ont  d^ 
pam  dans  les  Comptes  rendus^  celle  pour  l'ordre  9  dans  V American  JounudofUi- 
tkemuuics,  en  sorte  que  l'on  connaît  aujourd'hui  le  système  complet  det  eoTarinU 
et  iuTariants  pour  toutes  les  (ormes  binaires  de  degré  inférieur  an. 

Lalanne.  —  Méthodes  de  calcul  graphique  ;  emploi  de  ces  méthodes 
pour  la  rédaction  des  projets  que  comporte  le  développement  da 
réseau  des  chemins  de  fer  français.  (396). 

Alexéief,  —  Intégration  des  irrationnelles  du  second  degré.  (4oî)- 

M.  Alexéief  sTait  fiût  connaître,  dans  une  des  séances  de  la  Société  MatbémitiqiM 
de  France,  un  procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  N.  Dans  liNote 
actuelle,  il  indique  quelques  applications  de  sa  méthode  an  calcul  det  intégniu 
irrationnelles  du  second  degré. 

Habich  [Ed.).  —  Obser\ations  relatives  à  une  Note  de  M.  l'abbé 
Aoust  sur  le  mouvement  d'une  droite  dans  un  plan.  (4o5). 

Bouquet  de  la  Grje,  —  Elude  swc  les  ondes  atmosphériques: 
équation  mensuelle  lunaire.  (4o6). 

Forel  (-^.  ).  —  Scintillation  des  flammes  du  gaz  d'éclairage.  (4o8'. 


N«  8;  25  a»ll. 

Mouchez.  —  Découverte  de  deux  comètes.  (4^3). 

Leauté.  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
boules  quelconque  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut  et  de 
maintenir  ce  degré  d'isochronisme  pour  toutes  les  vitesses  do 
régime.  Théorie  générale.  (43 1). 

Cruls.  —  Sur  quelques  étoiles  multiples,  d'après  les  observationJ 
faites  à  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (435). 

Amagat.  —  Recherche  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées.  (437). 
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N«  9;  I"  sepleibre. 

Kye.  —  Note  sur  la  théorie  mathématique  des  oscillations  d'un 
'pendule  double,  par  M.  Peîrce.  (462). 

Les  instrumenU  modernes  dont  on  se  sert  pour  étudier  la  gravité  au  moyen  du 

adule   ont   présenté   quelques  défauts;    le    pied   métallique    des   appareils   et 

Ame  le  pilier  en  pierre  qui  les  porte  sont  affectés  sensiblement  par  les  oscillations 

^dn  pendule.  Pour  éviter  des  corrections  délicates,  M.  Faye  suggéra  Tidée  de  placer 

"SBur  on   même  support  deux  pendules  égaux  oscillant  en  sens  contraires  dans  la 

VBème  amplitude.  A  la  suite  d'une  étude  mathématique  de  ce  système,  M.  Peirce 

96  prononce  très-nettement  en  faveur  de  la  méthode  du  double  pendule. 

^)e.  —  Note  sur  les  expériences  de  M.  Langley  permettant  d'ar- 
river à  quelques  évaluations  sur  la  température  solaire.  (4^3). 

^inssen.  —  Note  sur  les  températures  solaires.  (463). 

^lignj  [A.  de).  —  Sur  un  moyen  de  diminuer  la  perte  de  force 
vive  dans  un  ajutage  divergent  de  grandes  dimensions  dont 
l'angle  est  trop  ouvert  et  qu*on  peut  diviser  en  plusieurs  par  des 
surfaces  coniques  ayantlememe  axe.  (470* 

'^^^iuié.  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
Inouïes  quelconque  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut  et  de 
^ïiaintenir  ce  degré  d'isochronisme  pour  toutes  les  vitesses  de 
ï^égime.  Règles  pratiques.  (473). 

N<^  10;  8  septembre. 

*\>  L'ester.  —  Sur  la  valeur  moyenne  des  coeflicients  numériques 
dans   un   déterminant    gauche   d'un   ordre  inliniment   grand. 

(497)- 

Foir  plus  haut,  n»  1,  7  juillet. 

N^"  11;  13  sepleibre. 

^^enry. —  Observations  de  la  comète  Hartwig  et  de  la  planète  Pallas, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (Sog). 

^acchini.  —  Observations  du  Soleil  pendant  le  deuxième  trimestre 
de  l'année  1879. 


Tisserand,  —  Sar  le  développement  de  la  fou 
daos  le  cas  oà,  les  excentricités  étant  petitei 
tuelle  des  orbites  est  quelconque.  (  553  ). 

Sainte-Claire  Deville  et  Mascart.  —  Const 
géodésique  internationale  et  détermination 
contràle.  (55S). 

JVillaUe.  —  Essai  théorique  sur  la  loi  de  Dulo 
corps  solides,  liquides  et  vapeurs;  corps  con 

Decharme.  —  Formes  vibratoires  des  bulles  de 

(57"). 
Peters,  —  Découverte  de  deux  petites  planètes 


MATEMATIWECKinCBOPHHKT>,  HSdagaeifii 
TeMaTuqecKHirb  06ii;ecTB0Mii  ('). 

Tome  IX,  I"  et  II'  cahiers;  1878-: 

Zilof{P.).  —  Recherches  expérimeoules  sur  1 
Icctrique dans  les  liquides.  (5-64)- 

L'auteur  ramirque  ijue,  juiqu'à  prêtent,  la  Ibéorie  de  ti 
■  *tÂ  tira  ÂtnAiti,. 
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suite  encore  la  preuve  du  fait  que  le  milieu  euTironnant  les  masaet  vlectriques 
^K'ire  une  influence  sur  l'action  réciproque  de  ces  nnauet. 
U  )lemoîre  le  compote  de  trois  Chapitres  : 

Le  premier,  intitulé   La  théorie  du  potentiel  diélectrique^  explique  certains  faits 
de  Mtte  théorie  qui.  jusqu'à  présent,  étaient  peu  remarqués. 

Le  deuxième,  intitulé    Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation  des  isolateurs 
folii^s et gazfux,  e»l  consacré  à  IVxamen  des  expériences  faites  précédemment. 
Dans  le  troisième,  l'auteur  expose  ses  propres  expériences,  faites  à  Berlin,  dans 
l  Inslitut  physique  de  Hclmholtz  (*). 

'^aiirdne  {E.-F,).  —  Contribution  au  Mémoire  de  Caiidiy  sur 
1  intégra  lion  des  l'^juations  difTérenli  elles  (^). 

A  propos  de  ce  Mémoire,  l'auteur  démontre  que  cette  méthode  peut  être  appliquée 
À  la  détermination,  à  l'aide  des  séries,  des  iuté^jrales  des  équations  difli*rentiellcs 
^  >  nèaires  d'un  degré  quelconque. 

^^mof  (N.-A.).  —  Des  relations  réciproques  fictives  entre  le.o 
<^rps  solides  plongés  dans  un  milieu  d'élasticité  constante.  (72- 
108). 

'Supposons  un  milieu  d'élasticité  constante  remplissant  l'espace  illimité,  à  l'ex- 
^^ption  de  certaines  parties  limitées,  occupées  par  les  corps  solides.  I^es  «urfaces  do 
^""^  corps  éprouveront  soit  une  tension,  soit  une  pression,  qui  pourrait  produire 
^vr  eux  dos  effets  pareils  à  ceux  que  produiraient  certaines  actionH  réciproques 
^'•siant  entre  ces  corps. 

(«'objet  du  présent  Mémoire  est  la  détermination  des  caractères  et  des   conditions 
Nécessaires  à  ce  que  cette  action  soit  possible. 

^^^gaïef  {JV.'F',).  —  Contribution  à  la   théorie  des  équations 
fonctionnelles.  (109- 11 3). 

^•es équations  de  douxi«*me  classe  et  du  premier  ordre  de  la  forme 

^>itê{;rent  par  la  méthode  de  Laplacc. 
Cette  méthode  peut  être,   dans  certains  cns,   remplacée  avantageusement   par 
*'*)e  autre  où  l'intégration  de  ces  équations  peut  être  amenée  à  l'intégration  d'une 
^'^uatiun  ii  différences  finies  du  deuxième  ordre. 

^^^^entsof^A.'I,).  —  Sur  la  méthode  de  résolution  du  problème 
d'Abcl,  par  M.  Letnikof.  (114-120), 

Ce  problème  est  :  «  Trouver  une  fonction  F(y3,  «)  telle  que  l'intégrale  définie 


S. 


x 


F(/3,x)d(^a)<5, 


^')  Les  résultats  de  ces  expériences  ont  été  publiés  en  1877  dans   les  jinnales  de 
^f^ggendorff,  i.  XV,  i',. 

(*)  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  I,  p.  33r)-3io. 

Bull,  des  Sciences  math.^  1*  Série,  t.  III.  (Novembre  1^79.)  R.  l6 
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où  l:i  riiiictioii  (^3,  a)  soit  iiiio  foiirtit>ii  de  «,  ne  contiontie  |ias  jc.  •  ('o  sont  li>«  con- 
(]i:i(ins  pour  qno  F  et  0  ai««nt  une  certaine  forme  dcterininée  que  l'aulviir  rhrrcln*  a 
Iniuvor.  Il  ré'tiiltc  de  ses  rerlieiches  que  la  mctliude  de  M.  LetnikoT,  tout  en  pa- 
nissant,  ii  preniirre  vue,  très-générale,  no  b*app1iqiie  qu*e\eliisiveineiit  à  la^o1ulion 
du  problème  d'Ahel. 

Oimiof  {  i\ .-^J .).  —  Du  iiu)u\eiTiciilslatioiiuaîre  dcréleclricilé  sur 
Ifs  surfaces  conchu'lrîcos  d'une  forme  (|uelcoiK|ue.  (i2o-ii>.j). 

Miniiie  (^J.-P.).  —  Des  sj'iies  numériques  se  trouvant  on  liaison 
avec  les  inlé{j[rales  numérifjues.  (i9.8-i36). 

I)éKi(;iion«i  par/»',/»",  y/',. . .  une  sori»*  de  nombres  liés  suivant  une  loi  quelconque 
avec  un  nombre  entier  et  positiC  //,  et  par  F  la  caractéristique  d'une  certaine 
fonction  numcriipie  ;  la  souime  l'( /*')  -t  F (/>".■  -t-  Vip"',  -i-  •  •  •  sera  l'iiitèçrale  nunu— 
ri({ue. 

Petcrson  (K,-M.).  —  De  l'intéi^ralîon  des  éfjualions  aux  dérî\ées 
parllelh^s.  (S<»coiidc  Partie.)  ^oî^  t.  Mil,  p.  291  (*).  (iSj-iplV-. 

I.e  pré>ient  Mémoire  contient  les  §§  il,  l'2,  13,  14  et  1.5  traitant  des  sujets  &ni\anl«»: 
1**  Kquations  linéaires,  bilinéaires  et  alinéaires  aux  dérivées  partielles; 
'i"  hquations  bilinéaires; 

3**  Équations  bilinéaires  des  deuxième  et  troisième  ordres; 
(\'"  Équations  simultanées; 

â"  Intégrales  des  é<|uations  simultanées,  indéterminées,  intermédiaires  et  pai ti- 
en lières. 

.  /iidrcicf  (A.-//.). —  Des  afiiiiîlés  géomélriqucsdans  leur  applic.i- 
lioii  au  i)iN)l)lènie  de  conslriiclion  des  lîj;nes  courbes  (-).  (194- 
0.87  ). 

Soliolo/  [  .■/,).  —  Problème  de  la  torsion  des  prismes.  (aSS-SSg). 

I.a  solution  de  ce  problème  obtenue  par  Saint-Venant,  dans  son  Mémoirt^  Sur  fa 
torsion  des  prisiufi,  par  une  méthode  purement  géométrique,  quoique  simple  et  fari) 
à  saisir,  ne  présente  pas  cette  exactitude  rigoureuse  que  peut  donner  la  méthode  ana 
lytique.  Quant  aux  études  analytiques  faites  par  Clebsch  dans  sa  Théorie  der  Elus- 
t.citiit  ftster  Kiirper  et  par  Tbomson  dans  sa  Natural Phitosophy^  lo  problème  v  e:». 
plutôt  posé  que  résolu. 

L*auteur  se  propo*te  de  remplir  cette  lacune  ;  il  traite  ce  problème  dans  aon  Mémui 
d'une  manière  détaillée  à  l'aide  des  coordonnées  curvilignes,  et  donne  des  formu^^^y 
{générales  pour  deux  formes  de  cylindres  limites  par  des  surfaces  isothermes. 

ychefyc/ief[P.^L,).  —  Des  articulations  simples.  (34o-35i). 

A.  P. 


f ')  Voir  ffufleUM,  II,,  21. 

{*].  Voir  Bulletin,  III,,  3'i,  l'analyse  de  ce  Mémoire  par  M.  Rou^îef. 


r     «I 
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MONTHLY  NOTICES  op  the  Royal  Astronomical  Society  of  London  ('). 

Tome  XXXIX;  novembre  1878  à  juin  1879. 

^odd  (C).  —  Observations  faites  en  1877  '^  TObservatoire  d'Adé- 
laïde. (1-22). 

Les  obserrations  les  plus  importantes  sont  relatives  aux  occultations,  éclipses  et 
passages  des  satellites  de  Jupiter;  leur  nombre  est  de  318. 

^nning  [TF'.-F.),  —  Note  sur  les  essaims  météoriques  de  juillet 
à  décembre,  d'après  les  observations  faites  en  dehors  de  T Angle- 
terre. (22-3l). 

Ije  dépouillement  des  Cataloçuos  de  Heis,  Woiss,  Zezioli,  Sohinparolli  et  Konkoly 
>^  conduit  M.  Denning  à  la  détermination  de  79  points  radiants  dont  il  donne  la 
|:»osition  et  dont  il  fait  connaître  l'importance.  Plusieurs  d'entre  eux  étaient  déjà 
Connus  par  les  recherches  antérieures. 

*Htchard  {€.).  —  Note  sur  les  travaux  et  les  constructions  com- 
plémentaires de  rObscrvatoirc  de  TUniversité  d*Oxford.  (32-34). 

Les  travaux  consistent  dans  la  mesure  dos  photo(;raphie8  de  la  Lune  obtenues 
%vec  le  miroir  de  i3  pouces  de  M.  de  la  Rue  et  dans  des  observations  de  la  position 
relative  de  ^2  étoiles  des  Pléiades.  11  a  été  construit  une  bibliothèque  avec  salle 
«ic  lecture,  et  des  instruments  sont  à  la  disposition  des  étudiants. 

^ackhouse  (T,-TV.).  —  Sur  le  spectre  de  la  nouvelle  étoile  du 
Cygne.  (34-37). 

La  position  des  lignes  lumineuses,  telle  qu'elle  est  déterminée  par  l'auteur,  s'ac« 
corde  généralement  avec  celles  données  par  MM.  Cornu,  Vogcl  et  Copeland; 
M.  Rackhouse  signale  cependant  deux  lignes  brillantes  de  plus. 

Smjth  [Piazzi).  —  Note  sur  la  ligne  B  du  spectre  solaire  et  les 
bandes  moins  réfrangibles.  (38-43). 

Le  professeur  Piazzi  a  réussi,  en  employant  un  spectroscope  assez  puissant  et  au 
cours  d'un  séjour  à  Lisbonne,  à  résoudre  nettement  en  lignes  fines  les  bandes  voi- 
sines de  R;  il  a  même  pu  mesurer  la  longueur  d'onde  de  trente-cinq  d'entre  elles. 
La  Note  du  savant  directeur  de  l'Observatoire  d'Edimbourg  est  accompagnée  d'une 
planche. 

•Schuster  (-^.).  —  Quelques  remarques    sur  Téclipse   totale    du 
29  juillet  1878.  (44-47). 


(•)  Voir  Bnlieein,  ll„  ml. 

B.16 
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Les  observatioiiB  de  M.  Schiistor  à  Las  Animas  (Colorado)  ont  montré  que  la  cou- 
ronne n*u  été  visible  qui^  G  secondes  aprèn  le  commencement  de  la  toUlilé;  que  sa 
liiniiùrecst  en  partie  de  la  lumière  propre  et  en  partie  de  la  luoaiére  réfléchie;  que 
rintensité  do  In  polurisaliou  augmente  à  partir  des  bords  de  la  Lune  jusqu'à  une 
certaine  distance  et  diminue  ensuite  ré(rulièrement. 

Pcnrose  (F.-C).  —  LV'clipse  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878. 

(48-5i). 

L'auteur,  qui  obborvait  à  Denver  (Colorado),  donne  un  dessin  et  une  description 
de  la  couronne  et  dos  gloires. 

Gill  (D,).  —  jNolc  sur  Télat  d'avancement  des  i*éductions  des  ob- 
servations faites  pendant  son  expédition  à  T Ascension.  (5 1-71}. 

Les  observations  n^latives  à  la  longitude  et  à  la  latitude  sont  complètement  i-v- 
diiites;  la  position  de  la  station  est  : 

Longitude  ouest  de  Grcenwich o''57"39' 

Latitude  australe 7*59' 1 5", 5 

Les  constantes  nécessaires  à  la  réduction  des  observations  des  distances  de  Mars 
sont  elles>niénies  déjà  calculées. 

Nelson  (^.).  —  ^ote  sur  la  correction  apportée  par  M.  Newcoml) 
à  la  valeur  de  Taccélération  séculaire  de  la  Lune  adoptée  par 
Hansen.  (72-75). 

L'exactitude  avec  laquelle  les  anciennes  éclipses  peuvent  être  représentées  rend 
probable  que  les  marées  sont  sans  action  sur  la  rotation  de  la  Terre. 

Pritchard  (6\).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Teni- 
pel  à  son  passage  de  1878.  (75). 

Tehhutt  (J.). —  Observations  delà  comète  d'Encke,  faites  à  Wind- 
sor (N.-S.-W.)  en  août  1878.  (75-76). 

Barnham  [S.-TV,),  —  Note  sur  les  Catalo^cs  et  les  observations 
d'étoiles  doubles  à  l'Observatoire  de  Deabom.  (76). 

Glaisher  (/.-TF'.-Z.).  —  Sur  la  loi  de  variation  de  la  force  qiu, 
passant  toujours  par  un  point  donné,  donnerait  au  corps  sur  le- 
quel elle  agit  une  orbite  conique.  (77-91). 

1^  problème  a  été  complètement  résolu  par  MM.Darbouz  et  Halphen  ;  M.  Glaisher 
examine  comment  il  peut  se  résoudre  par  les  méthodes  développées  autrerois  par 
Newton. 

Liveing  [F,-!/.).  —  Sur  une  disposition  spéciale  des  cherclicurs 
pour  les  instruments  d'azimut  et  d'altitude.  (91-96). 
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^(^fforà  (T. -H.),  —  Noie  sur  Téioilc  2935  de  Bradiey.  (96-97). 

L'étoile  A  uu  mouTement  propre  assez  rapide,  représenté  par  les  deux  formules 
*uiTaotes  : 

jR  =  a2**3-ii',38  — o%o64(t.  i855}, 

(î)=82«io' i3',i  —  o^o5(t.  i855). 

^*//  (/).). —  Comparaison  des  observations  méridiennes  des  étoiles 
de  Mars  faites  dans  les  différents  Observatoires.  (98-123). 

La  discuBsion  rigoureuse  des  ascensions  droites  des  étoiles  de  Mars,  telles  qu'elles 
■"^ultent  des  obsenrations  multiples  faites  dans  divers  Observatoires  d'Europe  et 
<t* Amérique,  a  montré  k  M.  Gill  qu'il  existe  entre  les  déterminations  des  divers  éta- 
blissements des  erreurs  systématiques,  qui  résultent,  suivant  lui  : 

i<*  D'une  différence  dans  les  positions  des  étoiles  horaires; 

3®  D'une  irrégularité  dans  la  forme  des  pivots,  irrégularité  qui  produit  des  varia- 
tions dansl'azimutde  l'instrument,  et  probablement  aussi  de  flexions  dissymétriques 
^«ns  les  tubes  des  lunettes,  flexions  qui  doivent  avoir  pour  conséquence  une  varia- 
^.ion  de  collimation  arec  la  hauteur  ; 

3^  Une  erreur  ou  une  équation  personnelle  dépendant  de  l'éclat  de  l'astre  ob- 
•«rré. 

Il  est  certain,  dit  M.  Gill,  qu'une  erreur  de  cette  dernière  espèce  doit  exister  dans 
l«s  observations  chronographiqucs,  et  des  observations  directes  de  M.  de  Bakhuyzen 
font  Toir  qu'elle  se  retrouve,  quoique  à  un  degré  moindre,  dans  les  observations 
Taites  par  la  méthode  de  Tœil  et  de  l'oreille. 

Après  avoir  fait,  autant  que  possible,  la  part  de  ces  diverses  sources  d'erreurs, 
m.  Gill  termine  son  Mémoire  par  un  Tableau  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons des  étoiles  qui  lui  ont  servi  pour  les  observations  héliométriques  do  Mars. 

Cri//  (/?.).  —  Observations  de  a  du  Centaure,  faites  à  l'Ascension 
en  1877,  avec  Théliomètre  de  lord  Lindsay.  (ia3-i26). 

-ffall  [Maxwell),  —  Additions  à  son  Mémoire  sur  la  théorie  des 
systèmes  sidéraux.  (127-132). 

L'auteur  trouve  un  accord  satisfaisant  entre  les  déterminations  expérimentales  de 
parallaxes  et  de  grandeurs  des  mouYemcuts  propres  et  l'hypothèse  que  le  Soleil  et 
les  étoiles  voisines  tournent  autour  d'un  point  situé  par  9**  i5'  d'ascension  droite  et 
63*38'  de  distance  polaire  nord,  et  à  une  distance  du  Soleil  égale  à  3i  milliohs  de 
fois  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil. 

-tyowning  [A.'TF'.),  — Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
Catalogue  du  Cap  à  celles  du  Catalogue  étalon  d'Auwers.  (i33- 

,37). 

J^ickering    [W.-H,).  —  Note  sur  réclipsc  totale   de   Soleil  du 
a  juillet  1878.  (137-139). 

La  couronne  est  polarisée  dans  un  plan  passitnt  par  le  Soleil. 
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Aiiy  (G^'B,),  —  Note  sur  la  dclerminatiou  de  la  masse  de  Mars. 
(140-141). 

uéirj  {G.'B.),  —  jVote  sur  la  conjonction  de  Mars  et  de  Saturne  le 
3ojuin  1879.  (i4i-ï4^)- 

M.  Dunkia  a  préparé  une  Carte  donnant  les  positions  respeclives  de  ces  deux 
planètes  au  moment  de  la  conjonction  et  calculé  pour  divers  instants  la  disUocc 
réciproque  des  deux  astres  telle  qu'elle  résulte  des  Tables. 

TJTinneche.  —  Note  sur  une  ancienne  observation  des  Pléiades, 
faite  par  Mœstelin  le  24  décembre  1579.  (i4^i48). 

Neison  (-£*.).  —  Note  sur  la  solution  générale  du  problème  du 
mouvement  elliptique  troublé.  (149-161). 

Ranjard  (^.-C).—  Note  sur  la  présence  de  poussières  météoriques 
dansTatmospIière.  (161-167). 

Grant  (/?.).  —  Observations  du  passage  de  Mercure  le  6  mal  i8;8 
et  de  Toccultation  de  Mars  par  la  Lune,  le  3  juin  1878,  faites  à 
rObservaloîre  de  Glasgow.  (167-168). 

Young  [C,'j4,). —  Mesures  du  diamètre  de  Mercure,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Princetown  le  6  mai  1878.  (168-171). 

Les  mesures  ont   été  faites  h  Taide  d'un  microractrc  à  fils  inclinés;  à  la  àiir 
tance  1  (:r  =  8',8j),  le  diamètre  de  la  planète  est  â'jSsj. 

GUI  (D,)'  —  Note  sur  les  remarques  faites  par  M.  Maxwell  Hall 
à  propos  de  l'observation  de  ropposilion  de  Mars.  (171-17^)' 

Dunhin  {E.).  — Note  sur  les  erreurs  des  Tables  de  Saturne,  par 
Bouvard.  (172-174). 

Les  erreurs  sont  moindres  que  celles  qoi  résultent  de  la  comparaison  det  Table* 
de  Bouvard  et  des  Tables  de  Le  Verrier. 

Downlng  [A-'^F.).  —  Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
premier  Catalogue  général  de  Melbourne,  pour  1870,  au  Cata- 
logue d*  Au  wers.  (174-176). 

Pcrrj-  [S.'J.).  —  Pliénomènes  des  satellites  de  Jupiter,  obsenésa 
Stonyliurst  en  1877-1878.  (177). 

Airj  [G.-B,].  —  Occullaliouset  éclipses  des  satellites  de  JupiltT, 
observées  à  (ireciiwicli  en  1878.  (178-181). 
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ifarth  {A,),  —  Ephémérides  pour  déterminer  les  positions  des  sa- 
tellites d'Uranus  en  1879.  (181-182). 

•Sadler  [H,),  —  Notes  sur  le  Cycle  oj  celestial  objets  de  Ta  mirai 
Smyth,  et  en  particulier  sur  le  Catalogue  deBedf'ord.  (i  83-195). 

^indsay  (lord)  et  Copeland  (/?.)   — INote  sur  une  fente  voisine  du 
cratère  lunaire  de  Hyginus  et  non  encore  observée.  (19J-197). 

Deux  planches  jointes  à  la  Note  des  deux  auteurs  montrent  que  Taspect  de  celte 
région  de  la  Lune  est  très-variablc  suivant  le  mode  d'éclairemcnt. 

^iristie  {TV.^H.'MJ).  —  Note  sur  les  phénomènes  qui  se  produi- 
sent dans  Toccultation  d'une  étoile  par  le  bord  brillant  de  la 
I«une.  (198). 

L'étoile  (4*  grandeur)  a  disparu  successivement  en  sn  noyant  dans  une  sorte  de 
^rt>uillard  lumineux.  La  formation  de  ce  brouillard  est  attribuée  par  M.  Chrislic 
^  la  zone  de  lumière  diflractée  qui  existe  forcément  autour  do  la  Lune. 

^ore  (J.-E.).  —  Note  sur  les  variations  d'éclat  de  i  Andromède. 

(^99)- 

^^uander  [F.^TF'.).  —  Description  d'un  diaphragme  à  ouverture 
Variable  pour  les  observations  solaires  ou  sidérales.  (199-200). 

*^AppoBT  ANNUEL  DU   CoNSEIL  DE   LA    SoCIÉTÉ   ASTROISOMIQVE.    (2OI- 

3ao). 

Ce  Rapport,  trcs-étendu  et  très-complet,  ne  compte  pas  moins  de  lao  pages:  sans 
^*«inalyser  d'une  manière  complète,  nous  y  relèverons  los  renseignements  suivants  : 

Le  nombre  des  Membres  de  la  Société  était,  au  mois  de  décembre,  do  63 1,  eu 
augmentation  de  i4  sur  l'année  précédente.  Les  cotisations  et  les  rentes  des  fonds 
^pitalisés  ont  produit  en  1878  une  somme  de  5i/|00  francs. 

Le  Volume  XLIV  des  Mémoires  de  la  Société  est  à  l'impression.  Il  renfermera  : 
<^  on  Mémoire  de  M.  E.  Neison,  sur  une  méthode  (jénéralc  pour  traiter  le  mouve- 
(tient  de  la  Lune;  a*  un  Mémoire  de  M.  N.-E.  Greon,  sur  les  observations  de  Mars 
faites  à  Madère  en  août  et  septembre  1877;  3**  des  recherches  de  M.  Maxwell  Hall, 
^ur  l'opposition  de  Mars  en  1877;  ^^  un  Catalogue  et  des  mesures  d'étoiles  doubles 
l^ar  M.  Burnham,  d'après  ses  observations  de  Dearborn. 

Parmi  les  notices  nécrologiques  les  plus  importantes  sont  celles  :  de  James  Booth 
(1806-1878);  de  Robert  Main  (1808-1878),  le  savant  directeur  do  l'Observatoiro 
U'Oxford;  du  R.  P.  Secchi  (1818-1878),  si  connu  par  ses  travaux  d'Astronomie 
pbysique. 

La  série  des  Rapports  sur  les  travaux  des  Observatoires  ne  saurait  être  analysée 
«l'une  manière  complète;  j'y  relève  seulement  les  renseignements  suivants: 

Greenwich.  —  Un  nouveau  Catalogue  de  2263  étoiles,  formé  d'après  neuf  années 
^'observations,  est  en  distribution.  Les  observations  sur  le  mouvement  des  étoiles 
«ians  la  direction  de  la  ligne  de  visée  ont  été  continuées  et  étendues  ài  onze  astres 
nouveaux. 
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Oùit'fvatoi're  Hat/c/ijfe  (Oitonï). —  M.  Stone  succède  h  M.  Main,  comme  Sariliaii 
)>roiVs>ur  et  directeur  de  rétablissement. 

Ohwrvatoire  de  rUnivenité  d'Oxford.  —  M.  Pritchard  a  effectué  avec  ton  dupirx 
micrometer  de  nombreuses  mesures  des  étoiles  des  Pléiades. 

Ohservatoire  de  Markref.  —  Le  {yraud  équatorial  est  employé  à  une  observation 
sysicniatiquo  de  toutes  les  étoiles  doubles  comprises  entre  65*  et  83*  dcdcclinai«nii 
nord. 

Observatoire  du  Cap  dtr  Boime^Espérance .  —  La  réobservatioii  de  9000  étoiles  du 
(.ataIo(;uc  do  Lacaille  est  terminée;  un  Catalogue  de  i3Goo  étoiles  e»t  sous  prc^e. 

Purin i  les  Notices  sur  les  progrès  do  rAstronomie,  je  signalerai  : 

I"  L'ue  analyse  succincte  des  travaux  de  MM.  Newcomb,  Neison  et  Hill  sur  le 
mouvement  de  la  Lune; 

■1'*  l'iio  Notice  sur  les  huit  planètes  (184  à  191)  et  les  quatre  comètes  découvert*'» 
en  187K; 

ii"  l  ne  Note  sur  les  Cartes  de  la  Lune  par  Schmidt  et  Lohrmaun  ; 

4"  lue  analyse  étendue  des  recherches  photométriques  de  M.  C.-S.  Peirce. 

Le  Rapport  annuel  de  la  Société  astronomique  se  termine  enfin  par  l'Adresse  du 
Président  à  M.  Asaph  Huit,  auquel  la  Société  a  accordé  la  médaille  d'or  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux,  et  en  parliculicr  pour  la  découverte  des  satellite»  de  Mars. 

Tebbutt  [J.)» —  OLscrvaliolîs  de  la  comète  d'EnckCy  faites  eu  aoiil 
1878  à  Windsor  (>.-S.-\V.).  (32i-32!2). 

Tiilmaffe  (C-G-). —  Reinarcjues  sur  laCoinmunicaliou  de  M.  Sad-        _ 
ItT  relative  au  celesùal  cjcle  de  l'amiral  Smytli.  (323-234)- 

?ie\^ins  (^.-/f.).  —  iSote  sur  les  avantages  pratiques  de  la  méthode    -:^ 
employée  par  M.  Hartnup  pour  vérifier  lescliix)nomèlres.  (32j-  ■ —  ^ 

337). 

L'auteur  montre,  parla  discussion  de  la  marche  do  divers  chronomètres  emplojean^  ==l^9 
dans  des  voyages   au  long   cours,    l'uvantago   incontestable  qu'il  y  a  à  calculer  1.»  -     Jj 
marche  de  ces  chronomètres  en  tenant  compte  de  la  température  par  une  fomiult^^     Mv 
de  la  forme 

Marche  d iurne  =  R— (N*xC). 

R  est  la  marche  diurne  à  une  température  T,  déterminée  par  expérience,  N  la  dif 
férenco  entre  la  température  obsi*rvée  et  T,  enfin  C  un  coefficient  expérimental  q 
reste  sensiblement  constaut  quel  que  soit  l'état  des  huiles. 

Knobel  [E.'B.).  —  Note  sur  un  manuscrit  persan  du  Catalo^u 
d'étoiles  de    Ulugli  Beigli,    appartenant  à    la  Société   astrou< 
mique.  (337-363). 

Ce  manuscrit,  écrit  en  persan,  date  de  l'an  ia3â  de  l'hégire.  N.  Knobel  en  coB.aa> 
pare  le  texte  avec  la  traduction  do  llyde  (iGGâ)  et  la  publication  de  Baily(Jtf(rMo<Vj 
ofthe  R,  Astronomical  Society ,  vol.  XIII).  Il  montre  que  dans  ces  deux  textes  il  yt 
un  assez  grand  nombre  d'erreurs,  provenant  des  fautes  des  copistes,  et  termine  /wr 
une  Table  de  la  position  et  de  la  grandeur  des  étoiles  telle  qu'elle  résulte  du  leite 
d'Ulugh  Beigh. 
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rueger^A»).  —  Formules  pour  réduire  les  précessions  en  ascen- 
sions droites  et  en  déclinaisons  de  Bessel  aux  constantes  de 
Struve.  (364-365). 

Sa%fitsc1i  [M.'A,). —  Les  longueurs  du  pendule  à  secondes  à  Poul- 
kova,  à  Saint-Pétersbourg  et  aux  diiléreuts  points  de  la  Russie 
occidentale,  corrigées  de  rinfluence  produite  par  la  flexion  des 
supports  du  pendule  construit  par  M.  Repsold.  (365-366). 

GUI  {D,),  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  réfractions 
astronomiques.  (366-368), 

M.  Gill  propose  de  déterminer  la  valeur  expérimentale  de  la  réfraction  par  des 
observations  de  hauteurs  égales,  de  part  et  d'autre  du  méridien,  d'étoiles  de  mêmes 
déclinaisons.  La  différence  entre  la  somme  dos  angles  horaires  ainsi  déterminés  et 
la  différence  d'ascension  droite  des  deux  étoiles  égale  le  double  de  la  réfraction 
pour  la  hauteur  considérée. 

JLynn  (W.~T.).  —  Note  sur  la  variation  des  erreurs  des  Tables  lu- 
naires de  Hansen  entre  1848  et  1876.  (368-37o). 

Les  erreurs  en  latitude  n'ont  que  peu  augmenté;  il  y  a  au  contraire  un  accrois- 
sement considérable  dans  les  erreurs  en  longitude. 

J^ynn  [Tf.-T,).  —  Note  sur  n  du  Dragon.  (371-372). 
Jlall  (A,).  —  Note  sur  la  masse  de  Saturne.  (373-374). 
Dreyer[J.-L,-E.),  —  Nouvelle  étoile  variable.  (374). 

L'étoile  rouge  n**  100  du  Catalogue  SclijcUerup  est  variable. 

Trouvelot  {E .^L,) .  —  Observations  de  vapeurs  absorbantes  sur  le 
Soleil.  (374-379). 

Dans  plusieurs  circonstances,  de  1873  à  1877,  M.  Trouvelot  a  constaté  l'existence 
de  masses  de  vapeurs  absorbantes  à  la  surface  du  Soleil.  Ces  vapeurs,  totalement 
invisibles  lorsqu'on  examine  la  surface  du  Soleil  par  les  procédés  ordinaires,  se  ré- 
vèlent au  spcctroscopc  par  une  absorption  plus  forte  exercée  sur  les  raies  voisines 
de  C.  Par  la  comparaison  des  points  où  se  montrent  ces  vapeurs  et  de  ceux  où  ap- 
paraissent les  taches,  M.  Trouvelot  croit  avoir  démontré  que  ce  phénomène,  comme 
les  facules,  précède  la  formation  des  taches. 

Marth  (A.). —  Epliémérides  pour  l'observation  de  Jupiter  en  187g. 
(379-381). 

Common  (A.-A,).  —  Sur  l'utilité  d'obtenir  des  photographies  de 
Saturne  et  de  Mars  pendant  la  prochaine  conjonction.  (38 1-382). 
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Common  [/Ï.-A.).  —  Mole  sur  les  télescopes  de  grande  ouverture 
elles  procédés  à  employer  pour  les  monter.  (38^  386). 

D'une  comparaitoii  des  qiia1ili'>8  et  des  defautt  clos  miritirs  et  des  objectifs, 
M.  Commun  conclut  que  Tavantagc  est  aux  miroirs  et  que  les  télescopes  doivent  ctie 
montés  suivant  la  méthode  de  Newton. 

De  Gasparis  [M.-A.),  —  Sur  (juelques  formules  qui  expriment 
Tanomalie  excentrique  en  l'onction  de  Tanoinalie  moyenne.  (386- 

387). 

Scliiisler  [yj.].  —  Sur  la  présence  probable  de  Toxygèuc  dans  la 
cliromosphère  solaire.  (388). 

Parmi  les  lignes  du  spectre  do  Tox^gi-ne  h  basso  température,  quatre  ont  été\ui-!i 
brillantes  par  M.  Youn(;  dans  le  spectre  de  hi  cliromosphère. 

Extrait  df*s  minutes  du  Conseil,  (389-390). 

Le  (Conseil  déclare  qu'il  n*anrait  pas  autorisé  rimprei>sion  des  Notes  do  M.  Sadli-r 
sur  le  celestifil  cycle  de  l'amiral  Smith  s'il  avait  eu  ronuaissuncc  des  termes  de 
ces  Notes,  termes  de  nature  à  diminuer  la  considération  que  l'on  doit  ù  l'amiral. 

Pritchard.  —  Note  sur  le  Catalogue  d'étoiles  doubles  d'Herscliol.^ 

(390). 

Struve  (O.).  —  jNote  sur  Tordre  de  publication  des  divers  ^  olumc  - 
des  observations  de  Poulkova.  (390-391). 

JJind. —  Note  sur  deux  erreurs  AnlVauticalAlmanacài^  1882.  (Sj^i  ; . 

Les  erreurs  sont  relatives  aux  points  de  contact  de  Vénus  et  du  Soleil  lors  du  pro- 
chain passa(;e  do  cette  planète. 

Pickering  [E.-C).  —  Requête  aux  astronomes  relativement  à  la 
mesure  de  la  grandeiu*  des  étoiles.  (391-39^). 

Pour  remédier  aux  discordances  qui  existent  entre  les  difTérents  astronomes  n^ 
lativement  à  l'appréciation  de  la  grandeur  des  étoiles,  M.  Pickering  lus  prie  de  vou- 
loir bien  observer  la  grandeur  d'une  série  d'étoiles  voisines  du  pôle,  étoiles  dont 
l'intensité  relative  a  été  détermin.  e  au  photomètre. 

Neison  [E,).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire 
à  Taide  de  l'inégalité  parallactiquc  de  la  longitude  de  la  Lune,  et 
sur  la  correction  du  cocflicient  de  Téquation  annuelle  dans  la 
théorie  de  Hansen.  (394-4^2)* 

Denning  (  TF^^F.).  —  Note  sur  le  point  radiant  des  météores  du 
9*1  a  avril.  (4oa-4o*))' 
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Oenning  [TF',-F,).  —  Catalogue  de  222  météores  statioim aires. 
(406-424). 

■^sirand  (/.-/.).  —  Deux  méthodes  aisées  et  faciles  pour  corriger 
les  distances  lunaires.  ( 4^5-428 )* 

Christie  et  Maunder,  —  Note  sur  le  spectre  de  la  comète  de 
Brorsen,  d'après  les  observations  de  Greenwich.  (4a8-43o). 

Le  spectre  est  formé  des  trois  bandes  ordinaires  et  ne  présente  pas  aujourd'hui 
l'anomalie  observée  en  1878  par  M.  Hn{jQ[ins. 

^opeland  (R,)  et  Lohse  [J.-G.)  —  Observations  de  la  comète  de 
Brorsen,  faites  à  Dunecht.  (43o). 

bbutt  (/.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Windsor.  (N.-S.-W.).  (43o-43i). 

-^ussel  ^ff.'C).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Téquatorial  de  Sydney.  (43 1). 

irmingham  («/.).  —  Note  sur  une  observation  du  cratère  lunaire 
Schroeter  faite  par  Gruitliuisen.  (432). 

reen   [JY.-E.],   —  Note   sur  Topposition  prochaine  de  Mars. 

(4«). 

*Stone  (E.-J.).  —  Annonce  de  Tcnvoi  de  son  Catalogue  des  étoiles 
du  Cap  de  Bon  ne -Espérance.  (433-434). 

Gill[D.).  —  Sur  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire,  d'après  les  ob- 
servations de  Mars  faites  en  1877  à  TA.  ccnsion.  (434-437). 

t)ppolzer  (  77i.) . —  Note  sur  la  didérence  de  longitude  entre  Vienne 
et  Greenwich.  (437-440)- 

En  combinant  les  observations  électriques  faites  entre  Greenwich  et  Paris  par 
M.  Hilgard  et  entre  Paris  et  Vienne  par  MM.  Lœwy  et  Oppolzer,  la  différence  de 
longitude  entre  le  cercle  méridien  de  Greenwich  et  le  pilier  est  du  nouvel  Observa- 
toire  de  Vienne  est  de  i**  5"  21',  16. 

L'ancien  Observatoire  de  Vienne  est  d'ailleurs  à  io*,5'i  à  Test  du  nouveau. 

Ces  déterminations  s'accordent  très^bien  avec  les  anciennes. 

Draper  {H,),  —  Note  sur  la  coïncidence  des  lignes  brillantes  du 
spectre  de  l^oxygène  avec  des  lignes  brillantes  du  spectre  solaire. 

(440.447). 
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Le  D*  Drmper  fait  rhistoriqae  de  les  rcclierches  sur  le  spectre  des  gax  iaaoda- 
eentt  et  décrit  rinstmmeDt  employé  pour  obtenir  le^  photographies  de  eea  spectres. 
Une  seconde  partie  de  sa  Note  est  consacrée  à  l'exposé  de  quelque»  renurqurnor 
les  dilTérences  probables  entre  l'aspect  des  lignes  luminenses  do  Soleil  et  des  lignes 
brillantes  du  spectre  de  l'oxygène. 

Pritchard  {CJ).  —  Mesures  photographiques  du  deini-diamèlrc de 
la  Lune.  (447'4So)- 

Seabroke  [G»'M.).  —  Observations  spectros(x>piques  du  mouve 
ment  des  étoiles  dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée,  d'après  les 
mesures  faites  à  l'Observatoire  Temple,  à  Rugby.  (45o-4^4)- 

L'auteur,  après  aToir  insisté  sur  les  difficultés  des  mesures  de  cette  espèce, décrit 
la  méthode  à  laquelle  il  a  donné  la  préférence.  On  produit  alternatiTement  cUds  le 
champ  du  spectroscope  le  spectre  de  l'étoile  et  celui  de  la  lumière  de  companiMO. 
Le  micromètre  est  formé  d'un  trou  très-petit  pratiqué  dans  une  plaque  métallique 
mobile  à  l'aide  d'une  ris  micrométrique.  L'image  de  ce  trou  éclairé,  ameoée  dans 
le  champ  de  Tision  par  réflexion  sur  la  surface  du  dernier  prisme,  sert  de  pointear 
pour  la  mesure  du  déplacement  des  raies. 

La  Note  se  termine  par  les  mesures  rclatiTes  à  68  étoiles. 

Bosanquet  [R.-H.-M.)  et  Sa)  ce  [A.-H.). —  Recherches  surl'As- 
tronomie  des  Babyloniens.  (454-4^0' 

Cette  première  Note  est  relatire  au  Calendrier.  Les  auteurs  établissent  d'abord  que 
les  mois  étaient  lunaires,  car  les  inscriptions  relatires  aux  éclipses  de  Lune  indiquent 
toujours  que  ces  phénomènes  sont  arrivés  le  i4  du  mois.  Les  noms  des  moiasoDt 
les  noms  hébreux.  MM.  Bosanquet  et  Say  ce  recherchent  ensuite  la  loi  d'intercalaliun 
du  treizième  mois,  mais  cette  partie  de  leur  Mémoire  ne  saurait  être  résumée  eo 
quelques  lignes;  notons  seulement  qu'ils  établissent  que  le  commencement  de  l'aD- 
née  était  réglé  par  le  leTcr  héliaque  de  la  ChèTre. 

Riissell  (H.-C). —  Description  d'une  machine  propre  à  donner  un 
mouvement  de  rotation  rigoureusement  uniforme.  (462-463)- 

Downing[A,'M.-TV.).  — Application  des  réfractions  moyennes 
données  par  Bessel  dans  les  Fundamenta  aux  observations  de 
Washington.  (465-468). 

Les  observations  de  distances  polaires  faites  à  Washington  doivent,  pour  i'a^ 
corder  avec  celles  faites  au  Cap,  être  réduites  avec  les  réfractions  d^  FiuuiamtMta, 
qui  sont  un  peu  moindres  que  celles  des  Tabulœ  Regiomontanœ, 

Marth  (^.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  de  Mars 
en  1879.1880.  (468-485). 

Tebbutt  (/.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  en 
février  et  mars  1879  à  Windsor.  (N.-S.-W.)  (486). 
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Johnson  (/f.-C).  —  Note  sur  une  nouvelle  méthode  pour  régula- 
riser la  marche  du  mouvement  d'un  équatorial.  (486-4S8). 

Lorsque  les  ailes  d'un  régulateur  centrifuge  s'écartent  au  delà  de  la  limite  assignée, 
elles  ferment  un  circuit  électrique  qui  met  en  action  un  frein  électromagnétique. 

CfxrpfTiael  [C-).  — Sur  les  valeurs  des  constantes  de  l'équation 

^A^x^''>H-^A^_<  x^'"^^  -4-  . .  .  -hAxî'^-l-  ...  -h^Ao— jx=o, 

obtenue  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  d'après  /i  -f- 1  valeurs 
de  jTjc  lorsque  a:  =  o,  i ,  2, . . .  ,/ï  ;  w  étant  plus  grand  que  r.  (489- 

5o4). 

^iry  (G.'B.).  —  Index  des  observations  accidentelles  comprises 
dans  \es  Annales  de  V  Obsei^vatoire  de  Oreenwich  de  i836  à 

1875.  (5o4-5i  1). 

t^ritchett  [C-W,).  —  Notes  sur  les  couleurs  apparentes  de  Mars 
et  Saturne  pendant  leur  conjonction  du  29  juin  1879,  d'après  les 
observations  faites  a  l'Observatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (5ia- 
5i3). 

Alarih  (A,),  —  Note  sur  le  passage  de  la  Terre  et  de  la  Lune  sur 
le  disque  du  Soleil  tel  qu'il  serait  vu  de  Mars  le  la  novembre 
1879.  (5i3-5i4). 

JLynn  (  TV.-T.), — Remarques  sur  les  variations  de  Terreur  moyenne 
de  longitude  de  la  Lune  dans  les  Tables  de  Hansen  depuis  Tannée 

1876.  (5i4-5i5). 

Aùy  (  G.'B,),  —  Surfaces  moyennes  occupées  sur  le  Soleil  par  les 
ombres,  taches  et  facules,  d'après  les  mesures  faites  sur  les  pho- 
tographies du  Soleil  obtenues  à  Greenwich  depuis  le  1 1  juillet 
1873.  (5i5-5i7). 

Nous  extrayons  de  cette  Note  les  moyennes  relatives  aux  diverses  années  : 

Sarfaces  moyennet  dei 

Aonéef.  ombres,    lacbet  entière*,     facolee. 

1873 116  678  2882 

1874 83  582  iog6 

1875 45  255  4?^ 

1876 a5  i32  226 

1877...- 20  94  168 

L'unité  est  le  millionième  de  la  surface  visible  du  Soleil. 


JOURNAL  DE  MATHéMATiQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES,  fondé  par  J. 
continué  par  H.  Resal.  -  3'8iTie('), 


Mathieu  {£■)■  —  Élude  des  solutions  simples  des  éqi 
dîtlerences  partielles  de  la  Physique  matltématique.  ( 

Danilonte*  1m  qucatlon*  de  mouTemeiili  ribratoirra  ou  iIiiwiiihim 
lear  dani  un  corpi  de  rorme  donnée,  ou  commence  par  chercher  on 
timple,  qui  ne  dépend  du  temps  f  que  par  un  facteur  qui  eit  le  lînu 
Tarie  proporlionnelleincnt  au  temps,  on  par  un  Taeleur  qui  renfern 
oipomat.  Celle  aolution  simple  tatisfail  non-Beulemenl  k  uue  équa 
rences  partielles,  mais  encore  à  certaines  condiiiont  aujc  limilei.  La  M 
générale  est  la  somme  d'uu  nombre  inUni  dfl  en  solutions  slmplM. 

C'est  de  ces  tolutiam  limplet  que  l'occupe  M.  Mathieu  ;  il  lnil« 
BU i van (es  ; 

à',,      dN,      à^ ^    , 

Pépin.  —  Sur  un  théorème  de  Legendre  {ai-3o). 

I,'auteur  h  propose  de  compléter  la  démonstration  de  ce  théorème 

•  Si  c  est  premier  Ou  double  d'un  nombre  premier,  deux  forme* 

renies  de   c  ne  pourront  repondre  k   an  même  ditiseur  trinaire  i 

j4ndré  (D.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  de 

strass  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  varîabl 

Les  fonctloDS  Al(x),  A),(j;),  Al,(i),   AI, (x>  sont  déreloppabla 

plan,  en  séries  procédant  suiTsnt  les  puissances  entières  et  poiit 
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En  posant 


x>  ^  X* 


Al(x)=   P.   -P.    _    ^-P.    T^x^— M 


x«  ^  X» 


Al.  (X)  =  Q.  7  -  Q.  t:^  +  Q.  7:^:3^  —  • 


X«  _  X* 


Al,(x)=    R,  —R.    —    -4-R. 


Al.(x)=    S.   -S.     —   -t-S. 


1.3  1 . 2 . 3 .  /( 


— ... , 


Puis 


1.3  *      1  .  -J  .  3  . 4 

Î1  s'agit  de  la  détermination  des  coefficients  p^^,  q^,,  r, „  1^,;  on  a  d'ailleurs 

'«,»  ^^  ''«.r  » 

le  problème  est  donc  ramené  à  l'étude  des  trois  premiers  coefficients. 

Les  équations  aux  dérirées  partielles  auxquelles  satisfont  les  fonctions  Al  four- 
nissent des  relations  entre  les  polynômes  P,  Q,  R  et  leurs  dérivées  :  celles-ci,  à 
leur  tour,  donnent  des  relations  entre  les  coefficients  p^  ç,  r  :  de  ces  dernières  rela- 
tions Fauteur  tire  les  conséquences  suivantes  : 

I*  Les  coefficients  p^  p  q^  ^  r^  p  j^ , ,  regardés  comme  des  coefficients  de  n  seule- 
ment, constituent  chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite; 

3*  La  série  récurrente  ayant  le  coefficient  p^f  pour  terme  général  admet  l'équa- 
tion génératrice 

TJ  [z-(it)']"-'^'+'  =  o; 


t 


les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  respectifs  les  coefficients  q^ ,,  r^  ^  s^ ,  admet- 
tent chacune  l'équation  génératrice 

O 

■  représentant,  dans  la  première  de  ces  équations,  la  partie  entière  de  yr,  et,  dans 

la  seconde,  la  partie  entière  de  -  (  —  i  -h  ^/|  /  -+- 1  )  ; 

3*  Les  formes  générales  des  coefficients  considérés,  lesquelles  se  déduisent  immé- 
diatement des  équations  génératrices  qui  précèdent,  sont  données,  pour  ^^p  par  la 
formule 

I 

pour  q„f,  r^„  s^t,  par  la  formule 


(47-00)- 

Détcloppement  <le  ce*  polynames,  qui  se  déduisent  d'tîlleura  >i 
de  Lcgendra;  relations  entre  les  ronrtioni  consécutives;  étude  des  éq< 
en  l«  éc>lanl  k  tém  ;  étude  des  intéRriles  analc^ues  t 


X.X^rfj, 


/_:«-• 


Guyou.  —  Cinématique  et  Dynamique  des  ondes  cour 
spliéroido  liquide.  Application  à  l'involutioD  de  la  [ 
autour  d'un  sphéroïde  liquide  déformé  par  l'atlractîc 
éloif^iié.  (69-106). 

Lalanne.  —  De  l'emploi  de  la  Géométrie  pour  résouc 
questions  de  moyennes  et  de  probabilités.  (loy-iSo 
Dbdi  le  nombre  infini  de  trianeles  passibles  dont  In  côtés  ne  sot 
la  condition  d'fitro  compris  entre  dcui  limites  connues  a  et  b,  <|ue1 
leurs  moyennes  des  trois  côtés,  rangés  préalablement  par  ordre  de 
Cette  question  est  traitée  par  des  considérations  de  Géométrie  et 
montaire.  L'auteur  ■  imprimé,  en  outre,  dans  le  corps  de  ton  travi 
une  Note  due  ï  Tcu  Philbcrl  Sur  la  délrmiinalion  taalfliyue  Ha  ta 
dttat  foiielion  dt  plutieart  variablti. 

jàndrc  {D.).  —  Développements  des  trois  foncti 
A]i(x),  Al,(x)  suivant  les  puissances  croissantes 
(i3i-i4»). 

L'autour  >  précédemment  donné  les  déTeloppement*  de  ce*  rond 
puiiMtiees  croissantes  de  l'arcument,  et  les  eoerseient*  sont  aton  dt 
i'i  si  l'on  ordonna  les  série*  trouvées  en  réunissant  les  termes  qui  1 
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M.  André  traite  de  la  sommation  do  ces  séries  qui  rentrent  d'ailleurs,  comme  cas 
ptrticuliers,  dans  les  séries  étudiées  par  lui  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  An- 
nalei de  r École  Normale  supérieure  [•*"  série,  t.  VIII,  p.  i5i).  Voici  les  résultats  aux- 
quels il  parvient  : 

I(^  >  s'étendant,  le  premier  à  tous  les  syst4;mes  de  valeurs  dos  onliors  non  négatifs 
'  et  /  qui  satisfont  à  la  relation 

<'t  le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

'  •  y  '  5  '  —  '  ' 

B,=  V^i^x"sin(ay-+-  i)jrH- V /i.^jc"  •  cos(  jyV  i)j. 
C,  =  2^,,x"co8(jy-t-i)j:-t-2/i,^x:'-'&in(3y-i-i)^. 

Dans  ces  deux  dernières  formules,  les  ^  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes 
'le  valeurs  des  entiers  non  négatifs  /et  y  qui  satisfont  à  la  relation 

^^  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

n-y*-»-y^r—  i. 

^fall[A,), — Observations  ca  orbites  des  satellites  de  Mars  avee 
Jes  éphëmérides  pour  1879.  Traduction  et  résumé  par  M,  P, 
Guiejsse.  (i  43-162). 

Historique  de  la  découverte,  par  M.  Hall,  des  deux  satellites  do  Mars,  Deimos  et 
Phobos  :  discussion  des  observations,  calculs  relatifs  aux  orbites  et  aux  épbémé- 
rides. 

^oussinesq,  —  Complt^ment  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie 
de  l'équilibre  et  des  mouvements  des  solides  élastiques  dont  cer- 
taines dimensions  sont  très  petites  par  rapport  à  d'autres.  (i63- 
192). 

1.  Caractère  distinctif  des  modes  d'équilibre  que  présentent  les  corps  très-allongés 
ou  très-aplatis  (tiges  et  plaques). 

H.  Des  modes  d'équilibre  d'un  prisme  qui  servent  de  type  à  ceux  d'un  tronçon 
de  tige. 

III.  Application  à  la  théorie  des  tiges. 

Sourander,  —  Sur  Téquation  dont  dépendent  les  inégalités  sécu- 
laires des  planètes.  (193-208). 

Bull,  des  Sciences  math,,  2*  Série,  t.  III.  (Décembre  1879.)  R .  17 


2i8  SECONDE  PA 

■/auteur   dcaoulrc    lu  proposition   de  Kui 
carres  du  discrîminHUt  de  cotte  équation  dani 

Dostor(G.).  —  Propriétés  gé  Durai  c  8  d 


.  Relati 


ire  les  1 


Ijèdre  re^^ulier  quelconque,  Tautri 

■u  poIyËdrc  réjiulier. 

II.  Inclinaison  mutuelle  des  Cao 
m.  Expressions  générales  des  i 

polyèdres  réguliers. 


Resal[H.). — Résumé  d'une  confén 
tique  de  l'élasticité  faite  aux  élèv 
(proDioliondi!  1877-1879).  (227-2 


eslion  au  cylindre  elliptique.  —  De  la  fleiion 
doit  satisfaire  le  périmélre  pour  que  les  hypotl 
■nissible*.  -  Dcuiicmc  solution  du  problème 

Laurent.  — Mémoire  sur  les  équatia 
partielles  du  premier  ordre  à  une  s( 
=84). 

La  mëtbodc  proposée  par  M.  Laurent  pour  I 
mentinlécrable)  d'équations  simultanées  aux 
k  une  seule  Tonclion  inconnue,  repose  sur  la  II 
totales,  théorie  qu'il  commence  par  rappeler 
liant  la  de  mon  El  rai  ion  du  M.  Mayer  rclaliie  ai 
iyatéme.  Il  parvient  aui  conclusions  suiiautes 

Désignons  par  f„  /',,.--,/),  des  ronclioiia  é 

(,,  f, (,   el  des  dérivées    partielles  p„  p, 

prises  par  rapport  à  x,,  j:, x^;  tout  syslèi 

simultanées  à  une  seule  funclion  inconnue  u, 
Tonclion  h  elle-même,  pourra  être  présenté  ac 

.1,.  .)„ 

(■) 


>>', 
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forment  un  système  d'équations  aux  difTérentielles  totales  que  l'on  puisse  intégrer 
«le  telle  sorte  que  pour  r,  =  r?,. .  .,^,—  t%  les  quantités  a:,,  x,,. . .,  J*,„,/»,,/»,i. .  •Pm> 
use  réduisent  à  x%  x\,...,  a:?„,  p%p\...',pmf  «*  respectivement,  les  équation8(i) 
seront  satisfaites  par  la  valeur  do  u  que  Ton  obtiendra  en  éliminant  a-^,. . .,  x*;i, 
J*%'  '  •»  Pmt  PttPi^'  "y  Pm  c"trc  les  inté(;rales  du  système  (2)  et  les  équations 

àfs  ^       àfs  .         au 

où  vs  désigne  une  fonction  arbitraire. 

Réciproquement,  si  l'on  connait  une  solution  des  équations  (1)  renfermant,  outre 
la  constante  additivc  que  l'on  peut  toujours  introduire,  m  autres  constantes 
a,,  a,,. . .,  a^,  le  système  (3)  sera  intégrable  et  les  intégrales  de  ce  système  seront 
données  par  les  formules 

du  au 

A-^'-Pi^      T-=  — /^i.     /=i,2,...,//i; 

Ox-  oa.1 

les  valeurs  de  j:,,  o",,.  . .,  r„„  //,,  Pv-fPm  mirées  de  ces  équations  et  portées  dans 
l'équation 

duz=p^dx,-i-. . .  -r^„,r/.r,„-f-/,</f,-h  . . .  -+-/,*/r, 

rendront  cette  équation  intégrable,  et  la  valeur  de  n  que  l'on  en  déduira  sera  pré- 
cisément la  solution  complète  en  question. 

L'auteur  obtient  ensuite  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  (2),  (3),  en 
appliquant  à  ce  système  les  conditions  générales  d'intégrabilité  d'un  système  aux 
différentielles  totales,  traite  comme  exemple  un  système  d'équations  linéaires,  dis- 
cute les  opérations  à  eff'ectuer  pour  opérer  l'intégration  du  système  (3),  montre 
finalement  comment  l'intégration  d'un  système  de  n  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue  de  m-f-  /i  variables,  ne  con- 
tenant pas  explicitement  cette  fonction  inconnue,  dépend  de  l'intégration  d'un  seul 
système  d'équations  canoniques  contenant  irn  équations,  indique  quelques  simpli- 
Qcations  obtenues  par  l'application  des  méthodes  de  Jacobi  et  de  Maycr  et  enfin 
traite  un  exemple  particulier. 

Halphen.  — Sur  certaines  propriétés  métriques  relatives  aux  poly- 
gones de  Poncelet.  (285-29^). 

Le  Mémoire  de  M.  Wcill  (^Journal de  Mathématiques ^  t.  IV,  p.  365)  sur  les  poly- 
gones inscrits  à  un  cercle,  circonscrits  à  un  autre,  donne  à  M.  Halphen  l'occasion  de 
montrer  comment  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  s'appliquer 
à  la  théorie  des  polygones  de  Poncelet,  qui,  ainsi  que  l'a  montré  Jacobi,  constituent 
une  représentation  de  la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  double- 
ment périodiques  à  deux  infinis. 

F(z)  étant  une  telle  fonction,  on  sait  qu'il  existe  une  équation  algébrique  symé- 
trique en  X,  x^  du  second  degré  par  rapport  à  ces  deux  variables  entre 

x=iF(c),     j:,  =  F(z-ha); 

réciproquement  à  une  telle  équation  en  j:,  t^  correspond  un  tel  mode  de  représen- 
tation des  deux  variables.  Soient  maintenant  deux  coniques  A,  B  et  soient  P,  P,  les 
points  de   rencontre   de  A  avec   une  tangente  à  B  ;  en  supposant  les  points  de  la 

R.I7. 
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conique  A  représentes  uniformément  an  moyen  d'nn  paramètre  variable,  on  Toit 
que  le  mode  de  représentation  qui  vient  d'être  exposé  convient  aux  {vararoèlres  de» 
deux  points  P.  P,.  Si  donc  on  construit  une  ligne  polygonale  inscrite  dansA,  ci> 
consente  à  B,  les  paramètres  successifs  des  sommets  P,  P,,...,  P^_,  seroDt  F(z), 
F(z-+-c),   ..,¥[z-h{m  —  i)fl]. 

Pour  que  la  ligne  polygonale  se  ferme  et  forme  un  polygone  de  m  côtés,  il  faot 
et  il  suffit  qu'on  ait 

¥{z-hma)  =  F{z)\ 

cette  égalité  a  lieu  pour  2zH-ma=^  a+a\  a  et  k'  étant  les  infinis  de  F(z);cettr 
équation  détermine  quatre  points  particuliers  P.  Si  Ton  prend  l'un  d'eux  pour  le 
premier  sommet  de  la  ligne  polygonale,  cette  ligne  se  replie  sur  elle-même  et  te 
ferme  sans  constituer   un  polygone   Téritablc.  On    voit  aisément  quels  sont  ces 

points  P.  Si  m  est  un  nombre  pair,  P  est  le  sommet  de  rang t-i  d'une  lignepolygonile 

dont  le  premier  sommet  est  l'un  des  quatre  points  communs  à  A  et  à  B.  Si  m  est 

un  nombre  impair,  P  est  le  sommet  de  rang  — ^ —  d'une  ligne  polygonale  dont  l'ei- 

trémité  est  le  point  de  contact  de  A  avec  une  des  tangentes  communes. 
Soient  u,  ta'  les  périodes  de  F(z).  Si  Ton  a  ma  =  p  ta -h  p'  ùt' ,  Téquation 

¥(z-hnui)=¥(z\ 

a  lieu  quel  que  soit  z  :  d'où  le  théorème  de  Poncelet  sur  les  polygones  inscrits  à  une 
conique,  circonscrits  à  une  autre. 

Cela  posé,  les  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiqncs 
que  M.  Halphen  interprète  par  cette  méthode  sont  les  suivantes  : 

Soient  a=.  a.  —  a'  la  différence  des  deux  infinis  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique F  (z);  la  somme 

ç,(z)  =  F(«)-+-F(c -+-«)-+-  ...-HF[z-+-(m-~i)a] 

n'a  que  deux  infinis  a  et  a'  —  (m  —  i)a. 

Si  le  produit  ma  est  la  somme  de  multiples  des  deux  périodes,  f{z)  est  uoecon- 
stante. 

Soient  a  et  ol',  en  et  ta'  les  périodes  de  F(z);  soient  aussi  m,  n,  p,  p'  des  entiers 

tels  que  l'on  ait 

a  —  a'       />  û» -+- 1»' ûi' 

= ^ =  a; 

n  m 

la  somme  précédemment  désignée  par  f{z)  est  indépendante  de  a. 
Soient  a  l'un  des  infinis  et  ^  l'un  des  zéros  de  la  fonction  F(z);  si  l'on  a 

â  —  a       pea-hp'u' 

' =  ' —  =«, 

//  m 

lo  produit 

./,(«)  =  FCz)F(r-i-rt)F(z-^an)...F[«-f-(m-  t)a] 

est  indépendant  de  z, 

1^4  premières  propositions  conduisent  M.  Halphen  aux  théorèmes  fondamentaox 
de  M.  Wcill  et  à  des  généralisations  de  ces  théorèmes;  la  dernière  proposition  loi 
fournit  le  théorème  suivant  : 
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«  Soient  £1,  £1'  deux  poIy(;onr8,  le  premier  variable,  le  second  fixe,  inscrits  dans 
un  cercle  et  circonscrits  à  une  conique  :  le  produit  des  distances  d'un  sommet  fixe 
de  Û.'  à  tous  les  sommTîts  de  SI  est  au  produit  des  distances  d'un  autre  sommet  fixe 
de  £i'  à  tous  les  sommets  de  û.  dans  un  rapport  constant.  » 

TFeichold  [G.). —  Solution  du  cas  irréductible,  c'est-à-dire  du 
problème  consistant  à  exprimer  les  racines  d'une  équation  com- 
plète du  troisième  degré  conmie  fonctions  algébriques,  finies  et 
numériquement  calculables  sous  forme  finie,  des  coefficients  de 
cette  équation,  dans  le  cas  où  ces  racines  sont  toutes  à  la  fois 
réelles  et  au  moins  une  d'elles  commensurable.  (21)3-3 18). 

Ce  titre  est  accompagné  de  la  Note  suivante  : 

•  De  cette  définition  du  problème  du  cas  irréductible  il  résulte  évidemment  : 

»  i^  Que  la  résolution  d'une  pareille  équation  au  moyen  des  fonctions  trigonomé- 
triques  n'est  nullement  une  solution  du  cas  irréductible,  pas  plus  que  la  division 
d'un  angle  en  trois  parties  égales  au  moyen  d'un  rapporteur  ne  serait  la  solution  du 
problème  de  la  trisection  d'un  angle,  puisque  cotte  résolution  revient  en  dernier 
lieu  à  la  consultation  de  Tables  où  les  racines  do  toutes  les  équations  particulières 
de  ce  genre  sont  calculées  d'avance  par  approximation  et  spécifiées  en  face  de 
chaque  cas  particulier.  Les  racines  de  l'équation  proposée  ainsi,  exprimées  au  moyen 
des  fonctions  trigonométriques,  ne  sont  d'ailleurs  ni  fonctions  algébriques,  ni  fonc- 
tions finies  des  coefficients  de  cette  équation  ; 

•  a**  Que  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  Font  toutes  incommen- 
surables à  la  fois  n'entre  pas  dans  le  problème  du  cas  irréductible,  puisqu'il  serait 
aussi  absurde  d'exiger  que  l'on  exprimât  ces  racines  numériquement  exactes  et  sous 
forme  finie  que  do  vouloir  exiger  que  l'on  extraie  une  racine  d'un  nombre  entier 
positif  qui  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  même  degré  d'un  autre  nombre  entier 
exactement  et  sous  forme  finie,  et  puisque  la  détermination  approximative  des  va- 
leurs de  ces  racines  incommensurables  peut  être  effectuée  par  la  formule  de  Cardan, 
en  développant  les  racines  cubiques  qu'elle  renferme  en  séries  convet^entes.  » 

Resal.  —  Note  sur  les  conditions  de  résistance  d'un  tube  elliptique, 
dont  l'épaisseur  est  faible,  soumis  à  Taction  d'une  pression  uni- 
forme intérieure .  (  3 1 9-3  28  ) . 

Boussinesq.  —  Complément  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques  dont  certaines 
dimensions  sont  très-petites  par  rapport  à  d'autres.  (329-342). 

Suite  du  Mémoire  portant  le  même  titre.  Équation  d'équilibre  d'une  plaque. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  covariants  des  formes  binaires.  (343-378). 

Soient  a,  b,  c^..  .  un  système  de  formes  binaires  en  nombre  quelconque,  dont 
les  ordres  respectifs  ne  surpassent  pas  N.  Tout  covariaut  de  ce  système  sera  une 
fonction  linéaire  do  produits  KST  ainsi  définis  : 

R  est  un  covariaut  dont  l'ordre  O  oi  le  dogi-é  D  par  rapport  aux  coefficients  sont 


e  dëpaiM  pai  ili  — 


degré  no  turpaste  pas  3,3*'". 

T  est  un  pmduil  d'invariaiiti  dont  lo  dreré  «>t  inférieur  k  (7N  — 5)3»- 
Te] In  c9t  la    proposition  principale  n  la  déroonslmlion  de  laquelle  #at  < 

MémoirQ   de  M.  Jordan  ;  toutefois  l'iuteur  montre  qu'on  peut  cocora  n 

limites,  eu  ne  «'astreignant  plus  il  leur  douner  ud«  forme  auasi  simple  t 

deninicnt,  et  établit  le  théorème  suivant  : 
Tout  eovariant  d'un  système  de  formes  d'ordro  ^K  peut  s'exprimer  ei 

entière  de  corariaiits  dont  l'ordre  0  ne  lurpaue  paa  la  plu*  grande  des  1 

N,     îN  — a,     NJ— apCJ). 
i  étant  le  plus  (prtitd  entier  qui  satisfasse  k  l'inégalité 

/  et  p  sont  des  foitctioni  onmériquei  définies  par  les  égaillés  saivantcs  : 

n')  =  '.  /(")=■.  /(:)  =  .. 

/(„^.,=/(„+.,*,B[-ai±i'], 

,(.)-•>.    f(i)  =  ..     f(î)=3- 

,(,■)=,(.•-.)*/(.). 

qui  ae  calculent  liBément  de  proche  en  proche. 
On  trouve  ainil  pour 

M=  I,  1,  3,  4,  5,  6,  7.  8,  tf,  10 
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toute  l'étendue  de  l'orbite.  De  plus,  de  même  que  les  formules  connues  pour  les 
développements  de  r  et  4>,  dans  la  théorie  dos  planètes,  sont  très-commodes  pour 
étudier  le  mouvement  trouble  dans  dos  orbites  presque  circulaires,  il  a  cherché  à 
approprier  les  formules  nouvelles  au  calcul  des  perturbations  d'un  corps  qui  se 
meut  dans  une  orbite  extrêmement  allongée. 

epin.  —  Sur  Tcui nation 

7.r*—  5j*~  2  3*. 

(4<>5-4îi4)' 

La  résolution  en  nombres  entiers  dos  équations  comprises  dans  la  formule 

ax*  -^  bj*=z  cz* 

est  le  plus  souvent  impossible;  mais,  lorsqu'une  équation  de  cette  sorte  admet  un«i 
solution,  elle  en  admet  une  infinité  qu'on  déduit  successivement  l'une  de  l'autre 
au  moyen  de  diverses  formules;  toutefois,  il  n'est  pas  toujours  possible  d'affirmer 
que,  en  opérant  ainsi,  on  ne  laisse  échapper  aucune  solution  :  pour  l'exemple  par- 
ticulier qu'il  traite,  le  P.  Pépin  donne  diverses  méthodes  permettant  d'obtenir  avec 
certitude  toutes  les  solutions  exprimées  par  des  nombres  inférieurs  à  une  limite 
donnée. 

J.  T. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous  LES  AUSPICES  DU  MINISTRE  DE   lTnSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MaItRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE  ('  ). 

Tome  VII;  1878.  2*  série. 

Gernez  (D.).  —  Recherches  sur  la  cristallisation  des  solutions 
sursaturées.  (9-72). 

Gourier,  —  Sur  Téquation  de  Kepler.  (73-76). 

L'auteur  a  rédigé,  d'après  les  indications  de  M.  Hermite,  la  démonstration  d'une 

propriété  importante  des  racines  de  l'équation  de  Kepler. 

L'équation 

z  —  a  —  E  sinz  =  o, 

où  a  représente  un  angle  donné  compris  entre  o  et  7:  et  E  une  constante  positive 
inférieure  h.  l'unité,  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  tt  et  une  infinité  de 
racines  imaginaires  ;  en  divisant  le  plan  sur  lequel  on  figure  les  valeurs  de  z  par 
des  bandes  parallèles  à  l'axe  des  jr^  et  distantes  de  tt,  chaque  bande  de  rang  impair 
du  côté  des  x  positives  comprend  deux  racines  conjuguées,  et  de  môme  chaque 
bande  de  rang  pair  du  côté  des  x  négatives. 


(•)  Voir  Bulletin,  II,,  i',9. 
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Si  l'on  considère  la  bande  de  ranu  iAr  +  i  du  côté  des  x  positivpf,  ci  si  l'on  ro- 
{•r('s<Mito  par  xdojri  les  deux  racines  comprises  dans  cette  bande,  la  valeur  de  .t. 

pour  les  (grandes  valeurs  de  k,  esl'à  peu  près  éj;ale  à  ^At-t-  -»  et  celle  de  >   a 

fjcmonnicr[n.),  —  Mémoire  sur  lVlîm.îiialîoii  (I''''  Partie).  (  77-96). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  présent*'*  à  l'Académie  de»  Sciences  Iiî 
70  juillet  iHy.'),  l'auteur  met  en  é\id<>iice  l'intime  liaison  qui  unit  les  mèthodi'-' 
d'élimination  d'Euler,  dv  Cayley,  île  Ké^out.  de  Caucliy  ;  il  i«n  déduit  rexpn-^ioii 
et  la  formation,  par  des  détiTmiiiauts,  des  conditionAsultisantes  et  nécesi^aires  ]><mh 
que  deux  équations  entières  en  x  aient  y>  racines  communes,  ainsi  que  de  l'équation 
propre  à  donner  ces  p  racines. 

Darboux  (G.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux  (I*"*-'  Partie).  (97-150). 

Le  Mémoire  précédent  constitue    la  première  Partie  d'un  travail  étendu,  ipii  n 

paru  en  entier  dans  le  Recueil.  Il  contient  le  développement  méthodique  dvs  n?-     

cherches  faites  <l«'puis  a$s«'7.  I<>n{;tenii>s  par  l'auteur  <'l  dont  les  principaux  i-esultats    ^ 
ont  été  donnés  dans  los  Comptes  rcnthis  t/rs  séances   de  l* Académie  des  Scirnc^s,  ,.». 
t.  LXXVl,  I.XWlil  et  LXXVIV.  Voioi  h's  titres  des  din'érenla  arliclet»  avec  lindi-      — 
ration  de  leur  cont<M>u  : 

^  I.  Définition    d'une   opération    dilTérentielle  et  formules  qui    t»*y    rapportent-        ^ 
I/o|  éralion  dont  il  est  question  ici  est  définie  par  l'équation 

lin     1)  i)ft     ()  Ou      0 

|<J  '2.  Application  à  la   formation   de   l'cipiation  aux  dérivées  partielles  :'i  iaquelli     -*    * 

satihfiiit  le  paramèiro  d'une  l'aniille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système  ortho 

lyonal.  Olte  é-|uati«Mi  est  donné«!  sous  une  forme  simple  et  vérifiée  parcumparaisun«    ^ 
avec  dt>s   résultats  donnés  ]>récédemment  par  MM.  Bouquet  et  Puisi'ux.  L'auleiii   ^      "^ 
letrouve  au^si  la  forme  irrationnelle  très-éléjjante  due  i\  M.  (lavlev. 

§  3.  Inté<;ralion  «l'une  éf|uation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordiedoul^  ' 
toutes  les  solutions  donnent  une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  systèmo-^-^* 
ortho^;onal.  Ot(e  écpiation  est  la  suivante: 

L'auteur  montre  qu'on  peut  en  trouver  une  solution  complète  en  considérant  uncr 
famille  de  sphères.  Cette  solution  complète  une  fois  obtenue,  on  pourra  en  dédnirer 
la  solution  (rénéralc. 

§  4.  Remarques  nouvelles  sur  l'équation  aux  dorivces  partielles  du  troisième? 
ordre. 

Cet  article  se  rapporte  h  différentes  transformations  de  l'équation  aux  dérÎTéfi» 
partielles  du  problème.  Entre  autres  applications,  nous  citerons  la   formation  dr 


II 
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l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  caractérise  toute  surface  qui,  par  son  déplace- 
ment,  peut  engendrer  une  des  trois  familles  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système 
triple  orthogonal. 

§  5.  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  quand  u  est  une  fonction 
implicite  de  x^  y^  z.  Comme  vérification  de  l'équation,  l'auteur  retrouve  la  condi- 
tion obtenue  par  M.  Maurice  Leyy  pour  qu'une  des  familles  du  système  triple  ortho- 
gonal soit  composée  de  surfaces  du  second  degré  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie, 
U  démontre  d'une  manière  générale  que,  si  une  famille  de  surfaces  faisant  partie 
d'un  système  triple  est  composée  de  surfaces  ayant  chacune  un  plan  de  symétrie, 
les  plans  de  symétrie  de  toutes  ces  surfaces  doivent  coïncider,  excepté  dans  certains 
cas  particuliers  qui  sont  nettement  définis  par  la  démonstration  elle-même. 

$  6.  Notions  sur  les  coordonnées  pentasphériques. 

Cet  article  contient  un  résumé,  nécessaire  pour  les  applications  qui  vont  suivre, 
des  principales  propositions  relatives  à  ce  système  de  coordonnées  dans  lequel  un 
point  est  défini  par  ses  puissances  par  rapport  à  cfnq  sphères,  deux  à  deux  ortho- 
gonales. 

§  7.  Des  systèmes  orthogonaux  formés  d'une  famille  de  cyclides. 

§  8.  Extension  de  la  méthode  de  formation  de  l'équalion  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre  à  Tétude  de  problèmes  différents. 

L'auteur  montre  que  les  méthodes  qu'il  a  précédemment  fait  connaître  peuvent 
s'appliquer  dans  d'autres  cas.  Il  résout  en  particulier  la  question  suivante.  On 
sait  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  doubles  orthogonaux  définis  de  la  façon 
suivante:  la  première  famille  (2)  est  formée  de  surfaces  lieux  des  points  dont  la 
somme  des  distances  à  deux  surfaces  fixes  (A)  et  (B)  est  constante;  la  deuxième 
{V)  est  formée  des  surfaces  lieux  des  points  pour  lesquels  la  différence  des  dis- 
tances aux  mêmes  surfaces  est  constante.  On  demande  si  l'on  peut  adjoindre  à  ces 
deux  familles  de  surfaces  une  troisième  formée  de  surfaces  les  coupant  à  angle 
droit. 

Lemonnier  [H-)'  —  Mémoire  sur  rélimination  (  II*"  Partie  ) .  (  1 5 1  - 

2ï4). 

Geoffroy  (/^.).  —  Mémoire  sur  la  résistance  qu'éprouve  une  sur- 
face mobile  de  la  part   d'un  milieu  dans  lequel  elle  se  meut. 

(2l5-226). 

L'auteur  commence  par  considérer  la  résistance  normale  sur  l'élément  superficiel, 
et  il  prend  pour  base  la  loi  de  Newton,  d'après  laquelle  cette  résistance  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  V  de  l'élément  et  au  carré  du  cosinus  de  l'angle  f 
que  fait  la  normale  à  l'élément  superficiel  avec  la  direction  de  la  vitesse  V.  11  étudie 
d'abord  les  surfaces  de  résistance  nulle  et  établit  que  ce  sont  des  surfaces  hélicoldes; 
puis  il  recherche  les  lignes  de  résistance  nulle  sur  une  surface  mobile  quelconque, 
le  lieu  des  points  d'une  surface  mobile  où  la  résistance  est  la  même  par  unité  do 
surface  et  enfin  le  point  de  la  surface  où  la  résistance  est  maximum. 

Il  traite  ensuite  du  frottement  du  milieu  sur  la  surface  mobile  el  il  admet  que  ce 
frottement  est  proportionnel  en  chaque  point  au  carré  de  la  vitesse  projetée  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface.  Le  travail  se  termine  par  l'étude  spéciale  de  l'hélice  mo- 

triée  des  navires.  L'auteur  retrouve  la  formule  déjà  établie  par  MM.  Guède  et  Jay 
dans  leur  étude  sur  cette  question  d'application. 


^J^^ 


SECONDE  PAUTIE. 


I)(irhi>ux  [&')'  —  Mémoires  sur  la  tlicorio  des  roordonnérs  curxi- 
lii;ii(*set  des  systèmes  orlliogonaux.  11*^  Partie.  (227-260). 

l/aiili>ur»o  propose  dVUMidrc  les  résultats  établis  dniis  la  première  Pnrtic  Je  i^un 

ir.'iviiil  niix  systrnios  ortliO{;onaux  h  //  variables.  Tour  cela,  il  considère  n  t'onrtioni 

',,  ....  a^  satisfaisant  aux  l'clations  d'uitliO(;oualité,  et  il   démontre  d'abord  «pu 

<  h. -un no  de  ces  fonctions  devra  satisfaire  à  deux   {;rou]>es  distincts  d*èqnation>  aii\ 

ib'i'ivécs  ])artielles  du  troisième  ordre.  Les  équations  du  pn-mier  (;n»iipf,  au  nonibsv 

ile  '■ —  1  sont  tout  à  fait  analognes  à  celle  que  l'on  connaît  pour  le  ta^  il- 

.     •  -11  1      (« —iV'/i —»///—  .'\,   ....  , 

trois  variables:  mais  les  -       -  —     — c<iuations    du  second  {jroupe  soiil 

nouvelles.  .M.  Darboux  démontre  que  ces  équations  sont  suffisantes  et  que,  touti>^ 
les  fois  qu'une  fonction  u  satisfera  à  chacune  d'elles,  on  pourra  lui  adjuindri; 
// —  I  fonctions  formant  avec  elle  un  système  orthogonal. 

(^omme  application,  l'auteur  cherche  les  systèmes  orlhoconaux  pour  lesqueK  «wr 
aura 

M  — -  A  |~t  ■  •  •  •    x"  Aj., 

Xj  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x^,  et  il  montre  que  les  fonctioub  \_^ 
doivent  satisfaire  à  l'écpiation  du  troisième  ordre 

i\f-  —  :!  A  /  :^  «a  A  /  -r-  O, 

identique  h  celle  qui  a  été  obtenue  par  M.  Serret  dans  l'étude  de  la  même  qui*bli<>tv 
pour  le  cas  de  trois  variables.  Parmi  les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  nous  citerons- 
les  suivants  : 
La  famille 

forme  un  système  orthogonal  avec  les  n  —  1    familles  obtenues  par  réliminatiov 
de  /  entre  l'équation 


et  sa  dérivée  par  rapport  à  À. 
La  famille 

u  :-=  XV* 

forme  un  système  orthogonal  avec  les  deux  familles  de  surfaces   représentée»  (>    .1=.=?  / 
les  équations 

résultat  déjà  donné  sans  démonstration  par  M.  Caylcy  (u  désigne  une  racine  cr  li- 
bique  de  l'unité). 
Les  surfaces  algébriques  représentées  par  les  équations 

.rr 


arcsin  —. = z — —  '±  arc  sin-r = z — r^  —  const. 

x* -t- r  H- «  M- R*  x*-t-r -H«*  f-R' 

forment  un  système  triple  orthogonal. 
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t'cloppcft  des  surfaces  représentées  pMr  l*cquatioii 


-i'-m-m'-ïï''- 


lit  rarier  X,  forment  un  système  ortho{ronal  triple  et  un. 
i  §  XI  biSf  M.  Darboux  généralise  les  résultats  précédents,  et  il  détermine 
de  courbure  d'une  classe  étendue  de  surfaces.  Voici,  en  se  bornant  au  cas 
variables,  les  deux  théorèmes  principaux  obtenus  par  l'auteur  : 

X,  Y,  Z  trois  fonctions  satisfaisant  aux  équations  différentielles 

X'X*'=--3(X''-rï)(X''-*), 
\'Y''=2(V'-a)(Y''- *), 
Z'Z'^=  ^iZ"  —  aXZ"  —  b). 

êtermine  trois  valeurs  de  X  par  l'équation 

X'*_       _Y^  7/' 

A  — x?"^;  — y'"'"^;  — Z" 

igno  une  constante,  les  trois  fonctions 


-H  A  =0, 


X'»   /       V-       -r^       V.       .^^  dX-i-\'*    I         V-       -r         v>       -/        ^'j^ 


a 


(X- 

a 
-a)à- 

«(;- 

b 

« 

À  - 

-X" 

a 

b 

(A- 

'a)b- 

a(X- 

.b)n-b 

r^'      -iL.      ^L- 

</;-+- A    /     {x-ay-b(^x—bf~adx. 


une  des  trois  racines  de  Téquation  en  Jt  et  où  a  désigne  celui  des  deux 
a  et  ^  pour  lesquels  Texposant  de  A  —  a  est  plus  grand  que  — 1,  ces  trois 

forment  un  système  orthogonal.  Dans  le  cas  où  A  est  nul,  on  retrouve  les 
de  M.  Serret. 
md  théorème  se  rapporte  aux  lignes  de  courbure  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

nés  de  courbure  de  la  surface 

X4-Y-f-Z  =  C, 

is  Jonctions  X,  Y,  Z  satisfont  aux  équations 

X'X*'=2K(X''-a)CX''-*), 
Y'Y'^=2K(Y''— a)(Y''— *), 
Z'Z*'=2K(Z''—  a)(Z''  — *), 

intersection  de  la  surface  et  des  enveloppes  des  surfaces 

est  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation 

krs'{X){X-a){X  —  b)=^XfsW 


>jm  seconde  partie. 

fr  où  a  est  un  des  trois  nombres  «,  A,  x  liéjîni  par  la  contiition 


u 


=  o, 


f/uil  est  toujours  possible  de  'vérifier. 

Les  applications  de  cette  propusitioii  sont  nombreuses.  Kllc  ili>niie  les  li;;iios  «!•■ 
courbure  des  surfaces  de  Lame 


m-{ïï-m' 


t't  dj  pIuHÎours  surfaces  assez  générales  du  troisième  et  du  i]uatrii''m<'  oi-dn-,    ji:ii' 
«'xompic  I«*s  suivantes  : 

ax^  -t-  /».>"  -+  ct'  -4-  a(x'  -H^v-  -t--  z»)  ^  C. 
Il  y  a  aussi  des  surfaces  transcendantes;  voici  l'une  des  plus  simple» 

ccssmx       cofiwy       cos/^z 

Tisserand  [F-)-  —  Sur  un  point  important  do  la  théorie  des  p«'r- 
turbations  planétaires.  (261-274). 

«  On  sait  que  les  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  soumis  à  deux  r;enr*>- 
d'inégalités,  Icb  iné{;alilés  périodiques  et  les  inégalités  séculaires  :  ces  «lernièiesson 
d'une  grande  importance,  surtout  dans  la  question  de  la  stabilité  du  système  ]i1.i- 
nétaire.  Laplace  a  montré  le  premier,  en  17711.  que,  dans  la  première  approximation 
les  grands  axes  «les  orbile«,  seuls  parmi  tous  les  éléments  elliptiques,  nccoritienncn       "^ 
pas  de  terme  séculaires  :  mais  il  n'avait  obtenu  cet  important  résultat  qu'en  tenan  "^^ 
compte  des  premières  et  des  secondes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai     - — " 
sons  supposées  très-petites.  En   i77<»,  I^igrange  établit,  d'un  trait  de  plume,  fouar — 
employer  une  expression  de  Jaeobi,  que    le   théor«'*me  a  lieu   quelque   loin  «pi'oi  ** 
pousse  l'approximation  par  rapport  aux  excentricités  et  aux   inclinaisons,  mais  et  i 
s'arrètant  à  la  première   approximation    relative    aux  termes   proportioancl>  au'«. 
masses  des  planètes. 

w  Dans  un  Mémoire  publié  en  iSoS,  Poisson  fit  faire  un  pas  de  plus  à  la  question  :. 
il  arriva  à  démontrer  l'invariabilité  des  grands  axes,  même  en  tenant  compte  di'^ 
termes  aflcctés  des  carrés  et  des  produits  des  masses,   termes  qui  sont  intmduir» 
par    la  seconde  approximation  ;  il  réussit  à  montrer  que  cette  approximation  ne 
peut  amener,  dans  les  expressions  des  grands  axes,  aucun  terme  proportionnel  ait 
temps.  La  démonstration  de  Poisson  comprend  deux  parties;  la  première  est  trè»- 
simple  :  c'est  celle  dans  laquelle  on  examine  l'eflet  des  variations  des  «éléments  de 
la  planète  troublée;  la  seconde  partie,  où  l'on  tient  compte  des  Tariations  des  élé- 
ments de  la  planète  troublante,  est  très-compliquée;  cela  tient  à  ce  que  les  fonctions 
perturbatrices  no  sont  pas  les  mômes  dans  les  deux  cas;  elles  diflcrent,  comme  oa 

xr'-t-  )">"'-J-  zz'       xx' -^    '>"'•+■  -s' 
le  sait,  par  les  termes  en et '-^^ •  Si  les  foncUons  per- 
turbatrices avaient  été  les  mème^,  on  bien  avaient  été  dans  un  rapport  conslaol,  i^ 
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^*~-conde  partie  de  la  démunstratioii  de  Poisson  aurait  été  identique  ix  la  première. 
*"•'  ^  le  throrème  se  serait  ainsi  trouvé  établi  d'une  façon  très-simple. 

>  Le  Mémoire  de  Poisson  rappela  l'attention  de  La^jrango  sur  ce  sujet,  et,  quelques 
^  ^^luis  après,  il  présentait  à  l'Aciidémie  des  Sciences  un  travail  dont  nous  voulons 
^-ionnerunc  idiT. 

»  11  rapporte  les  planètes,  non  plus  au  centre  du  Soleil,  mais  au  centre  do  (jravité 
****  Iti  Soleil  et  des  planètes;  il  obtient  alors  d<*s  équations  symétriques,  dans  lesquelles 
^^a  fonction  perturbatrice  est  la  même  pour  toutes  les  planètes  ;  il  jieut  donc  appli- 
tiquer  la  première  partie  de  la  démonstration  de  Poisson  et  prouver,  d'une  façon 
simple,  Pinvariabilité  des  (grands  axes,  en  ayant  égard  aux  termes  de  Tordre  du  carré 
•«les  forces  perturbatrices;  mais  il  s*agitdes  grands  axes  des  orbites  elliptiques  varia- 
bles, décrites  par  les  planètes  autour  du  centre  de  gravité  considéré  plus  haut.  Il 
fallait  passer  de  là  à  l'invariabilité  des  grands  axes  des  orbites  décrites  autour  du 
centre  du   Soleil  ;  soient  2  a  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  d.ins  le  premier 
cas,  3  a  dans  le  second.  Lagrangc  arrive  à  trouver  la  relation 

p,  étant  une  fonction  des  coordonnées  des  deux  planètes,  comme  ;»,;  mais  f^  est 
une  fonction  du  premier  ordre  relativement  aux  masses,  tandis  que  f»,  est  du  second 
ordre.  Si  donc  on  néglige  le  troisième  ordre,  il  suffira  de  substituer  dans  f»,  les 
valeurs  x,  >%  z,  j:^,  jr',  z'  exprimées  avec  le  temps  et  les  cléments  elliptiques  con- 
stants; on  n'obtiendra  ainsi  aucun  terme  proportionnel  au  temps;  dans  ç?f,  il  faut 
remplacer  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  exprimées  au  moyen  du  temps  et  des 
éléments  elliptiques  variables  fournis  par  la  première  approximation.  Cette  substi- 
tution pourra  introduire  dans  p^  un  terme  proportionnel  au  temps  ;  mais  ce  terme 

ffOt 

(lisparaitra  quand  on  formera  --r-^'  Telle  est  la    méthode  suivie  par  Lagrange; 

malheureusement  l'expression  à  laquelle  il  est  arrivé  pour  exprimer  la  différence 

'I  .     .  ^?i  .  ... 

entre  • —  et  — y  au  moyen  de  la  somme  -'-  +  p,,  est  inexacte,  par  suite  de  plu- 
sieurs fautes  de  calcul,  comme  l'a  démontré  M.  J.-A.  Serret  dans  sa  nouvcllo  édition 
des  Œuvres  de  Lagrange^  et  la  démonstration  se  trouve  ainsi  réduite  à  néant. 

•  J'ai  remarqué  qu'il  suffisait  de  rapprocher  le  commencement  du  Mémoire  de 
Lagrangc  de  certains  passages  du  célèbre  Mémoire  de  Jacobi  Sur  l'élimination  des 
nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps^  pour  donner  une  démonstration  très-simple 
et  très-satisfaisante  du  théorème  de  Poisson. 

»  Les  passages  du  Mémoire  do  Jacobi  auxquels  je  viens  de  faire  allusion  ont  été 
repris  et  développés  par  M.  Radau  {^Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  tupé- 
rieurcy  t.  V).  Il  a  montré  dans  ce  travail  que,  «i  l'on  rapporte  lo  mouvement  de  la 
première  planète  au  Soleil,  celui  de  la  deuxième  au  centre  de  gravité  de  la  première 
planète  et  du  Soleil,  celui  de  la  troisième  au  centre  de  gravité  des  deux  premières 
planètes  et  du  Soleil,  et  ainsi  do  suite,  les  coordonnées  relatives  dépendent 
d'équations  diiTérentiellcs  symétriques,  dans  lesquelles  la  fonction  perturbatrice 
est  la  même.  En  partant  de  là,  j'ai  donc  vu  que  la  première  partie  de  la  démons- 
tration de  Poisson  s'appliquait  comme  dans  le  cas  considéré  par  Lagrange,  où  l'on 
rapporte  tous  les  mouvements  des  planètes  au  centre  de  gravité  du  Soleil  et  de  ces 
planètes  ;  donc  tous  les  grands  axes  des  orbites  elliptiques  variables  ne  contiennent 
aucun  terme  proportionnel  au  temps,  en  ayant  égard  aux  carrés  et  au  produit  dos 
masses  ;    mais  le  mouvement  de    la  première  planète  se  trouve  tout  rapporté  au 


Darhoux  (G.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordon 
lignes  et  des  systèmes  orthogonaux.  III'  Partie.  (  a^S- 

Dans  celle  Iroisïèmo  et  dcrnièi'e  Parlio  de  son  \anç  Iravail,  l'aulvu 
do  donni?r  la  solution  complûtc  d'uno  qunlion  JDipoManle  cl  difScî! 
dcjit  ev|uUsc  l'vtuilc  dans  sa  Tlièie  insérée  au  Tome  III  du  mèrae  Ret 

Duii*  celle  Thèse  M,  Darboui  iFait  étudié  la  mélhode  qus  Lanô  ■ 
ilans  le»  Lecoiit  sur  lei  eoordoiiaéei  ciirvilignii  pour  la  rechercha 
stslÉmei  orlhogjoiiaiii.  Celle  élude  l'iTait  conduit  à  des  résullaU  n 
sigiiùs  soit  dans  son  travail  primitif,  aoît  daoi  des  Notes  iuséréei  aui 
lAVIIIetULIX  des  Compta  renduidei  téanees  dr  r^cadcmir  dei  Sci 
reprend  d'abord  relie  rechurcho  en  l'étendant  au  cas  de  n  lariibles 
d'une  manière  plus  complète  let  proprièlés  do  chaque  groupe  d'équa 

Considérani  l'équation 

rfj;  + . . .  -f-  rfxj  ^  h;  </p  ;  + , . .  -t-Hjrfpj. 

il  étudie  tes  relations  aux  dérivées  partiello  auiquellea  doÏTeiit  s*lii 
lilèB  Ri,  cl  ii  montre  qu'elles  se  raœèDent  k  deux  Ijpes  diDéreols.  SI 

on  aura  tes  deux  afsCèmea 


<"  ^^"-^-.-MM'^—^f.if.,—-.    (»ï' 
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ces  systènHis.  L'auteur  établit  alors  que  l'on  est  conduit  à  un  systî'mo  de  coordonnées 
curvilij»nes  jouissant  seulement  d'une  partie  des  propriétés  des  systèmes  ortho- 
(Tonaux.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  n  =  3,  il  est  formé  de  surfaces  se  coupant 
suivant  des  lignes  eunju(;uées.  Cette  recherche  conduit  en  particulier  au  théorème 
suivant  : 

Pour  que  deux  systt'ines  de  coordonnées  curvilig^tes  puissent  se  correspondre  de  telle 
manière  qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  aient  la 
même  direction  dans  les  deux  srstemeSy  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  surfaces 
de  chaque  système  se  coupent  mutuellement  suivant  des  sj sternes  de  lignes  conjuguées 
sur  chacune  de  ces  surfaces. 

L'emploi  des  systèmes  orthogonaux  est  soumis  à  de  telles  restrictions,  ces  systèmes 
sont  si  peu  nombreux  quo  l'on  sera  nécessairement  conduit,  en  Physique  mathématique, 
à  adopter  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  obliques.  Le  groupe  particulier 
formé  de  surfaces  se  coupant  suivant  des  lignes  conjuguées  pourra  alors  être  employé 
avec  avantage.  M.  Darboux,  au  §  XV  de  son  travail,  fait  connaître  plusieurs  systèmes 
jouissant  de  cette  propriété. 

Le  §  XVI  contient  la  démonstration  d'une  proposition  déjà  donnée  par  l'auteur 
au  Tome  LXI\  des  Comptes  rendue.  M.  Darboux  avait  montré  comment  de  la  con- 
naissance d'un  système  orthogonal  à  n  variables  on  peut  déduire  des  systèmes  ortho- 
gonaux à  «  —  1,  puis  n  —  3,  . . .  variables.  Depuis  ces  premières  études  de  Tauteur, 
M.  Lie  a  établi,  dans  les  Nachrichten  de  Gœttingue,  des  résultats  du  môme  genre. 
L'article  XVI  contient  le  développement  des  recherches  antérieures  de  l'auteur,  en 
même  temps  que  des  résultats  nouveaux  et  différents  de  ceux  de  M.  Lie. 

Après  ces  études  générales,  se  trouve  abordée  la  solution  générale  d'un  pro- 
blème étendu  qui  a  son  origine  dans  un  beau  théorème  de  M.  Bertrand.  Dans  son 
Mémoire  sur  les  systèmes  orthogonaux  isothermes  {Journal  de  LiouvillCf  t.  IX,  p.  3i7) 
M.  Bertrand  a  démontré  que  cliacune  des  surfaces  qui  composent  un  système  ortho- 
gonal peut  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes  de  courbure.  Mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  l'on  connaît  au  moins  un  système,  celui  des  cyclides 
homofocales,  qui,  sans  être  isotherme,  jouit  de  la  même  propriété.  On  peut  donc  se 
proposer  de  chercher  tous  les  systèmes  orthogonaux  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  toute  surface  de  l'une  quelconque  des  familles  soit  divisible  en  carrés  infiniment 
petits  par  ses  lignes  de  courbure,  et  l'on  sera  conduit  à  des  systèmes  entre  les- 
quels il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  \eR  systèmes  isothermes.  Déjà,  dans  son  travail 
de  i86C,  M.  Darboux  avait  réuni  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  de 
ce  problème,  beaucoup  plus  diflicile  que  la  recherche  des  systèmes  à  la  fois  ortho- 
gonaux et  isothermes.  D'ailleurs,  des  travaux  récents  de  M.  Wangerin  ont  montré 
l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  le  résoudre  complètement  et  d'une  manière  détaillée. 
L'auteur  reprend  donc  et  développe  sa  première  méthode,  et  il  obtient  les  systèmes 
suivants  : 

|0  Ceux  qui  sont  formés  d'une  famille  de  plans  parallèles,  de  deux  familles  de 
cylindres  isothermes,  et  les  transformés  de  ces  systèmes  par  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciprof|ues  ou  inversion; 

a°  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  de  deux 
familles  de  surfaces  de  révolution  ayant  cette  droite  pour  axe  et  dont  les  méridiens 
forment  un  système  orthogonal  isotherme,  ainsi  que  leurs  transformes  par 
inversion  ; 

3**  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  sphères  concentriques,  de  deux  familles 
de  cdnes  isothermes  orthogonaux  et  leurs  transformés  par  inversion. 


a,  a,,  a,  dlanl  dci  coniUnle*  dont  la  somme  eal  nulle: 
6°  Le  lyslènic  des  cycljdra  homorocale*: 
■}'  Enfin  un  dernier  système  pour  lequel  od  a 

M-  L  «  ",  o, 

où  a,  H,,  a,  dcsic^acnl  des  poljnilmes  du  troisième  decti  ta  p, 

sysli'mc  des  cyclidni  homofocalei  comprend,  comme  cas  particulit 
Tormé  des  surfaces  homofocales  du  second  dpgré.  Pour  ces  dilférenti  sj 
doniio  Ifs  cipressions  de  x,  j,  z  en  tonctian  de  p,  p„  p,;  il  n'y  ■  ■ 
pour  1b  dernier,  qui  ne  parait  pas  formé  de  surfaces  algébrique!. 

Terquem  i,-^-)-  — Sur  les  courbes  dues  à  la  coexiste 
mouvements  vibratoires  perpendiculaires.  (349-374 

André  {D.).  — Terme  général  d'une  série  quelconque 
à  la  façon  des  séries  récurrentes.  (375-4o8). 

Combescure  {E.).  — Sur  les  paramètres  diflercntiels  ( 
et  sur  les  lignes  isotbcrmes  permanentes.  (409-434} 

SUPPI^ENT  AD  T.  VU. 

Cliamberland  [Ch.).  —  Rechcrcbes  sur  l'origine  et  h 
ment  des  organismes  microscopiques.  (3-94)> 
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ZEITSCHRIFT  fur  mathematisciien  uxd  natcrwissensciiaftlichen   U.nteh- 

RICUT   ('). 

Tomo  IX;  1878. 

Schlomilch  (O.).  —  Trois   problèmes  de  Géométrie   analytique. 

(21-22). 

Schâwen  [v,),  —  Les  équations  diophan tiques  du  premier  degré. 
(io5-ii8). 

L'auteur,  on  s'aidant  des  propriétés  des  déterminants,  ramène  la  résolution  de 
;/  équations  à  n  -\-p  inconnues  à  celle  d'une  équation  à  ^-t-  1  inconnues. 

PrandtL  —  Diverses  manières  de  compter  Tintérùt  (  *  ).  (i  19-1 22). 

Il  s'agit  des  divers  produits  du  capital  par  les  fractions 

/'  P  P 

»     — > 


IO0-h/>  100  100 — p 

LùJimann  [F,  l^)  et  Schlomilch  (O.).  —  Problèmes  résolus.  (i23- 
127). 

Heilermann,  — Remarques  sur  renseignement  de  TAlgèbre.  (i85- 
186). 

Heilermann,  —  Les  cinq  angles  polyèdres  réguliers  dont  les  faces 
sont  des  angles  de  polygones  réguliers.  (  186-188). 

Matthiessen  {L.).  —  Les  équations  diophantiques  du  premier  de- 
gré. (194-197). 

Critique  do  l'article  précédent  de  M.  d,  Schàwen. 

Schlomilch  (O.).  —  Remarques  sur  les  valeurs-limites.  (197-200). 

L'auteur  fait  voir  sur  dos  exemples  que  l'on  ne  peut  pas  poser  a  priori^  dans  une 
série  d'une  infinité  de  termes,  dans  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs,  etc.,  les 
égalités 

1imZM  =  2limn,     limllu  =  Il  limri,     .... 


{^)  Bulletin,  II,,  3(3. 

(•)  Procente  rti//",  in  und  von  100. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  a-  Série,  t.  111.  (Décembre  1879.)         U.  18 


Hoffmann  {_J.-C.-V.).  —  Sur  la  didactique.  (275-278). 

Bicdermann  {G .  v.).  —  Sur  le  problème  de  Délos.  (279-: 

Schuslcr.  —  Remarques  sur  les  arlicles  p.  i32-i35  et  p.  , 


duTouieVIlI.  {a83-28. 

Voir  Butletin.  Il,,  4.). 


n  dise  l'auleur  des  remarques,  l'éqiuli 


Dielmniui  [J.]. — Sur  l'emploi  des  invariants  dans  l'ei 
meut.  (347-355,  4>7-425). 

Schlomilch  (  O.).  —  Sur  les  v  al  vu  rs-1  imites  des  fonctions 
sieurs  variables.  (356-359). 

Jiulze.  —  Projet  d'une  nouvelle  application  du  stéréoscopi 
tronomie.  (359-36o). 

Schlothe  [J .).  —  Remarques  sur  l'article  précédent.  (  36r 

Schuwen[v.)  eX  A/nlt/iies.icn  (L.).  —  Suite  de  la  discui 
les  équalious  dîopliantiques  du  premier  degré.  (367-361 

Pick.  —  Sur  les  solutions  graphiques  approchées  de  la  du| 
du  cube  et  de  la  quadrature  du  cercle,  par  le  D'  G.  Bu( 
(383-391). 


UCVUE   DKS   rUHLlCATlONS.  5  >> 

^^'î^OGRAMMFS  scolaires  pour  hvs  ainu'cs  1877  et  i8j(S.  (77-79,  ifiji- 

«()2,  9.43-2471  322  3i>7,  4^<^-4^>2,  4'>^ï-46'>.  )• 

Tome  X  ;   1H79. 
*^^-  Jidivrn  [P.  V.).  —  Le  flacon  de  Mariolte.  (4-12). 
^2rdey  {E.).  —  [{emarqiie  critique.  (17-18). 

II  lie  serait  pas  piMmis,  d'après  cette  remarque.  iXv.  iléiinir  une  puissance  (entière 
^t  positive)   comme  un  produit  de  facteurs  êf^auXy  parce  que,    si  aaaaa   était  une 
;^>uissance,  il  faudrait  dire  que  fl-+-a-i-rt-+-a-i-«  est  un  produit^  ce  qui  ne  peut 
•se  dire  que  de  «  X  5.  Rien  n'est  j)lus  important  <|uc  l'exaclitudo  et  la  précision  du 
langa(;e:  mais  il  nous  semble  que,  poussées  jusqu'à  de  pareils  scrupules,  ces  qua- 
lités mériteraient  un  autre  nom.  Le  but  est  de  s'entendre,  et,  si  une  fa<:on  de  parler 
universellement  Uhitée  est  claire  pour  tout  le  monde,  il  y  a  quelque  puérilité  ii 
vouloir  la  chauffer. 


reutlcin  (P.).  —  La  dëmonstration  du  théorème  de  Briaiiclion  et 
le  principe  de  dualité.  (89-98). 

^rtint/ier  (S.). —  Solution,   par  des  constructions  planes,  de  pro- 
blèmes élémentaires  d'Astronomie.  (99-105  ). 

La  réduction  d'un  problème  astronomique  h  une  construction  plane,  et  par  suite 
celle  du  calcul  des  éléments  à  une  question  de  Trigonométrie  rectili;',ne,  est  toujours 
avanlajjeuse  lorsque  les  éléments  du  problème  sont  des  arcs  de  petits  cercles. 

Mauhiassen  {L.).  —  Sur  une  antique  solution   du  problème  dit 
(les  restes,  présentée  sous  la  forme  moderne.  (106-1 10). 

Ce  problème  consiste  dans  la  résolution  d<*s  équations 

N  =  ///,  .r,  -+-  / ,  =  /«j  jr,  -i-  r,  =   .  .  . , 
lesquelles  sont  en  nombre  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  inconnues. 

Sc/degel  (/  .).    —  Sur   la  méthode  d'exposition  mathématique. 
(169-176). 

Afeutzner,  —  Sur  l'enseignement  de  la  Physique.  Ln  Chapitre  de 
l'Acoustique.  (177-183). 

Hoffmann  (/.-C-/  .).  —  La  réforme  de  renseignement  des 
Sciencres  mathématiques  et  physiques  dans  les  gymnases  de 
Prusse.  (184-190,  317-332,  ^o\-^o6). 

Tnutlain.  —  Sur  h*  théorème  de  Ihianchon.  (191-193). 


jt3G  PREMIÈRE  PARTIE. 

Regel  [K,) —  Eloge  de  Cari- Anton  Dretsclmcider.  (237-24^,310- 

3i4). 

SuiTÎ  de  la  liste  do  ses  écrits. 

Edler  {Fr\).  —  Sur  les  maxima  et  les  minima  dans  les  figure 
planes.  (245-259). 

On  confiait  les  deux  Mémoires   publiés  par  Stoincr  dans  le  Journal  de  Crellr,  -^m 
t.  XXIV,  sur  l(*  maximum  et  le  minimum  des  fi{;ures  dans  le  plan,  sar  la  sphère»^ 
et  dans  respacc  en  {général.  I^  méthode  de  Steiner  se  distinj^nue  par  son  extrême»  « 
simplicité.  Malheureusement  ses  démonstrations  sont  entachées  d'un  vice  commun      mm 
que  Lejeune-Dirichlet  signala  à  Tauleur  et  qui  rend  les  raisonnements  illusoires 
Personne  jusqu'ici  n'avait   son(;é  à  faire  disi)arattre  cette  erreur;  M.  £dler  entre 
prend  cette  corn^ction  dans  le  présent  travail,  en  se  bornant  au   cas  des  fiç*"'^ 
planes. 

Kornck  (G.).  —  Construction  fausse  du  pentagone  régulier.  (264- 

265). 

» 

Bardej  {E.),  —  Kquations  dont  les  racines  forment  une  progn*^- 
sion  arithniélîque^ou  géométrique.  (333-345). 

Tf^eiiimcistcr ,  —  Addition  h  la  Note  p.  191  sur  le  théorème  de 
Briauclion.  (407-408). 

Kurz  (^.).  —  Sur  le  calcul  des  moments  d'incrtîe.  (409). 
Scliuster,  —  Encore  la  forme  -  et  l'é^alilé^y  =13.  ( 409-4 l'-ii. 

La' diKCUssi«>n  ne  semble  pn»  ]>r«'s  dr  finir  ! 

Hoffmann  [J.-C-F.).  —  Sur  un  problème  de  Schlooiilcli  et  sur 
le  théorème  de  Rulf.  (  4 1 2-4 1 4  )  • 

Hoffmann[J.'C.'F.).  —  Sur  les  démonstrations  inutiles.  (4^4 

4i5). 

L'auteur  cite  comme  inutile  la  démonstration  de  cette  vérité,  qu'un  cercle 
qu'un  seul  centre.  11  est  clair  qu'il  n'y  a  aucun  eflort  à  faire  pour  convaincre  d 
fait  le  premier  venu;  seulement  il  n'y  a  aucun  inconvénient  d'expliquer  eomr 
cette  vérité  dépend  d'autres  vérités  précédemment  admises,  et,  quoique  rexplio 
n'exige  pas  deux  lignes  d'écriture,  ce  n'en  est  pas  moins  une  démonstratiot 
Géométrie,  les  démonstrations  ont  bien  moins  pour  but  d'imposer  la  convictic 
faits  que  de  relier  méthodiquement  ces  faits  entre  eux. 

Problèmes  proposés  et  résolus.  (ii5-ii(),  19^^-^ ^99)  266-269 
332,  416-421). 
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Programmes  scolain^s  pour  les  aniiërs  1878-1879.  (ai2-2i5,  297- 

3oo,  382-383,  46i-4^*3). 


r./lACHHK  CpncKor  yqciior  4,pyiUTBa  (*).  y  Bcorpa^y  y  ApataBHOJ 
iiiTaMnapiijii. 

Tome  XXV;  18G9. 

/-).   Sloïanovitch.  —  Le  ihéorème  de  Sturtn.  (100-176). 

Rcsiimé  dos  travaux  sur  ce  théorème. 

Tome  XXVII;  1870. 
-A>.  Sloïanovitch.  —  Théorie  des  moindres  earrés.  (1-80). 

Expose  des  travaux  anciens  et  récents. 

Tome  XLI;  1875. 
-//.  Klcritch,  —  Problèmes  de  Cinématique.  (283-3 1 5). 

Quelques  problèmes  sur  les  notations  {géométriques  et  leurs  applications;  sur  les 
sections  coniques  engendrées  par  le  mouvement  d'un  mobile  dans  le  plan. 

Jj.  Klérùtch.  —  Applications  de  Statique  graphique  à  la  résolu- 
tion des  problèmes  de  Géométrie. 

Le  polygone  des  forces  applique  à   la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie 
élémentaire. 

Tome  XLUI;  1876. 
D.  Sloïanovitch.  —  La  réfraction  de  la  lumière.  (173-237). 

Théorie  mathématique  de  la  biréfraction. 


(*)  Recueil  Jc^  Mémoires  de  la  Société  savante  serbe.  Belgrade,  à  rimprimerie  de 
l'État.  Paraissant  on  un  ou  deux  volumes  par  an  et  contenant  des  Mémoires  sur  les 
Sciences  historiques  et  les  Sciences  exactes. 


'ÏSS  SECONDE  PARTIE. 

L.  Klcritch,  —  La  lliéorîc  cl  la  coiislriiclîon  du  panlograplie  po- 
laire (conclioïdographc).  {238-260). 

Similitude  des  ({({m'es  obtoiiuos  par  \c  paiitofjraphe. 


Tome  XLIV;   1877. 

/>.  Klêritch.  —  Point  d'application  vX  grandeur  de  la  force  cen- 
trifuge d'une  surface  circulaire  (pii  se  meut  autour  de  Taxe  ver- 
tical sous  un  certain  angle  et  avec  la  vitesse  angulaire  constante. 
(i>3-i68). 

I/aiitour  étudie  le  cas  d'un  cône  et  étend  ainsi  un  tkéorcnic  do  Weisl>aob  doniu- 
dans  sa  Mécanique  théorique. 

Tome  XLV;  1877. 

fj.  Kléritch,  —  Application  de  Dynamique  grapliicpie  à  la  (iéo- 
mélrie.  (174-201). 

L'auteur  donne  lu  théorie  de  l*hodograi>he  de  TIamilton  et  retrouve  d'intéressanli- 
relations  entre  le»  lijjnrs  eourlies  et  leurs  tan{;eiito.s.  Le  ternie  «le  Dynamique  i^ru- 
phiqur  est  employé,  à  tort  suivant  nous,  dans  le  sens  de  phoronomie. 

Tome  XLVI;  1878. 

D,  Stoïano\>itch ,  —  Diamètres  conjugués  de  Tellipse  et  de  Tliv- 
perbole  et  rayon  de  courbure  de  la  parabole.  (4-h)). 

I..e8  résultats  obtenus  par  M.  Kléritch  retrouvés  par  des  procédés  puremiMit 
géométriques. 

y>.  StoïanoKHtch,  —  Le  rayon  de  courbure  de  Tellipse  et  de  Tliypcr- 
bolc.  (20-40- 

Suite  de  l'article  précédent. 

D.  JSéchitch,  —  Essai  de  quadrature  du  cercle.  (177-214). 

Par  un  procédé  ingénieux,  l'auteur  démontre  une  fois  de  plus  rîmporsihililé  dr 
la  solution  du  problème  de  la  quadrature  du  cercle. 

s. 
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I\AD  JUGOSLAVENSKE  Academije  znanosti  i  umjetnosti  u  Zaguebu  {'). 

Tomo  XV. 
M,  Seculic.  —  Fluorescence  et  caloresccnce.  (77-86). 

Essai  d'une  théorie  mathématique  de  ces  deux  phénomènes. 

Tome  XIX. 
*S.  Subie.  —  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (12-61). 

Exposé  des  résultats  de  la  Théorie  mécanique  delà  chaleur. 

Tome  XX. 

M.  Sckulic.  —  L*aurore  boréale.  La  cause  de  réleclrîcilé  terrestre. 

(39-60). 

Tome  XXIII. 
M.  SehuUc.  —  Kecherches  sur  rarc-en-ciel.  (75-85). 

Tome  XXIV. 
*S'.  Subie,  —    Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (i5o-266). 

Suite  du  Mémoii-e  inséré  au  tome  XIX. 

Tome  XXVÏ. 
M.  SehuUc.  —  Physique  des  atomes  et  des  molécules.  (io()-i52). 

Tome  XXIX. 
S.  Subie. —  Théorie  dynamique  des  gaz.  (i-i44)' 

Tome  XXXIV. 
./.  Lashc.  — Sur  la  théorie  atomique.  (59-74)- 


(  '  )  Actes  de  l* Académie  yougoslave  des  Sciences  et  des  Arts,  Agram.  Paraissant  en 
quatre  volumes  par  au  et  contenant  des  iMémoires  de  Sclcnct»,  de  Lettres ot  des  Arts. 


Tome  XL. 

S,  Subie.  —  Sur  les  moyens  que  nous  donnenl  les  Sciences  niatlir 
uiatiqucs  |>our  corriger  les  résultats  des  expériences  de  Physique 

(4j>-ii5). 

Théorie  de  moindres  carrés,  interpolation,  etc. 

K.  Zahradnih,  —  Sur  la  convergence  et  la  divergence  des  série: 
infinies.  (147-1 58). 

K.  Zahradnik,  —  La  connexion  des  logarithmes  népériens  avec 
les  logarithmes  naturels.  (iSp-iâ^). 

A'.  Zahradnih,  —  Sur  quelques  courbes  obtenues  par  la  sectîoi 
du  cône.  (i()6-i7i). 

S. 
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MATIÈRES  ET  NOMS  D'AUTEURS. 


TOME  111;   1879.   -  SECONDE  PARTIE. 


TABLE  ALPHABÉTIQUE 

DES  MATIÈRES. 


RECUEILS  ACADÉMIQUES  ET  PÉRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  ÉTÉ  ANALYSÉS  DANS  CE  VOLUME. 

Annales  de  l'Observatoire   royal  de  Bruielles.   Nouvelle  série,  T.  I-II;  1878-1879.  — 

I 14-116. 
Annales  scientifiques  de  TÉcole  Normale  supérieure,  a*  série,  T.  VII;  1878.  —  aa3-a32. 
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